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Snahou této publikace bylo vytvofit dopliikovy text k pfedndSskam autora na PifF JU
v Ceskych Budéjovicich v obdobi 2012 - 2023, ktery by ¢tenafe motivoval ke studiu vybra-
nych matematickych tloh za vyuziti pocitace. Véfim, Ze kombinace matematika-poéita¢ pfi-
lakd pozornost studentti informatiky k vlastnim pocitacovym feSenim matematickych tloh
a také studenttt matematiky, ktefi nemusi vzdy jen nutné abstrahovat na papife a mohou na
pocitaci priblizit sva feSeni i nematematikiim. Vyvoj vypocetnich a matematickych systémt
jde stale rychleji dopfedu a pocitacovd gramotnost se ocekdva od vSech absolvent(i. Rozsah
tohoto textu pokryva vétsinu praktickych piikladi pfedmétt:

1. Diskrétni matematika (DM),
2. Numerickd matematika 1 (NM1),
3. Numerickd matematika 2 (NM2).

Predkladané tlohy jsou vétSinou zndmé, novd jsou vlastni pocitacovd feSeni v systémech
Matlab nebo Mathematica. Ty jsou k dispozici také ke stazeni v tlozisti GitHub ( https:
//github.com/matlabfem/teaching ). Pocitatova feSeni staci vloZit do prislusného systému
a vyhodnotit. Vétsina kodt je psédna tak, Ze jdou jednoduse modifikovat. ProtoZe je u kazdé
tlohy uvedeno pro jednoduchost feSeni jen v jednom ze systémt, budu rdd za Vase vlastni
feSeni v systému druhém. Zde je tfeba ¢tendfe varovat pfed pouhym slepym kopirovanim
a spousténim pocitacovych kédia. Namisto toho doporucuiji si nejdiive prostudovat komen-
tovand feSeni, nebo se rovnou pokusit o feSeni vlastni véetné pocitacového. Pro ujisténi, zda
jsou vysvétlené postupy jasné, slouzi tlohy k samostatnému feseni. Ty casto také predstavuji
domdci dlohy vyse zminénych predméti.

Korekce textu se ujali samotni studenti jednotlivych pfedmétt: Tomas Vomacka, Karo-
lina Wolfova a Filip Nachtman (DM), Patrik Musil (NM1), Radka Simerova (NM2). Pan Mgr.
Alexej Moskovka mi pomohl s vizualizacemi v Mathematice. VSem srde¢né dékuji. Dalsi ko-
rekce a ndméty vedouci k vylepseni skript mi prosim posilejte na email: jvaldman@prf jcu.cz .

Ré4d bych podékoval Dr. Zuzané Morévkové a prof. Radkovi Kucerovi z VSB Ostrava
za poskytnuti grafickych formata skript pfevzatych a modifikovanych z [1] a dale také
doc. Jané Kalové za koordinaci v rdmci grantu Rozvoj flexibilnich forem vzdélavani na PiF
JU, z néhoz byla ptiprava skript v roce 2021 ¢aste¢né financovana.

V Ceskych Budg&jovicich, v srpnu 2023,
Jan Valdman

Historie vydani:

e 1. vydéni (leden 2022, celkem 50 stran) - obsahuje kapitoly Diskrétni matematika a
Numerickd matematika 1,

e 2. vydéni (srpen 2023, celkem 82 stran) - aktualizace obou kapitol a pfidani kapitoly
Numerickd matematika 2.
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KAPITOLA
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DISKRETNI MATEMATIKA




1.1. MATEMATICKA INDUKCE

1.1 Matematicka indukce

Ptiklad 1.1.1 DokaZte, Ze pro vSechna pfirozena ¢isla n € IN plati

Zk3 —n%(1+n)> (1.1)

Reseni: Indukéni ptedpoklad, tedy tvrzeni pro n=1 plati, nebot’ dosazenim do vzorce (1.1)
obdrZime rovnost 1 = 1.
Sumu pro n + 1 &lentt muzeme rozlozit obecné jako sumu pro n &lentta (1 + 1)-ho ¢lenu

n+1

st Zk?’ n—l—l
k=1

Sumu pro 7 ¢lenti nahradime pomoci indukéniho piedpokladu (je vyznac¢eny modrou
barvou) (1.1) a ziskame

n+1

LK = g (n+1)3:%(1+n)2-(2+n)2.

Posledni vyraz piedstavuje tvrzeni (1.1) pro n + 1 ¢lenti a tim je diikaz matematickou
indukci dokoncen.
Na pocitaci dovedeme sumu spocitat pfimo:

Kéd - Wolfram Alpha 1.1: suma mocnin

Sum[k”3,{k,n}]

~ Poznamka k ptikladu N

Jednoduchou modifikaci kédu vyse lze ziskat vzorce

Y k= on (14w, (12)
k=1

ik3 = in2(1 +n)?, (1.3)
k=1

w78 2

k;k %n(n—i-l)(Zn—i—l) (3n*+3n—1), (1.4)
5 2

Y k= o n?(n+1)> (2n* +2n—1), (1.5)

=~
Il
—_

které si zkuste technikou matematické indukce také dokazat. Vzorce jsou specidlnimi pfi-
pady obecné Faulhaberovy formule, kterou lze najit véetné ditkazu v literatufe. V pocita-
¢ovych systémech je pfimy vypocet sumy oznacovan jako symbolickd sumace (angl. sym-

bolic summation).
(. J

~ Uloha k samostatnému feseni <

Obecné plati (to neukazujeme) pro p € N, ze

n

Z =a +1n7’+ +apn? +...a1n+ag (1.6)

tj. vysledny vzorec pro sumu je polynom stupné p +1 v proménné n. Dosazenim kon-




1.1. MATEMATICKA INDUKCE

krétnich hodnot pron € {1,...,p+ 2} do (1.6) ziskejte systém p + 2 linedrnich rovnic pro
koeficienty ay, ..., a,1. Vzniklé systémy linedrnich rovnic zapiste a pro p € {1,2,3,4,5}
vyfeste. Vypocitané koeficienty dosad’te do polynomu na pravé strané vyrazu (1.6) a tim
ziskéate vzorce (1.1) - (1.5).

. J

Ptiklad 1.1.2 DokaZte, Ze pro vSechna n € IN plati

n qn-f—l -1

Y. 4=

= ﬁ/ q# 1 (1.7)

r
.

Regeni: Cislo g € R piedstavuje tzv. kvocient geometrické posloupnosti

{1,q,q2,q3,...,q”} (1.8)

a formule (1.7) pfestavuje soucet jeji fady. Tvrzeni (1.7) pro n = 0 plati, nebot' 1 = 1.
Sumu pro n + 1 ¢lentt mZeme rozloZit jako

n—+1 n

quzzqk+qn+l
k=0 k=0

a dale upravit pomoci indukéniho pfedpokladu (1.7), ktery opét vyznac¢ime modrou barvou,
jako

k=0 q—1 q—1 -1

coz pfedstavuje tvrzeni (1.7) pro n + 1 ¢lenti. Tim je diikaz matematickou indukci hotov.
Na pocitaci dovedeme takovou sumu spocitat pfimo:

n+1 n+1_1 Y n+1_1+ n+1 -1 n+2_1
) BY A L " (-1 _q

7

Kéd - Wolfram Alpha 1.2: suma ¢lenti geometrické posloupnosti

Sum[q”~k,{k,0,n}]

g )

Ptiklad 1.1.3 DokaZte, Ze pro Fibonacciho posloupnost danou rekurentné pomoci

F.:=F,_1+F, h=1KR=1,

145\ [1-v5\"
(%) - (7)) s

ReSeni: K pfimému ovéfeni pro deset prvnich ¢lenti formule (1.9) vyuZijeme pocitac:

plati Moivre-Binetova formule

1
V5

Ey

r
-

Ko6d - Mathematica 1.3: Fibonacciho posloupnost.

F[n_]=((1+Sqrt[5])*n—(1-Sqrt[5]) n) /(2 n*xSqrt [5]) ;
Do[Print[“n=",n,":”, F[n],”=",Simplify [F[n]]] ,{n,10}];

a vysledkem je opravdu prvnich deset ¢lenti Fibonacciho posloupnosti

1,1,2,3,5,8,13,21,34,55.




1.1. MATEMATICKA INDUKCE

Nyni postupujme pomoci matematické indukce. Indukéni ptedpoklad F; =1, F, = 1je tedy
splnén. Musime zjistit, zda plati F,, ;1 = F, + F,—1 pro vSechnan € IN : n > 2, kde za modré
¢leny dosazujeme z (1.9). Ovéfujeme tedy rovnost

1-}-\/5 n+1 1_\/5 n+1
2 - 2

1
V5

Pocitac¢ ovéfi (1.10) piimo pomoci piikazi:

Koéd - Mathematica 1.4: indukéni krok ditkazu Fibonacciho posloupnosti.

F[n_]=((1+Sqrt[5])n—(1-Sqrt[5])” n) /(2 n*Sqrt[5]) ;
Simplify [F[n+1]==F[n]+F[n — 1]]

a vysledkem je hodnota “"true’, protoZe rovnost plati. Tim je diikaz matematickou indukci
hotov.

~ Poznamka k piikladu N

Rovnost (1.10) 1ze odvodit bez pocitace. Pro zjednodusSeni algebraickych tprav lze zavést

pomocné proménné ¢ = 1+2ﬁ, P = 1_2\@ a vyuZzijte rovnosti ¢ = 1 + %, p=1+ %

. J

~ Uloha k samostatnému feseni <

4

Dokazte matematickou indukci, ze pocet tihlopficek v konvexnim n-tthelniku je

p(n) =n(n—23)/2.

Vice informaci naleznete na (odkaz zde).

|\ J

~ Uloha k samostatnému feseni <

Na konto v bance vloZime pfi otevieni konta na zacatku roku ¢astku 10000 K¢ a béhem
kazdého roku opétovné vkladdme dalsich 1000 Ke.

1. Kolik bude naspofend ¢astka po 10 letech za pfedpokladu, Ze na konci kaZdého roku
banka ptidd 2% z aktudlni ¢astky?

2. Kolik bude naspotena ¢astka po 10 letech za pfedpokladu, Ze na konci kazdého roku
banka nejdiive pfidd 2% z aktudlni ¢astky a potom si strhne manipula¢ni poplatek
100 Ke?

3. Kolik bude naspotena ¢astka po 10 letech za pfedpokladu, Ze na konci kazdého roku
si banka nejdfive strhne si manipulaéni poplatek 100 K¢ a potom ptida 2% z aktudlni
Castky?

Vyjadfete rekurentni formule popisujici zlistatky na konté ve tfech rozdilnych ptipadech
uvedenych vySe. Z nich potom prepocitejte stavy konta postupné po jednotlivych rocich
nebo nechte systém Mathematica nebo WolframAlpha vyfesit rekurentni formule za Vis.

|\ J



https://en.wikipedia.org/wiki/Convex_polygon

1.2. FAKTORIALY A KOMBINACNI CISLA, KOMBINACNi ULOHY

2 Y7

1.2 Faktoridly a kombina¢ni ¢isla, kombinac¢ni dlohy

Ptiklad 1.2.4 Odhadnéte velikost ¢isla 1000! pomoci odhadu

nt <nl < ()", (1.11)

Reseni: Odhad (1.11) byl jiz zndm Gaussovi a jeho dfikaz Ize najit napt. v [2]. PHmy
vypocet na jednoduchém kalkulatoru hlasi chybu, protoZe velikosti po¢itanych ¢isel
pfetecou maximélni dovolenou hodnotu exponentt rovné 99. Problémem uz casto byva
(ovéfte na kalkuldtoru) i vypocet hodnoty 70! ~ 1.1978 - 10100,

Vyhodné je proto prepsat obé strany odhadu jako

n+l

— 10l (%1)" — qonlos (*41)

1 n+1
nz = 10los(n2) — 10%10gn’ (nJZrl

) n
pomoci funkce dekadického logaritmu log (-). Tak pfevedeme (1.11) do tvaru
10%10gn <n' < 10n10g(”7“)/
ktery dale odhadneme ve tvaru s celo¢iselnymi exponenty jako

10lzlo8n) < 41 < 10["108(%)1 (1.12)

kde |-] a [-] pfedstavuji funkce dolni a horni celé ¢asti ¢isla. Velikosti exponentti v (1.12) jiz
potom na kalkulatoru spocitat 1ze a ziskavdme velmi hruby odhad

10"°% < 1000! < 107%.
Nésledujici program tento oboustranny odhad vyhodnocuje:

Kéd - Mathematica 1.5: vypocet faktorialu.

n = 1000;
Print[10AN[(n/2)+Log[10,n]]]
Print[10A"N[nx*Log[10,(n+1) /2]]]

Modifikaci hodnoty n v prvnim fddku ziskdme odhady n! pro libovolné n € IN.

~ Poznamka k piikladu N

Existuji odhady pfesnéjsi, napt. [2] odvozuje
e(%)" <nl<en (%)", (1.13)
kde e predstavuje Eulerovo &islo. Pomoci (1.13) 1ze odhadnout (vypoctéte) pfesnéji
10%°%¢ < 1000! < 10%7°.
Pro tplnost uved'me jesté Stirlingtiv vzorec
nl ~/2mmn (2)", (1.14)
ktery vyuzivé i Ludolfovo ¢islo 7. Dosazenim do (1.14) ziskdvdme

1000! ~ 4.02353729203 - 10%°¢7

a tento odhad je velmi pfesny, protoZe plati 1000! = 4.02387260077 - 10%°¢7.

(. J
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1.2. FAKTORIALY A KOMBINACNI CISLA, KOMBINACNi ULOHY

Piiklad 1.2.5 Obarvéte liché a sudé vrcholy Pascalova trojahelniku dvéma rtiznymi
barvami.

Reseni: Vysledny obrazec je znamy jako tzv. Sierpinskiho trojihelnik a ma fraktalni
strukturu. Pascaltv trojihelnik obsahuje v n-té fddce na k-té pozici hodnotu kombina¢niho

&isla
ny n!
<k> - (n—k)'k!’

Réadky 7 kreslime shora dolti a pozice k v ¥adce zleva doprava. Uvazujeme i nultou fadku
n = 0 obsahuyjici $picku trojahelnika pro k = 0. Kraje trojahelniku maji vZdy hodnotu 1 (tedy
lichou) nebot’ () = (},) = 1. K uréeni parity (lichosti nebo sudosti) ¢isla (}) sta¢i znat parity

¢isel v fadku vysSe protoze plati
n\y (n—1 n n—1
k) \k-1 k)

Pocitat dovede vykreslit trojihelnik pomoci:

n € No,k € Ng: k <n.

Koéd - Matlab 1.6: Sierpinskiho trojihelnik.

n=32;

p=1

A=zeros(n);

for i=1:n;

A(i,1:1)=p;

p=mod([p 0]+[0 p],2);

% pocet radek trojuhelnika

end

spy (A) % vykresleni

Trojthelnik je uloZen v dolni trojihelnikové ¢asti ¢tvercové matici A velikosti n a jeho
obrézek odpovida vizualizaci lichych parit ¢isel (}) pomoci ptikazu ,spy”. Vysledna feeni
jsou k dispozici na Obrazku 1.1 a jedno vlastni studentské feSeni na Obrazku 1.2.

0

0

® L)
® e .:.
.t '-*'-:
5-. [ ] 10-4. LJ
efe % ot fedeq,
L N N N N N N ] ,,,?,,,
® ® LJ >
0z, 2. 20 f{e, s
o000 o000 ',;',' '::ng..
s o8 es se XN X S T X
el I 30 [§og §og $o5 foq fo0 $o5 05 os
[ ] [ ] ® 9
®® ® e .’. i.:.
20-:0:0 :o:- 40 .‘i.° ::.;::'
e e e e .. i.. '. ;
LN ] ®e LN ] [ N ] 080 P49 1000 ey
e o o o ¢ ¢ o o o S0 io 8 - :o;
00060000 0000 OGO QQQ?!Q! '.:.:
Ao, .o oo .o 50 fg° ¥ » X
o o ° o ° o ° o o, ot ol ok,
[ XX N [ XX N} [ XX N ) oo 00 (XX 20803030 20803030 20303030
[ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] ® ° §::. :: 2:: ',. § ::. i::
30-.. [ N ] [ N ] L X ] [ N ] [ N ] e [ ] 60" o 7 o y
:0:0:0:.:0:.:0:0:0:0:0: : ® .!i.!g.li.! '!;‘9!‘!;'! '!5‘!!'!;'9 '!‘!!‘Q.!
0 5 10 15 20 25 30 0 10 20 30 40 50 60
nz =243 nz =729

Obréazek 1.1: Sierpinskiho trojahelnik s 32 (vlevo) a 64 (vpravo) fadky. Hodnota nz uvadi
pocet modrych, zde tedy lichych prvk.

10
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Obrézek 1.2: Sierpinskiho trojihelnik s 32 fadky od studentky Karoliny Wolfové.

Pozndmka k piikladu

Ptikaz ,spy” obecnéji zobrazuje nenulové prvky tzv. fidké matice, tj. matice, ktera obsa-
huje velké mnozstvi nulovych prvki. Takovymijsou napf. matice sousednosti tzv. fidkych
grafi nebo matice tuhosti a hmotnosti pfi feSeni parcidlnich diferencidlnich rovnic meto-
dou kone¢nych prvkda.

~ Uloha k samostatnému feSeni N

EO)- (1) osiemen

Néapovéda: Rozepisté rovnost

UkaZte rovnost

(1+x)"(1+x)" = (1+x)""", x €R

pomoci binomické véty.

| J

Piiklad 1.2.6 Kolika a jakymi zptisoby lze rozdélit 10 minci do 4 skupin?

Reseni: Na fadce niZe je uveden piiklad takového rozdéleni, ve formé grafické
a v ekvivalentnim sou¢tovém tvaru:

oo|oooo|ooo]|o = 24+4+3+1=10.

Mince zobrazujeme symbolem o a oddélovate symbolem |. Zde jsme deset minci rozdélili
do ¢tyt skupin po 2, 4, 3 a 1 minci. Pokud by se levy nebo pravy oddélovac¢ umistil aplné na
kraj, znamena to, Ze leva nebo prava skupina neobsahuje Z4dnou minci. Radka niZe ukazuje
pfiklad takového rozdéleni:

loooooo|oooo]| = 0+6+4+0=10.

11
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1.2. FAKTORIALY A KOMBINACNI CISLA, KOMBINACNi ULOHY

Uvédomme si, Ze obecné ndm k rozhrnuti vSech minci do 4 skupin staci jen 3 oddélovace.
Maéame tedy celkem nakreslenych 10 +4 — 1 = 13 symbolti a 3 oddélovate mizeme umistit
na jakoukoliv ze 13 pozic. Mince se potom mezi oddélovace automaticky posklddaji. Pocet
vSech moZnosti 1ze tedy vyjadrit kombinac¢nimi ¢isly

10+4-1\ /13 /13
4-1 ) \3) \10)’
kterd jsou rovna hodnoté 286. Pomoci programu niZe vypiSeme vSechna moznd rozdéleni
minci:

Kod - Matlab 1.7: Rozdéleni minci.

n=4; %pocet skupin
k=10; %pocet minci
items=nchoosek (1:n+k—1,n—1);

numb=size (items ,1) ;

dist=diff ([ zeros (numb,1) , items, (n+k)s*xones(numb,1)],1,2)—1

Ta jsou uloZena v matici dist, kterd je velikosti 286 x 4. Nékolik prvnich fadkt matice
vypisujeme:

0 0 0 10
0 0 1 9
0 0 2 8
0 0 3 7
0 0 4 6
0 0 5 5
0 0 6 4
0 0 7 3
0 0 8 2
0 0 9 1
0 0 10 0
0 1 0 9
0 1 1 8
0 1 7

Réadky jsou automaticky uspotddény a nejdifve se zapliuji skupiny odzadu. To je ddno nasf
konkrétni implementaci.

~ Poznamka k ptikladu N

Z hlediska kombinatoriky se jednd v nasi tloze o pocet vSech 10ti ¢lennych kombinaci
s opakovanim ze 4 prvkd ozna¢ovanym ve stfedoskolské matematice jako Cj,(4) a pro

ktery obecné plati
, _(n+k—-1\ [(n+k-1
con= ("= (")

(. J

g )

~ 2z s

Ptiklad 1.2.7 Jaka je pravdépodobnost p jevu, Ze ve tfidé o n-Zacich maji alespori dva Zaci
narozeniny ve stejny den.

- J

Reseni: Jednodussi je spotitat pravdépodobnost opaéného jevu i = 1 — p, tzn. jevu, Ze

vSichni uvazovani Z4ci budou mit narozeniny v r@izny den. Ta je vyjddfena cislem (vite
proc?)

. 365-364---(365—n+1) 365!

P= 365" 3657 (365 — n)!°

12
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Lo ——ec .
0.8¢
0.6
0.4+

0.2+

6 1 ‘O 2‘0 3‘0 4‘0 5‘0 6‘0 7‘0
Obrazek 1.3: Zavislost pravdépodobnosti p na poc¢tu zaka n.

Zde jsme uvazovali nepfestupny rok s 365 dny. Proto je pravdépodobnost p rovna

g ™
P TP = 365365 — n)l”

Zkusme si na pocitaci vykreslit p jako funkci poc¢tu Zaka n pomocti:

Kéd - Mathematica 1.8: narozeninovy problém.

Pln_, m_] := 1 —m!/((m — n) !'«snn)
DiscretePlot[P[n, 365], {n, 70}]

Vysledny graf je ukdzan na Obréazku 1.3. Je ziejmé (rozmyslete si proc), Ze plati
p(1) =0, p(366) =1

a Ze p je rostouci funkce v 7 (¢im vice je Zakt, tim vy3si je pravdépodobnost, Ze néktefi maji
narozeniny ve stejny den). Konkrétni hodnoty pravdépodobnosti 1ze dodate¢né vypocitat
pomoci:

Ké6d - Mathematica 1.9: narozeninovy problém - konkrétni hodnoty.

P[23, 365] // N
P[30, 365] // N
P[40, 365] // N

a ziskat hodnoty
p(23) ~ 0507297, p(30) ~ 0.706316, p(40) ~ 0.891232.

Tedy jiz pti poctu 23 Zakt je pravdépodobnost asi 50%, pti poctu 30 zakt asi 70% a pii
poctu 40 zakah piiblizné 90%.

Poznamka k p¥ikladu

Tato tloha je zndma jako narozeninovy problém. Pfi hodindch pfedmétu Diskrétni mate-
matika na PfF JCU byva pfitomno kolem 30-60 student(i a zatim se vZdy podaftilo najit
dokonce nékolik rtiznych dvojic studentti, které maji narozeniny ve stejny den.
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1.3. PRINCIP INKLUZE A EXKLUZE

~ Uloha k samostatnému feseni <

V komote je rozbité svétlo a naslepo si vybirdme ponozky rtiznych 4 barev. Pokud si
chceme byt jisti, Ze vytdhneme alesponi dvé bilé ponozky, musime jich z komory pfinést
28. Abychom méli takovou jistotu pro Sedé ponozky, musime je pfinést také 28, pro ¢erné
ponozky staci 26 a pro modré ponoZzky 34. Kolik je celkem v komoie ponoZek?
Pozndmka: tento pifiklad je z matematické olympiddy pro stfedni skoly a jedno mozné
feSeni vede na soustavu linedrnich rovnic.

(. J

~ Uloha k samostatnému feseni <

V této tloze hleddme optimdlni rozloZeni zdpash na turnaji napf. v nohejbalu hranych na
jednom hfisti. Jde o vlastni modifikaci tzv. Bergerovych tabulek pouzivanych pro rozloso-
vani sportovnich zdpasti. Naptiklad pro 5 druzstev doporucujeme hrat poradi zapast

2-5 3-4 1-2, 5-3, 4-1, 3-2, 5—-4, 1-3, 4-2, 5-1,

tedy je vidét, Ze se ¢islo Zddného druzstva neopakuje ve dvou nasledujicich dvojicich za-
past. Vice informaci naleznete na webu (odkaz zde).

Vygenerujte vlastni tabulky pro pfipad 9 nebo 10 druZstev prvni optimaliza¢ni tlohy (tzv.
modré tabulky). Uved'te zaroveri také minimalni a maximalni pocet ¢ekani na ostatni za-
pasy.

Pozndmka: autorovi se zatim (snad) povedlo nalézt optimdlni vylosovani pro 5-8 tym,
které jiz prakticky pouZzivaji organizatofi nékolika nohejbalovych turnajti na Plzerisku.

1.3 Princip inkluze a exkluze

[ Piiklad 1.3.8 Kolik zbude ¢isel mezi &isly 1 az 1000 po vyskrtani prvnich tf{ prvoéisel? ]

Reseni: Oznaéme A jako mnoZinu véech uvazovanych &isel
A=1{1,2,...,999,1000}
a Ay, Az, As jako mnoZiny ndsobkti jednotlivych prvocisel (ta jsou 2, 3, 5)

Ay = {2,4,...,998,1000},
As = {3,6,...,996,999},
As = {5,10,...,995,1000}.

ProtoZe mnoziny Aj, A3, A5 nemaji prazdny pruinik, velikost (zndma také jako kardinalita)
jejich sjednoceni neni rovna souctu velikosti jednotlivych mnoZin a plati

|A2 U A3z UA5| < |A2| + ‘A3| + ’A5|
K vypoctu je tieba pouzit princip inkluze a exkluze, ktery fika

[A2U A3 U As| = [Az| + | A3 + [ As|
— |A2ﬂA3| - |AzﬂA5| — ’A3 ﬂA5|
+ |A2ﬁA3ﬂA5|. (1.15)

Vyrazii na pravé strané je v tomto p¥ipadé 7, coZ odpovida hodnoté 7 = 23 — 1. Po dosazen{
do (1.15) ziskame

|A2 U Az U As| = 500 + 333 + 200 — 166 — 100 — 66 + 33 = 734
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vyskrtanych ¢isel, protoze

|Aa| = @ = 500,

As] = @ — 333,

45| = @ — 200,

AN As| = @ — 166,
Ay As| = % — 100,
AN As| = % — 66,
|AxNA3NAs| = % = 33.

Proto zbude jen
|A| —|A2U A3z U As| = 1000 — 734 = 266

nevyskrtanych ¢isel. K vygenerovani vysledki miizeme alternativné vyuZit pocitac:

Kéd - Mathematica 1.10: prosivani prvocisel.

n = 1000;

np = 3;

P = Table[Prime[i], {i, np}];

S = Delete[Subsets[P], 1];

M = Apply[Times, S, {1}];

R = Table[Floor[n/M][[i]]], {i, Length[M]}]
L = Length /@ S;

suma = Sum[R[[i]]*(—=1)~(L[[i]] + 1), {i, Length[M]}]
nv = n — suma

~ Poznamka k piikladu N

Mezi nevyskrtanymi ¢isly je stale ¢islo 1, které dodatecné také vyskrtneme a zlistane ndm
265 nevyskrtanych ¢isel, ktera mohou, ale nemusi byt dalsimi prvocisly. Pfikladem tako-
vého ¢isla je 77, které neni ndsobkem 2, 3 a 5, ale je ndsobkem dalsitho prvoéisla 7. Spolu se
tfemi jiz vySkrtnutymi prvocisly mizeme tedy odhadnout pocet prvocisel shora jako

’A‘ — ’AzUAgUA5’ + 2 = 268.

Lze ukdzat, Ze prvni nevyskrtnuté ¢islo v usporfddané mnoziné A je vZdy prvocislo, zde
tedy ¢islo 7. Nam zde vlastné princip inkluze a exkluze prvocisla negeneruje, ale jenom je
pocita.

& J

~ Poznamka k piikladu N

Pocitacovy kéd vyse ndm dovoluje zménit hodnotu np vyjadfujici pocet vyskrtavanych
prvocisel. Déle po cislech 2, 3, 5 vyskrtavame dalsi prvocisla

7,11,13,17,19, 23.

Pfipomindme, Ze k vypoctu velikosti sjednoceni obecné n mnoZin v zobecnéni formule

NPl

(1.15) je nutno vyjadtit 2" — 1 pranikd nejriznéjsich mnozin, pficemZ mnohé z nich pie-
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1.4. ZAKLADNI GRAFOVE POJMY

stavuji prdzdné mnoziny. Ziskdvame tim dalsi odhady shora na celkovy pocet prvocisel:

|A| — A2 U A3 U As U Ay| +3 =231,

|A| = |A2U A3 U As U Ay U Aqq| + 4 = 211,

|A| — A2 U A3 U As U A7 U Ajp U Agz| +5 = 195,

|A| —|A2UA3UAsU A7 U A1 UA13U Agy| +6 =185,

|A| = |A2UA3UAsUA7UA;1 UAZUA; U A +7 =177,

|A|—|A2UA3UA5UA7UA11UA13UA17UA19UA23‘+8:171.

Pokud budeme vyskrtavat nasobky dalsich prvocisel, pocet nevyskrtanych cisel se bude
jesté déle sniZovat, aZ se tplné zastavi (zjistéte pii zpracovani jakého prvocisla) na hodnoté
168, které predstavuje celkovy pocet prvocisel mezi 1 az 1000. Praktické prosivani c¢isel je

znamé jako tzv. Eratosthenovo sito.
. J

~ Uloha k samostatnému feseni <

Kolik existuje pfirozenych ¢isel mensich nez n = 1000, kterd jsou s n nesoudélna?

| J

~ Uloha k samostatnému feseni N

Hleddme pocet permutaci bez pevného bodu z &isel 1, ..., n studovanych napt. v tloze o
Satnafce. Spoctéte pocet permutaci bez pevného bodu pro n = 5 (v ruce) nebo pro n = 10
(pomoci pocitace). Srovnejte Vase vysledky s odkazem zde.

| J

~ Uloha k samostatnému feseni <

Urcete pocet zptisobti, jak 1ze obarvit policka miizky 3 x 3 ¢ervené, Zluté a modie tak, Ze
kazda barva je pouzita pravé tfikrat a navic zadny fadek ani sloupec neni jednobarevny.
(Obarvent lisici se pouze oto¢enim povazujeme za rtiznd.) Ti, ktefi pouZiji pocita¢, mohou
najit i pocet zptisobli v piipadé miiZek 4 x 4 nebo 5 x 5 v p¥ipadé 4 nebo 5 barev.
Poznamka: Uloha je pievzata z Matematického korespondenéniho seminafe.

1.4 Zakladni grafové pojmy

Piiklad 1.4.9 Zjistéte, zda je posloupnost
{6,6,5,4,3,3,3,3,2,1,0}

stupriovou posloupnosti né&jakého grafu.

Regeni: Pocet prvkii posloupnosti predstavuje pocet vrcholi grafu, v tomto ptipadé je jich
11. PouzZijeme (opakované) vétu Havel-Hakimi. K tomu je nutné posloupnost uspofddat
od nejvétsiho cisla k nejmensimu, tj.

{6,6,5,4,3,3,3,3,2,1,0}
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1.4. ZAKLADNI GRAFOVE POJMY

vyjmout z ni nejvétsi ¢islo 6 a od 6 nasledujicich ¢isel odecist hodnotu 1. Tim ziskdme kratsi
posloupnost s 10 vrcholy tvaru {5,4,3,2,2,2,3,2,1,0}, kterou pfeuspofddame jako

{5,4,3,3,2,2,2,2,1,0}
a postup vyse opakujeme. Dostdvdme postupneé kratsi preuspofddané posloupnosti ve tvaru

{3,2,2,2,2,1,1,1,0},
{2,1,1,1,1,1,1,0},
{1,1,1,1,0,0,0},
{1,1,0,0,0,0},

{0,0,0,0,0}.

Posledni posloupnost péti nul odpovida ziejmé grafu s péti izolovanymi vrcholy. Proto
podle véty Havel-Hakimi ptivodni posloupnost v zadani pfikladu vyse je stuptiovou
posloupnosti néjakého grafu. V pocitac¢i mtizeme vygenerovat jednotlivé posloupnosti podle
programu:

Kéd - Matlab 1.11: Ovéfeni stuptiové posloupnosti.

%seq=[1, 2, 3, 4, 4]; % jedna vstupni posloupnost
seq=[6, 6, 5, 4, 3, 3, 3, 3, 2, 1, 0]; % druha vstupni posloupnost
while ~isempty(seq)

seq=sort(seq, "descend’ ); % serazeni

fprintf ("%d ' ,seq); fprintf('\n’,seq) % vypis

p=seq(1);

if (p<0) |l (numel(seq)<p)

fprintf ('Posloupnost neni grafova. \n’); return;
end

if (p==0) && (numel(seq)==1)
fprintf ("Posloupnost je grafova. \n’); return;

end
seq (1) =[], % vymazani prvniho prvku
seq(l:p)=seq(l:p)—1; % odecteni 1 od dalsi clenu

end

Véta sice nekonstruuje graf odpovidajici ptivodni stuptiové posloupnosti (téch je také ¢asto
vice), ten ale dovedeme sestrojit/nakreslit na papir postupnou konstrukci zpétnym chodem
od kratsich posloupnosti k delsim (rozmyslete si jak). P¥iklad jednoho takového grafu je
uveden na Obrazku 1.4:

~ Poznamka k ptikladu N

Zakomentovanim druhé fadky programu vyse se zpracuje posloupnost {1,2,3,4,4}. Ta
neni stupriovou posloupnosti néjakého grafu, prestoze soucet jeho stupiii vrcholtt mé
sudy.

. J

Piiklad 1.4.10 Najdéte vSechny neizomorfni grafy na 4 vrcholech.

- J
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11

o

Obrazek 1.4: P¥iklad grafu se stuptiovou posloupnosti {6, 6,5,4,3,3,3,3,2,1,0}. Cisla vrcholti
odpovidaji jejich pofadi v posloupnosti.

Reseni: Grafy budeme zpracovavat ve skupinach rozdélenych podle po¢tu hran. Potom
budou grafy v rtiznych skupinach zaruc¢ené neizomorfni a budeme muset ovéfit, jestli jsou
také neizomorfni v rdmci jedné skupiny. Graf na 4 vrcholech obsahuje maximalné

4 4!
<2>_2!2!_6

hran, tedy budeme muset hledat v 7 skupindch obsahujicich 0-6 hran.

Ve skupindch podle 0, 1, 2, 3 hran ziskdvdme postupné 1+1+2+3=7 vzdjemné neizomorfnich
grafti, které jsou zobrazeny na Obréazku 1.5.

Dalsi skupiny neni nutno prohleddvat, nebot’ pocet neizomorfnich graft ve skupinach pro 4,
5, 6 hran odpovida ze symetrie (pro¢?) poctu pro 2, 1, 0 hran, tj. ziskdvame dal$ich 2,1, 1
neizomorfnich grafi. Celkem tedy existuje

1+1+2+3+2+1+1=11

vzajemné neizomorfnich grafti na 4 vrcholech. K vykresleni grafii jsme pouZili ndsledujici
kod.

Koéd - Mathematica 1.12: vykresleni neizomorfnich grafti.

{1, 2, 3, 4};
v = Table[{Cos[Pi/4 + kx(Pi/2)], Sin[Pi/4 + kx«Pi]}, {k, 1, 4}];
opts={VertexCoordinates —>v, VertexSize —>Medium, EdgeStyle —>Thick , Frame—>True

¥

Graph[i, {}, Evaluate[opts]]

Graph[i, {1 <—> 2}, Evaluate[opts]]

Graph[i, {1 <—> 2, 1 <—> 3}, Evaluate[opts]]

Graph[i, {1 <—> 2, 3 <—> 4}, Evaluate[opts]]

Graph[i, {1 <—> 2, 1 <—> 3, 3 <—> 4}, Evaluate[opts]]
Graph[i, {1 <—> 2, 1 <—> 3, 3 <—> 2}, Evaluate[opts]]
Graph[i, {1 <—> 2, 1 <> 3, 1 <—> 4}, Evaluate[opts]]
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@ @

@ @

1 neizomorfni graf s 0 hranami

@

[ J

1 neizomorfni graf s 1 hranou

@

2 neizomorfni grafy s 2 hranami

@

3 neizomorfni grafy s 3 hranami

Obrézek 1.5: Vzdjemné neizomorfni grafy na 4 vrcholech pro 0, 1, 2, 3 hran. Nejsou vykresleny
dalsi neizomorfni grafy pro 4, 5, 6 hran. S nimi mdme celkem 11 neizomorfnich grafti na 4
vrcholech.

~ Poznamka k piikladu \

Program 1.12 neizomorfni grafy pouze vykresluje, ale neslouzi k jejich generovani. Pro dva
grafy, u kterych rozhodujeme o jejich izomorfismu bychom méli obecné projit vSechna vza-
jemné jednoznaénd zobrazeni vrcholi jednoho grafu do druhého, tedy permutace vrcholt.
Pokud by nékterd permutace zdroven zachovala hrany jednotlivych graffi, tak jde o grafy
izomorfni. Praktické ovéfeni je tedy vypocetné ndro¢né, pro grafy s mensim poctem vr-
cholt realizovatelné. Pfiklad studentského feSeni pro 4 vrcholy je uveden na Obrazku 1.6.

. J

~ Poznamka k piikladu \

Mathematica md jednotlivé neizomorfni grafy uloZené a lze je vykreslit pomoci

Koéd - Mathematica 1.13: vygenerovani neizomorfnich grafti.
GraphData /@ GraphData[4]

Graficky vystup zde pro tsporu mista neposkytujeme.

- J
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. ..\A\\

DA
e

Obréazek 1.6: Neizomorfni grafy na 4 vrcholech, feSeni studenta Filipa Nachtmana v jazyce
Python.

~ Uloha k samostatnému feseni \
1. Najdéte sami ru¢né a vykreslete vSechny neizomorfni grafy na 5 vrcholech ve sku-
pinédch podle hran. Kolik jich je?

2. Zkuste vytvorit vlastni pocitatovy program, ktery dovede najit vSechny pro 5 a vice
vrcholt.

1.5 Prohledavani graft

[ Piiklad 1.5.11 Neorientovany graf je ddn vyc¢tem hran:
1-2,1-3,3-43-55-66-7,5-8,2-9,6-10,7—-11,5—12.
Rozhodnéte, jestli je dany graf souvisly prohleddvanim grafu
a) do sirky,
b) do hloubky.
Vypiste pfesné potfadi prochdzenych vrchold s tim, Ze za¢indme hleddni u vrcholu s ¢is-

lem 1 a zpracovavame pfednostné vrcholy s nizsimi ¢isly.

- J

Re$eni: NejniZsi vrchol je 1 a nim jsou spojeny vrcholy 2, 3. MiiZeme si tedy vytvofit
posloupnost navstivenych vrcholt
@23
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ahrany 1 —2a 1— 3z vyctu hran vyse vyskrtnout a déle je tedy v prohledavani jiz
nevyuZijeme. Pomoci zaobleného ¢tverce oznacujeme ¢islo vrcholu, ke kterému jsem jiz
hledali sousedni vrcholy.

A

Prohledaviani do 8ifky: V tomto pfipadé si vybereme daldi neoznaceny vrchol, tj. vrchol
¢islo 2 a k nému hleddme jeho sousedy, ktefi vSak v seznamu jesté nefiguruji. Tim ziskdme

dalsi posloupnost
©.@2)3,9

a hranu 2 — 9 si mGZeme také vyskrtnout. Postup opakujeme a ziskdme posloupnosti

1),(2),(3),9,4,5

odstranénim hrany 3 — 5,

’ ’ ’ @/ 4:/ 5
’ ’ / @I / 5
’ / r @/ / ; 6, 8, 12

odstranénim hran5—-6,5—8,5 — 12,

1),2,3),0),®),5),(6),8,12,7,10

odstranénim hran 6 — 7, 6 — 10,

’ / I @/ / r @/ / 12/ 7/ 10

neodstranénim Z4dné hrany,

neodstranénim zadné hrany,

neodstranénim Z4dné hrany,

/ ’ / @/ / / @r / / 7/ 10

neodstranénim z4dné hrany,

I / I @/ / I @/ I / I 10/ 11

odstranénim hrany 7 — 11. Nyni jiZ z ptvodniho vy¢tu hran Zddné hrany neztstaly a proto
je graf souvisly a vysledkem prohledavéni do $ifky je posloupnost vrcholi

L@ 6666027000

Prohledavani do hloubky: To funguje trochu jinak a vzdy expanduje prvniho naslednika
kazdého vrcholu, pokud ho jesté nenavstivil. Pokud narazi na vrchol, ktery jiz neméa
néslednika, nebo vSechny uz byly navstiveny, vraci se k pfedchozimu vrcholu. To vede

v tomto ptikladé na posloupnost navstivenych vrcholt

U@ 646667 01)00)F) 02

Detailnéji jeji sestaveni vSak ukazovat nebudeme a ¢tendf si ho mtize provést sdm.
Pocitacovy systém ma samoziejmé k dispozici oba prohledavaci algoritmy:

Kéd - Mathematica 1.14: prohledévani grafu.

ED ={1<—>2,1<—>3,3<—>4,3<—>5,5<—>6,6<—>7,5<—>8,2<—>9,6<—>10,7<—>11,5<—>12}
G = Graph[ED, VertexLabels —> “Name”];

EdgeList[G]

BreadthFirstScan[G, 1, {"PrevisitVertex” —> (Print[”Visiting ", #] &)}]
DepthFirstScan[G, 1, {"PrevisitVertex” —> (Print[”"Visiting ", #] &)}]
TreePlot[G, 1]
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a obé vyse zminéné posloupnosti poskytne. Prohleddvany graf je vykreslen pomoci ptikazu

2 Nz

na posledni fadce a je ukdzan na Obrézku 1.7.

1

11
©)

Obrézek 1.7: Graf prohledavany do $itky a hloubky.

~ Poznamka k ptikladu

N

Graf, ktery jsme v pfikladu vyse prohledavali je strom a proto se zadny vrchol, ktery pii-
davame do posloupnosti vrcholi v ni nebude opakovat. Pokud by tomu tak nebylo, na-
priklad bychom ke grafu pfidali dalsi hranu 8-10 a vznikly graf prohledavali, tak vrchol
10 nesmime do posloupnosti pridat dvakrét.

- J

Ptiklad 1.5.12 Neorientovany graf je dan vyctem hran:
1-2,1-3,2-3,1-4,1-5.

Rozhodnéte, kolik existuje sledti délky 3 z vrcholu 1 do vrcholu 1.

- J
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ReSeni: Matice sousednosti daného grafu je

01111
10100
A=111 0 0 0
100 00
10000

Z teorie vime, Ze tfeti mocnina matice sousednosti poskytuje veskerou informaci o poc¢tu
sledti délky 3. K jejimu sestaveni pottebujeme druhou mocninu matice sousednosti

41100
12111
A2=1112 11
01111
01111

Ta je zajimava tim, Ze na diagondle obsahuje jednotlivé stupné vrchold. Tfeti mocnina
matice sousednosti vychazi

2 55 4 4
52311
AA=153 211
41100
41100

Na pozici (1,1) ma hodnotu 2 a proto existuji dva sledy délky 3 z vrcholu 1 do vrcholu 1. V
grafu v Obrazku 1.8 je jednoduse vidét, Ze to jsou sledy

(1,2,3,1), (1,3,2,1).
Graf a jednotlivé mocniny matice sousednosti jsme jednoduse ziskali pomoci kédu:

Koéd - Mathematica 1.15: pocitani sledd.

p= {1, 2}, {1, 3}, {2, 3}, {1, 4}, {1, 5}}

B SparseArray[p —> Table[2, {i, 1, Max[p]}], {Max[p], Max[p]}];

A := (B + Transpose[B]) /2

Table[ Print[Superscript[“A”, i], "=", MatrixForm[MatrixPower[A, i]]], {i,

1, First[Dimensions[A]]}];

g = AdjacencyGraph[A, VertexSize —> Small, VertexLabels —> "Name”,
VertexLabelStyle —> Directive[15]]

~ Poznamka k ptikladu |

Lze ukézat, Ze soucet diagondlnich prvki (zndmy v linedrni algebfe jako stopa a oznaco-

vany symbolem tr) tfeti mocniny matice dale vydéleny &islem 6 uddva pocet trojahelnikt
v daném grafu. Zde vychazi

trAS

=

a proto mé graf jeden trojihelnik. Podle Obrdzku 1.8 je dany vrcholy 1,2,3 a pfesné na
stejnych pozicich na diagonale matice A> mame nenulové &isla.

(. J

1
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Obrézek 1.8: Graf, u kterého pocitame sledy.

o ( }N,,,,,,,,,”””7”””” 6
>

Obréazek 1.9: Graf, u kterého hleddme Eulerovsky cyklus.

[ Ptiklad 1.5.13 Neorientovany graf je ddn na Obrazku 1.9. Najdéte Eulerovsky cyklus. ]

Reseni: ProtoZe je graf souvisly a stupné viech vrcholti jsou sudé (maji bud’ stupné 2 nebo
4), je mozné sestavit Eulerovsky cyklus, tedy cyklus zac¢inajici v jednom vrcholti, prochazejici
vSechny hrany a kon¢ici ve stejném vrcholu. Piikladem je tah dany pofadi vrchol

1-2-6-5-1-4-3-1.
Pocitacovy systém nalezne Eulerovsky cyklus pomoci:

Ko6d - Mathematica 1.16: prohledavéni grafu.

ED = { 1<—>2 , 1<—>3 , 1<—>4 , 1<—>5 , 2<—>3 , 2<—>4 , 2<—>6 , 5<—>6};

G = Graph[ED, VertexSize —> Small, VertexLabels —> "Name”,
VertexLabelStyle —> Directive[15]]

¢ = FindEulerianCycle[G]

Table [ HighlightGraph[G, Part[First[c], 1 ;; i]], {i, Length[First[c]]}]

FindEulerianCycle [G, All]

a posledni pfikaz vypise vSechny mozZné cykly. Téch je celkem 6 (zkuste je nalézt).
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Piiklad 1.5.14 Orientovany graf je dan vy¢tem hran:
1—2,1—+42—+33—+1,3—+43—+54—+3,4—55—+1,5—+2,5—+4

a jejich véhy jsou
52,235741,1,3,3.

Vypoctéte tplnou distan¢ni matici grafu.

. J

Reseni: K vypottu pouZijeme Floydtv—Warshalltv algoritmus. K jeho pouZiti sestavime
matici

oo 2

2 o

My = 0 5

4 0

w g 3 ow
o~ 33 3

o 3

kterda ma na pozici hran jejich vdhy, na diagonéle nuly a vSude jinde hodnotu c. Je
prvotnim pfiblizenim distan¢ni matice a hodnoty co fikaji, Ze jsme zatim Zadnou nejkratsi
cestu mezi odpovidajicimi vrcholy nenasli. Nenulové hodnoty matice se mohou v pribéhu
algoritmu sniZovat.

V prvni iteraci zjist ujeme, zda se hodnoty v matici My nezlepsi, ptijdeme-li od vstupniho
vrcholu do vystupniho vrcholu pfes vrchol ¢islo 1. V matici My tedy pracujeme jen s cisly
v prvnim sloupci a prvni faddce, zvyraznénymi modrou barvou. Na ni se ptivodni hodnota
oo vylepsila na hodnotu 8 (pozice v matici, na kterych dojde k vylepSeni hodnoty,
zvyraziiujeme Cervenou barvou). To je ddno tim, Ze z vrcholu 3 do vrcholu 2 sice neexistuje
pfima hrana (na pozici (3,2) matice My je hodnota o), ale existuje cesta ptes vrchol 1, ktera
ma cenu 3 + 5 = 8. Zadné dalsi vylepseni zde nenf. Tim ziskdme matici

M, =

— 3 w@d o

5
0
8
)
3

A oo B
wou 3N
or N3 3

a ta se lisi od matice M jen na pozici (3,2). Déle budeme vylepSovat hodnoty pfes druhy
a ostatni vrcholy. Ziskdvame posloupnost matic

0 5 7 2 o
o 0 2 o o©
Myy=13 8 0 5 7],
o o0 4 0 1
1 3 5 3 0
0 5 7 2 14
5 0 27 9
M;z=13 8 0 5 7,
7 12 4 0 1
1 3 53 0
0 5 6 23
5 0 2 7 8
My=13 8 0 5 61,
7 12 4 0 1
1 3 530

N
6]
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pricemz ¢islice oznacené Cervené v jedné matici v dalsi matici sniZi hodnotu.
Floydtv-Warshalltv algoritmus zarucuje, Ze posledni matice Ms je zdroven tplnou
distan¢ni matici naseho grafu. Po¢itacova realizace ndsleduje:

Kéd - Mathematica 1.17: sestaveni tiplné distan¢ni matice.

b = Infinity;
M= {{0,5,b,2,b},{b,0,2,b,b},{3,b,0,b,7},{b,b,4,0,1},{1,3,b,b,0}};
s = First[Dimensions[M]];
P = Table|[
Which[(M[[i, j]] == 0) Il M[[i, j]] == Infinity), O
MI[i, j11 >0, il, (i, s}, {j, s}l;
Print[”i=", 0, ”: M=", MatrixForm[M], ”, P=", MatrixForm[P]];
For[i =1, i <= s, i++,
For[j =1, j <= s, j++,
For[k = 1, k <= s, k++, n1 =M[[j, i]] + M[[i, k]];
2 = MIlj, KII;
If[nl < n2, P[[j, k]I = P[[i, k]]I;
[f[nl < n2, nMin = nl, nMin = n2];
MITj 1<]] = nMin;]];
Print[” , i, ”: M=”, MatrixForm[M], ”, P=", MatrixForm[P]];]

Vsimnéme si, Ze z algoritmického hlediska pfedstavuje Floydtiv—Warshalliv algoritmus
trojity cyklus a to konkrétné pres vstupni vrchol, pfes vystupni vrchol a pfes pomocny
vrchol. Prakticky neni nutné pouzivat hodnoty oo, ale sta¢i je nahradit dostate¢né velkym
¢islem (promyslete si jakym).

[ Ptiklad 1.5.15 Pro graf uvedeny na Obrazku 1.10 naleznéte minim&lni kostru. ]

Reseni: Postupujeme podle Jarnikova algoritmu, zndmého v zahraniéni literatute jako
algoritmu Primova. Nalezneme hrany s nejnizsimi vdhami a ty pfiddvame do kostry za
podminky, Ze nesmi dojit k zacykleni. Do vysledné kostry tedy urcité pridame:

a) vSech 7 hran s vdahou 1:

1-2,3-7,5-6,9—-13,14—-15,15-19, 16 — 20,

b) v8echny 3 hrany s vahou 2:
2-6,5-9,19-20,

¢) vSech 7 hran s vahou 3:

2-3,8-12,11-12,12—-16, 13 — 14, 17 — 18, 18 — 19.

Zatim jsme nasli 17 hran. Vime, Ze celkovy pocet hran ve vysledné kostfe vytvofené z grafu
s 20 vrcholy musi byt roven &islu 19. Pokusime se tedy najit

d) dalsi 2 hrany s vahou 4 vybrané z hran: 3 — 4, 6 — 10, 10 — 11, 10 — 14.
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Obrézek 1.10: Graf, ke kterému hleddme minim4alni kostru.

Z obrazku plyne, Ze hrana 3 - 4 bude sou¢dsti miniméalni kostry a potom zbyva libovolna
z hran 6 - 10, 10 - 11, 10 - 14. Tim jsme vlastné ukézali, Ze existuji hned 3 minimaln{ kostry
s vyslednym souc¢tem vah hran rovnym ¢islu

7+2-33-7+4-2=42

Kostra je zobrazena na Obrazku 1.11. Nésledujici koéd vygeneruje uvaZovany graf, vykresli
jeho minimdlni kostru a secte vahy jejich hran:

Koéd - Mathematica 1.18: nalezeni minimalni kostry.

GridGraph[{4, 5}];

{1, 6,3, 2, 4,1,5,1, 2, 6, 4, 6, 4, 2, 5,5,5,3,2,5, 3,6,

1, 3, 3,2, 6,6, 4, 1, 3}

GG = Graph[EdgeList[G], EdgeWeight —> w, VertexLabels —> "Name”,
VertexStyle —> Directive[Opacity [0.65 "], Blue],
VertexLabelStyle —> Directive[Blue, Italic, 10],
EdgeLabels —> "EdgeWeight”,
EdgeStyle — Directive [Opacity [0.65 "], Blue],
EdgeLabelStyle — Directive[Black, Italic, 10]]

k = FindSpanningTree [GG];

HighlightGraph [GG, k, GraphHighlightStyle —> "Thick”]

G
w

size[g_] := With[{edges = EdgeList[FindSpanningTree[{g, 1}]]},
Total[PropertyValue[{g, #}, EdgeWeight] & /@ edges]]
size [GG]
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Obrazek 1.11: Graf s vyznac¢enou minimdlni kostrou o délce 42.
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Obrézek 1.12: Graf s vyznacenou minimélni cestou o délce 14.
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~ Poznamka k ptikladu N

Modifikaci prvnich dvou fadek vyse uvedeného kédu do tvaru

Kéd - Mathematica 1.19: nalezeni miniméalni kostry - modifikace.

nx = 5, ny = 6; G = GridGraph[{nx, ny}];
w = RandomlInteger[{1, 6}, EdgeCount[G]];

lze generovat ndhodné miizkové grafy libovolné velikosti k procvicovani. Lze také na-
jit minimalni cestu pomoci tzv. Dijkstrova algoritmu vedouci naptiklad z vrcholu 1 do
vrcholu 20. Ta je uvedena na Obrazku 1.12.

- J

~ Uloha k samostatnému feSeni N

Pro grafy na Obrézcich 1.14-1.15 naleznéte
e minimdlni kostru a jeji délku,

e nejkratsi cestu z vrcholu 1 do vrcholu 20 a jeji délku?

~ Uloha k samostatnému feseni <

Pro graf definovany distan¢ni matici uvedenou zde a zmenSeny uvedeny na Obrazku
(1.13) najdéte minimalni kostru spojujici uvedenych 24 mést v Evropé. Udejte jeji vysled-
nou délku.

Barc. Béleh. Berlin Brusel Bukur. Budap. Kodai Dublin Hamb. Istan. Kiev Londyn Madrid Mildno Moskva Mnichov Pafiz Praha Rim Petroh. Sofia  Stockh. Viden Vars.

Barcelona 0 1528 1497 1062 1968 1498 1757 1469 1471 2230 2391 1137 504 725 3006 1054 831 1353 856 2813 1745 2276 1347 1862
Bélehrad 1528 0 999 1372 447 316 1327 2145 1229 809 976 1688 2026 885 1710 773 1445 738 721 1797 329 1620 489 826
Berlin 1497 999 0 651 1293 689 354 1315 254 1735 1204 929 1867 840 1607 501 876 280 1181 1319 1318 810 523 516
Brusel 1062 1372 651 0 1769 1131 766 773 489 2178 1836 318 1314 696 2253 601 261 721 1171 1903 1697 1280 914 1159
Bukurest 1968 447 1293 1769 0 639 1571 2534 1544 445 744 2088 2469 1331 1497 1186 1869 1076 1137 1740 296 1742 855 946
Budapest 1498 316 689 1131 639 0 1011 1894 927 1064 894 1450 1975 788 1565 563 1247 443 811 1556 629 1316 216 545
Kodan 1757 1327 354 766 1571 1011 0 1238 287 2017 1326 955 2071 1157 1558 838 1025 633 1529 1143 1635 521 868 667
Dublin 1469 2145 1315 773 2534 1894 1238 0 1073 2950 2513 462 1449 1413 2792 1374 776 1465 1882 2314 2471 1626 1680 1823
Hamburg 1471 1229 254 489 1544 927 287 1073 0 1983 1440 720 1785 900 1779 610 744 492 1307 1414 1554 809 742 750
Istanbul 2230 809 1735 2178 445 1064 2017 2950 1983 0 1052 2496 2734 1669 1753 1682 2253 1507 1373 2099 502 2171 1273 1386
Kiev 2391 976 1204 1836 744 894 1326 2513 1440 1052 0 2131 2859 1672 756 1391 2022 1138 1673 1051 1020 1265 1052 690
Londyn 1137 1688 929 318 2088 1450 955 462 720 2496 2131 0 1263 957 2498 916 340 1034 1431 2093 2012 1431 1233 1445
Madrid 504 2026 1867 1314 2469 1975 2071 1449 1785 2734 2859 1263 0 1187 3437 1484 1053 1773 1360 3183 2250 2591 1807 2288
Milano 725 885 840 696 1331 788 1157 1413 900 1669 1672 957 1187 0 2283 348 641 646 476 2122 1166 1650 623 1143
Moskva 3006 1710 1607 2253 1497 1565 1558 2792 1779 1753 756 2498 3437 2283 0 1957 2484 1664 2374 632 1777 1227 1669 1149
Mnichov 1054 773 501 601 1186 563 838 1374 610 1582 1391 916 1484 348 1957 0 68 300 698 1773 1096 1311 354 809
Pafiz 831 1445 876 261 1869 1247 1025 776 744 2253 2022 340 1053 641 2484 685 0 885 1105 2157 1758 1541 1033 1365
Praha 1353 738 280 721 1076 443 633 1465 492 1507 1138 1034 1773 646 1664 300 885 0 922 1476 1064 1052 250 514
Rim 856 721 1181 1171 1137 811 1529 1882 1307 1373 1673 1431 1360 476 2374 698 1105 922 0 2339 894 1974 763 1316
Petrohrad 2813 1797 1319 1903 1740 1556 1143 2314 1414 2099 1051 2093 3183 2122 632 1773 2157 1476 2339 0 1969 688 1577 1023
Sofia 1745 329 1318 1697 296 629 1635 2471 1554 502 1020 2012 2250 1166 1777 1096 1758 1064 894 1969 0 1884 817 1076
Stockholm 2276 1620 810 1280 1742 1316 521 1626 809 2171 1265 1431 2591 1650 1227 1311 1541 1052 1974 688 1884 0 1241 808
Videfi 1347 489 523 914 855 216 868 1680 742 1273 1052 1233 1807 623 1669 354 1033 250 763 1577 817 1241 0 557
Var$ava 1862 826 516 1159 946 545 667 1823 750 1386 690 1445 2288 1143 1149 809 1365 514 1316 1023 1076 808 557 0

Obréazek 1.13: Vzdalenosti 24 mést v Evropé.
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Obrézek 1.14: feSeni - délka miniméalni kostry je 52, délka minimdlni cesty je 17 a prochazi

vrcholy1-5-6-10-14-15-19 - 20.
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Obrézek 1.15: feSeni - délka minimalni kostry je 45, délka minimdlni cesty je 14 a prochazi

vrcholy 1-2-6-10-14-15-20.
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2.1. VLIV ZAOKROUHLOVANI, KONVERGENCE

2.1 Vliv zaokrouhlovani, konvergence

Priklad 2.1.16 Vypoctete piibliznou hodnotu ¢isla 71 z Machinovych fad riizné délky. Jak
souvisi chyba aproximace s délkou pouzité fady? Jaké nejpfesnéjsi aproximace jste schopni
dosdhnout?

Reseni:
Priblizné hodnoty ¢isla 77 uréime pomoci Machinova vzorce

s 1 1
1= 4 arctan 5~ arctan 239" (2.1)

ve kterém funkci arctan nahradime Taylorovou fadou v okoli bodu 0,

arctan x ~ x < + v + v +
T35 79T
a za argument x dosazujeme hodnoty % nebo 2:1%—9. K praktickému vypoctu pouZijeme vzorec

(2.1) vynasobeny hodnotou 4, tedy

1 1
=1 tan — — 4arctan ——. 2.2
T 6arc an5 arc an239 (2.2)
Pro réizny pocet k ¢lent Taylorovy fady (nulové ¢leny u sudych mocnin nezapoéitdvame),
dostdvame ruazné aproximace, napiiklad

1 1

k=1: n=x1l6- 5~ 4. 739 ~ 3.183263598326360,

1 1 1 1
z - ﬁ) —4. (@ — W) ~ 3.140597029326060,

RSN N S R B B
5 3.5 7.5° 239  3-239%  5.2395

k=2: nm=16-(

k=3: nm=x16- ~ 3.141621029325034.

Prepocitdvani aproximaci pro rtiizné hodnoty k miZeme automatizovat pomoci Kédu 2.1:

Koéd - Matlab 2.1: Aproximace ¢isla 7.

n=15; % maximalni pocet clenu
p=[1
for k=1:n
p=[(-1)"k-1)x(1/(2xk=1)), 0, pl; % koeficienty polynomu
pi_k(k)=16xpolyval (p,1/5)—4xpolyval(p,1/239); % aproximace pi
end
e_k=pi_k—pi; % absolutni chyba

format long;
fprintf (" %2.0f: %1.16f %2.2d\n’, [(1l:n)’ pi_k’ abs(e_k) "].”")
semilogy (abs(e_k), "0—"); % graf v log skale

Matlabovska funkce ,,polyval” vypocitavd hodnotu polynomu specifikovaného vektorem
koeficienti v daném bodé. Tim ziskdme vypis u kterého je v prvnim sloupci je uveden pocet
¢lenti Taylorovy fady, v prostfednim aproximace ¢isla 7t a v pravém velikost absolutni
chyby, tj. rozdilu od pfesné hodnoty ¢isla 7t (z toho bereme jesté absolutni hodnotu kvli
formétovani textu):

3.1832635983263602 4.17e-02
3.1405970293260608 9.96e-04
3.1416210293250346 2.84e-05
3.1415917721821778 8.81e-07

W N -
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5: 3.1415926824043998 2.88e-08
6: 3.1415926526153091 9.74e-10
7: 3.1415926536235550 3.38e-11
8: 3.1415926535886025 1.19e-12
9: 3.1415926535898362 4.31e-14
10: 3.1415926535897918 1.33e-15
11: 3.1415926535897936 4.44e-16
12: 3.1415926535897936 4.44e-16
13: 3.1415926535897936 4.44e-16
14: 3.1415926535897936 4.44e-16
15: 3.1415926535897936 4.44e-16

Je ztejmé, Ze poslednich pét aproximaci je totoznych a vykazuje prakticky nulovou
absolutni chybu. To je ddno omezenim systému Matlab, ktery standardné pracuje ve
formatu double s pfesnosti na 16 desetinnych mist. Generovéni dalsich aproximaci nema
v Matlabu smysl, coz také ukazuje Obrézek 2.1.

100 3

10

12 [ 4

10714

16 i | 1 1 1 1 1 | j
2 4 6 8 10 12 14

10°

Obrazek 2.1: Absolutni chyby aproximace ¢isla 7t v systému Matlab.

Ko6d - Mathematica 2.2: Aproximace &isla 7.

L N

k = 10;

s[x_] = Normal[Series[ArcTan[x], {x, 0, 2xk}]]
piAprox = 16%s[1/5] — 4xs[1/239]

error = N[Abs[piAprox — Pi], 3]

N[piAprox, 17]

Mathematica oproti Matlabu dovede uchovéavat jednotlivé aproximace ve zlomcich a proto

72 ¥z

Kéd 2.2 prepocte posledni fadky vypoctu v Matlabu jako:

10: 3.1415926535897917 1.54e-15
11: 3.1415926535897933 5.63e-17
12: 3.1415926535897932 2.07e-18
13: 3.1415926535897932 7.67e-20
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14: 3.1415926535897932 2.86e-21
15: 3.1415926535897932 1.07e-22

Vysledky pomoci Machinova vzorce 1ze déle jesté zpfestiovat. Cenou je vyssi pamét'ova
néro¢nost. Napf. aproximaci pro k = 10 ukladd Mathematica jako zlomek

89928619715553629727934260725194033068316951644953171299921299656
28625168706323283759630195891540657933297666848187847137451171875°

g )

Ptiklad 2.1.17 UkaZte, Ze posloupnosti generované pomoci rekurentnich formuli

1
A1 = 1+—, a1 =1, (23)
ak

b =V1+b, b=1 (2.4)

konverguji ke stejnému ¢islu a porovnejte rychlost jejich konvergence.

- J

Reseni:
Nékolik prvnich ¢lenti posloupnosti 1ze jednoduse vygenerovat pomoci:

Ko6d - Mathematica 2.3: Rekurentni formule

n=20;
ak=RecurrenceTable[{a[k+1]==1+1/a[k],a[l]==1},a,{k,n}];
bk=RecurrenceTable [{b[k+1]==Sqrt[1+b[k]],b[1]==1},b,{k,n}];
N[ak]

N[bk]

a ziskat posloupnosti

a, = {1,2,1.5,1.6667,1.6,1.625,1.61538,1.61905,1.61765,1.61818, ... },
b, = {1,1.4142,1.5538,1.5981,1.6118,1.6161,1.6174,1.6179,1.6180,1.6180, . .. }.

Z praktickych dtvodt zaokrouhlujeme hodnoty na 4 desetinnd mista. Zda se, Ze obé
posloupnosti konverguji ke stejnému &islu. Za predpokladu, Ze opravdu konverguji (to zde
neukazujeme), musi pro jejich limity, které oznacime jako a, b po dosazeni do (2.3) a (2.4)
platit

a=1+-, b=+1+b. (2.5)
Regenfm obou rovnic vy$e ziskime moZnd feseni
1++/5 1++5
am = 5 P b = 5 .

Reseni a, je zdporné a nevyhovuje rovnice pro b (ovéfte). ProtoZe posloupnost (a;)$
obsahuje pouze kladna ¢isla, konverguji obé posloupnosti nutné ke stejné kladné hodnoté

1++/5
2

~ 1.6180.

Pomoci dodatetného kodu:

Ko6d - Mathematica 2.4: Rekurentni formule - dodatek

phi = (1 + Sqrt[5])/2;

eak = Abs[ak — phi];

ebk = Abs[bk — phi];

ListLogPlot[{eak, ebk}, PlotLegends —> {”la_k—phil”, "1b_k—phil”}]
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miiZeme vypocitat cleny posloupnosti absolutnich chyb (ef)g2,, (b§)5>;, kde
e = ax — @, eZ::bk—go, k=1,2,...

a ty zobrazit v absolutni hodnoté a poté v logaritmické skéle na Obrazku 2.2.

102 T
1075 * . * |a_k—phil
T Ib_k—phi
1078 - e
0 5 10 15 20

Obrazek 2.2: Srovnani rychlosti konvergence posloupnosti (ax)5 ;, (bx)5.; pomoci jejich ab-
solutni chyby.

Obrazek naznacuje, Ze posloupnost (ax);> ; konverguje k hodnoté ¢ pomaleji nez
posloupnost (b )2 ;. Pfesngji miizeme pomoci dodate¢ného kodu:

Kéd - Mathematica 2.5: Rekurentni formule - rychlost

N[Table[Abs[eak [[k+1]]/eak[[k]]], {k,1,n—1}]]
N[Table[Abs[ebk [[k+1]]/ebk[[k]]],{k,1,n—1}]]

urcit pomeéry za sebou jdoucich ¢lenti posloupnosti absolutnich chyb

(lef.,/ed)5, = {0.6180,0.3090,0.4120,0.3708, 0.3863,0.3803, 0.3826,0.3817,0.3821, ... },
(leb, 1 /e, = {0.3298,0.3153,0.3109, 0.3096, 0.3092, 0.3091, 0.3090, 0.3090, 0.3090, . ... }.

ProtoZe oba poméry chyb vyse konverguji, hovofime u obou posloupnosti o tzv. linedrni
konvergenci, pficemz asymptoticky (pro dostate¢né velka k) plati

lef. 1| ~ 03820 |ef|, el ;| =2 0.3090 |eb|.

~ Pozndamka k piikladu N

Cetnd pouZiti napt. vumeéni a biologii m4 ¢islo

1++/5
Q= —

~ 1.6180339887498948482

udévajici hodnotu tzv. zlatého fezu. Také se objevuje v Moivre-Binetové formuli (viz Pti-
klad 1.1.3). Je to ¢islo iraciondlni a 1ze jej podle formule (2.3) vyjadfit ekvivalentné pomoci
tzv. nekonecného fetézového zlomku

p=1+—7—, (2.6)
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nebo podle formule (2.4) pomoci nekone¢né-krat vnorenych druhych odmocnin

¢:\/1+\/1+m- (2.7)

Mathematica umi s fetézovymi zlomky pracovat pfimo. Proto miizeme prvni deset clenti
posloupnost (a,,)5°_; ziskat alternativné pomoci piikazu:

Kéd - Mathematica 2.6: fetézovy zlomek
Do[ Print [ FromContinuedFraction[ ConstantArray[1, n]]],{n,10}]

~ Uloha k samostatnému feseni <

Vypoctéte pribliZzné hodnotu nekonecéné fady (tzv. Basilejsky problém)

pomoci kone¢nych souctt s 10, 1000 nebo 1.000.000 prvnimi ¢leny. Jaka je absolutni chyba
vypoctl v jednotlivych piipadech?

2.2 Reseni nelinearnich rovnic

g )

Ptiklad 2.2.18 Pomoci metody bisekce najdéte feSeni rovnice
x
~ =sinx 2.8
3 sin (2.8)

na intervalu I = [1, 3] s pfesnosti na 5 desetinnych mist.

- J

Reseni: Rovnici si pfepiSeme do tvaru rovnice ve tvaru f(x) = 0, ve které volime

flx) = g — sin x.

Déle definujeme podle zadani tlohy body a = 1,b = 3 intervalu I = [g, b]. ProtoZe je funkce
f spojitdna I a plati zdroveti nerovnost

f(a) f(b) <0 (2.9)

(konkrétné zde plati f(a) < 0a f(b) > 0), musi mit funkce f v intervalu I alespori jeden
nulovy bod (kofen), ktery hledame. Vypocteme stfedovy bod intervalu I, tj. bod

_a+b

Xs > 2.

ProtoZe f(x;) < 0, nahradime levy bod a intervalu I hodnotou x; (v opa¢ném piipadé
bychom nahradili pravy bod b hodnotou x5) a ztZime ptivodni interval I na

I=[23].

Pro novy polovi¢ni interval I (od toho jde zde o metodu ptileni intervalu - bisekci) potom
zase plati podminka (2.9) a proto mliZeme postup vyse opakovat aZ do libovolné pfesnosti.
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2.2. RESENI NELINEARNICH ROVNIC

0.8

0.2

0.2

04+t

-0.6 1 1 1 1 1

Obrazek 2.3: Hledan{ feSeni rovnice 5 = sin x pomoci metody bisekce. Zvyraznéné jsou stie-
dové body x; prvnich ¢tyf iteraci intervalti I, které slouZzi jako aproximace feSeni.

Pileni intervalt l1ze jednodusSe realizovat naptiklad pomoci kédu:

Kod - Matlab 2.7: Bisekce.

format long;

epsilon=1e-5;

f=@(x) x/3—sin(x);

a=1; b=3;

figure; hold on;
xx=linspace(a,b,1000);

plot (xx, f(xx), b—=",xx,0xxx, 'g—");

%
%

o,
o

%
%

tolerance
funkce pro hledani korene
levy a pravy bod intervalu

body pro graf funkce
vykresleni funkce a osy x

str="" %2.0f: a=%2.6f, b=%2.6f, xs=%2.6f, f(a)=%2.2d, f(b)=%22d \n’;

col{l}="m"; col{2}="k’;
k=0;
while (b—a>epsilon)
k=k+1;
fa=f(a); fb=f(b);
signa=sign(fa); signb=sign(fb);
xs=(a+b) /2;
fprintf(str ,k,a,b,xs,fa,fb);
signxs=sign (f(xs));
if (signa==signxs)
a=xs; cas=1;
else
b=xs; cas=2;
end
if k<=4
plot(xs,f(xs), kx");

%

%

%

format vystupu

cislo iterace
funkcni hodnoty
znamenka

stredovy bod
vypis iteraci
znamenko v bode x

pripad 1
pripad 2

vykresleni iteraci

text (xs, f(xs),num2str(k), Color’,col{cas}, "FontSize  ,16);

end
end
hold off;

str2="" %2.0f: a=%2.6f, b=%2.6f \n’;

fprintf (str2 ,k+1,a,b);

%
%

format vystupu
vypis finalnich hodnot
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a ziskavame vypis, ve kterém v prvnim sloupci mame ¢isla jednotlivych iteraci, v druhém
a tfetim hodnoty 4, b, ve ¢tvrtém a patém hodnoty f(a), f(b) a v Sestém hodnoty x,
stfedovych bodti jednotlivych intervaldi, které slouzi jako aproximace feSeni rovnice:

1: a=1.000000, b=3.000000, xs=2.000000, f(a)=-5.08e-01, f(b)=8.59e-01
2: a=2.000000, b=3.000000, xs=2.500000, f(a)=-2.43e-01, f(b)=8.59e-01
3: a=2.000000, b=2.500000, xs=2.250000, f(a)=-2.43e-01, f(b)=2.35e-01
4: a=2.250000, b=2.500000, xs=2.375000, f(a)=-2.81e-02, f(b)=2.35e-01
5: a=2.250000, b=2.375000, xs=2.312500, f(a)=-2.81e-02, f(b)=9.80e-02
6: a=2.250000, b=2.312500, xs=2.281250, f(a)=-2.81e-02, f(b)=3.35e-02
7: a=2.250000, b=2.281250, xs=2.265625, f(a)=-2.81e-02, f(b)=2.35e-03
8: a=2.265625, b=2.281250, xs=2.273438, f(a)=-1.30e-02, f(b)=2.35e-03
9: a=2.273438, b=2.281250, xs=2.277344, f(a)=-5.33e-03, f(b)=2.35e-03
10: a=2.277344, b=2.281250, xs=2.279297, f(a)=-1.49e-03, f(b)=2.35e-03
11: a=2.277344, b=2.279297, xs=2.278320, f(a)=-1.49e-03, f(b)=4.27e-04
12: a=2.278320, b=2.279297, xs=2.278809, f(a)=-5.33e-04, f(b)=4.27e-04
13: a=2.278809, b=2.279297, xs=2.279053, f(a)=-5.32e-05, f(b)=4.27e-04
14: a=2.278809, b=2.279053, xs=2.278931, f(a)=-5.32e-05, f(b)=1.87e-04
15: a=2.278809, b=2.278931, xs=2.278870, f(a)=-5.32e-05, f(b)=6.69e-05
16: a=2.278809, b=2.278870, xs=2.278839, f(a)=-5.32e-05, f(b)=6.86e-06
17: a=2.278839, b=2.278870, xs=2.278854, f(a)=-2.32e-05, f(b)=6.86e-06
18: a=2.278854, b=2.278870, xs=2.278862, f(a)=-8.15e-06, f(b)=6.86e-06
19: a=2.278862, b=2.278870

Prvni ¢tyfi aproximace feSeni rovnice jsou zobrazeny s funkci f na Obrazku 2.3. Pe¢livym
rozborem hodnot v tabulce zjistime v 18-té iteraci je vzdalenost &isel a, b jesté vétsi nez 107°
a v 19-té iteraci uz bude mensi. To ndm zarucuje podminka v 11. ¥ddce kédu. Zatim mhGzeme
pouze zarucit ze

x ~ 2.2788

je feSenim rovnice (2.8) pfesnym na 4 desetinnd mista a nenf jasné, jestli pfesnym ¢islem na
patém desetinném misté je hodnota 6 nebo 7. K tomu je tfeba iterovat déle a pfepoc¢tem pro
napf. epsilon=1e-6 ziskdme dodatecné iterace:

19: a=2.278862, b=2.278870, xs=2.278866, f(a)=-6.50e-07, f(b)=6.86e-06
20: a=2.278862, b=2.278866, xs=2.278864, f(a)=-6.50e-07, f(b)=3.10e-06
21: a=2.278862, b=2.278864, xs=2.278863, f(a)=-6.50e-07, f(b)=1.23e-06
22: a=2.278862, b=2.278863

Z iterace 20 je zfejmé, Ze spradvnym c¢islem na na patém desetinném misté je hodnota 6 a tedy
aproximace
x ~ 2.27886

je feSenim rovnice (2.8) pfesnym na 5 desetinnych mist.

~ Pozndmka k pfikladu N

Pocet nutnych iteraci k dosaZeni dané presnosti 10~° je mozné uréit z jednoduché Gvahy:
délka intervalu I je ddna v nulté iteraci je hodnotou 2, v prvni iteraci hodnotou 1, ve
druhé hodnotou 1/2 atd. Délky intervalt tedy zfejmé tvoifi prvky geometrické posloup-
nosti s kvocientem 1/2 a my musime najit nejmensi celo¢iselny index k, pro ktery plati:

2(1/2)F <1075.

To spliuje pravé hodnota k = 18 (ukazte).
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Pokud bychom iterovali dédle, miéizeme dospét k jesté pfesnéjsimu feSent
x ~ 2.278862660075828.

Matlab samoziejmé disponuje vlastnim fesi¢em nelinedrnich rovnic a kéd

K6d - Matlab 2.8: Pfesné feseni nelinearni rovnice.

1|[sym x;
2|| vpasolve (sin (x)—x/3==0, x, [1 3])

nadefinuje symbolickou proménnou x a rovnici (2.8) vyfesi. K tspésnému spusténi kédu
je tteba mit nainstalovany symbolicky bali¢ek (angl. Symbolic Math Toolbox) Matlabu.

( )

Piiklad 2.2.19 Pomoci Newtonovy metody pro rovnici

flx)=x*—-10=0

vypoctéte ptiblizné hodnotu kofenu ¥ = 1/10. Jako pocétecni iteraci zvolte xy = 4.

. J

Regeni: Newtonova metoda generuje posloupnost iteraci (x;)% ; které (za uréitych
podminek) konverguji k hodnoté X. Iterace se vypocitavaji podle rekurentni formule

f(xe-1)
Xp 1= Xp_1 — %, k=1,2,... 2.10
k-1 f (xk_l) ( )
kde x( je dana pocate¢ni iterace. Protoze f'(x) = 2x, ziskdvame po tpravé vyrazu vyse
1 1
X = *(xk,1+70), k:1,2,... . (211)
2 Xk—1

Nékolik prvnich iteraci generujeme jednoduse pomoci kédu:

Kéd - Matlab 2.9: Babylénska metoda vypoctu druhé odmocniny.

d=10; % hodnota, kterou odmocnujeme
x0=4; % pocatecni iterace
n=>5; % pocet iteraci
x=zeros(n+1,1); x(1)=x0; % vektor iteraci
for k=1:n
x(k+1)=(x(k)+d/x(k)) /2; % iteracni formule
end
error=abs (x—sqrt(d)); % absolutni chyba
fprintf (’ %.15f  %2.2d \n’ ,[x,error]’) % vypis

a ziskdme posloupnost 6 iteraci (véetné hodnoty xp) ¢isla v/10 uvedenou v levém sloupci
a velikost jejich absolutni chyb v pravém sloupci:

4.000000000000000  1.85e+00
2.875000000000000 7.21e-01
2.319943289224953 1.66e-01
2.165961555177793  1.15e-02
2.154495925153375 6.12e-05
2.154434691772293 1.74e-09

Systém Mathematica poéita pfesnéji ve zlomcich a kéd

39



O ® N g e W N e

2.2. RESENI NELINEARNICH ROVNIC

Kod - Mathematica 2.10: Newtonova metoda.

d=10;

fly_] = y*2 — d;
Dfly_1 = '[y];
x0 = 4;

n=>17;

x = Table[x0, {i, n + 2}];

Table[x[[i + 1]] = x[[i]] — f[x[[i]]1]/Df[x[[i]1]1], {i, n + 1}];
error = Table[x[[i]] — x[[n + 2]], {i, n + 1}];
N[TableForm [ Transpose [{Drop[x, —1], Abs[error]}]], 15]

poskytuje nésledujici vypis 8 iteraci:

{4.00000000000000, 0.837722339831621},
{3.25000000000000, 0.0877223398316207},
{3.16346153846154, 0.00118387829315913},
{3.16227788169278, 2.21524395977798%10~-7},
{3.16227766016839, 7.75913121004078%10~-15%},
{3.16227766016838, 9.51910673324984%10~-30},
{3.16227766016838, 1.43272354196402%10~-59%},
{3.16227766016838, 3.24559853417270%10~-119%}

Prvnich Sest iteraci v levém sloupci odpovida zlomkitm

4 13 329 216401 93658779041 17543933782901678712641
17 47 104" 684327 29617506464 5547878987314330442048 ’

dalsi zlomky neuvddime kvili tiispofe mista. V pravém sloupci je vidét, Ze chyby od Sesté
iterace (ta odpovida Sesté fadce) pocitaje nejsou ve skutec¢nosti nulové.

~ Poznamka k ptikladu

Nahrazenim hodnoty 10 obecnym ¢&islem d > 0 ve vzorci (2.11) a v obou kédech ziskdvame
znamou Babylonskou metodu vypoctu druhé odmocniny &isla d. Tu lze zobecnit i pro
vypocty odmocnin vyssich fada.

Dodate¢ny kod

Koéd - Mathematica 2.11: Newtonova metoda - pomér chyb.
N[Table[error[[k + 1]]/error[[k]]*2, {k, 1, n}]]

pocitd posloupnost pomérti absolutnich chyb iteraci ve tvaru

ekl _ X1 — %]
lex |2 | — %[>

(2.12)

ve které si vSimnéme druhych mocnin ve jmenovatelich zlomki. Ty tvofi v naSem ptikladé
prok =1,...,7 posloupnost ¢isel

0.125, 0.153846, 0.158055, 0.158114, 0.158114,0.158114, 0.158114,

kterd se zda konvergovat. Proto usuzujeme, Ze Newtonova metoda konverguje kvadra-
ticky, coz je také, za urcitych predpokladii, zndmy teoreticky vysledek.

40




2.2. RESENI NELINEARNICH ROVNIC

~\

Piiklad 2.2.20 Naleznéte $itku studny podle Obrazku 2.4. Odvozte rovnici, kterd $ifku
popisuje a vyfeste ji pomoci metody bisekce.

?

Sm

3
= Im

Obrazek 2.4: Uloha o studni: najdéte itku studny.

- J

Reseni: Oznaéme si délky jednotlivych tseek a vysku priseéiku jako
di=3, dy=5 wv=1

a nezndmou $ifku studny jako ¢. P¥fimky, na kterych jednotlivé tsecky lezi, mtizeme
parametrizovat jako

Pliy(x)sz, Pziy(x):—#x—i—\/d%j,
tedy plati, Ze bod [0, 0] leZi na pifmce p; a bod [0, £] na pfimce p,. Pfimky se protinaji v bodé

e na-e
S VR

a dosazenim x, do p; (nebo shodné do p») ziskdavame nelinedrni rovnici ve tvaru

\/dz EZ\/dZ c —0=0 (2.13)

\/dz e+ B -

pro hledanou nezndmou ¢. Z geometrie tilohy budeme hledat feSeni na intervalu
I = (a,b) = (0,min{dq,d>}),

protoze zadporna hodnota Sifky studny je nepfipustnd a musi zaroven vyjit mensi neZ mensi
z délek dy, d>. Pro nase konkrétni parametry musime fesit nelinedrni rovnici
9 — (225 — (2
f0) = v v —1=0 (2.14)
VI—P+V25-1
pro nezndmou $ifku studny ¢ na otevieném intervalu (0,3). Tim jsme odvodili nelinedrni

rovnici $itky studny.
Pouzitim metody bisekce Ize dopo¢itat hodnotu (proved'te)

{ ~ 26981,

ktera pfedstavuje hledanou $itku studny.
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Uloha k samostatnému feSeni

Vypoététe hodnotu v/10 pomoci vhodné Newtonovy metody. Jako po¢ateeni iteraci zvolte
xo = 3. Napiste itera¢ni formuli a vypiste prvnich pét iteraci. Urcete absolutni chyby jed-
notlivych iteraci.

~ Uloha k samostatnému feseni <

Vypoctéte feSeni rovnice
x*=5

pomoci Newtonovy metody. Jako pocate¢ni iteraci zvolte xo = 3. Napiste itera¢ni formuli
a vypiste prvnich pét iteraci. Urcete absolutni chyby jednotlivych iteraci.

Pozndmka:

Ve vypoctu Newtonovy metody potfebujete znat derivaci funkce f(x) = x* — 5. Jeden stu-
dent ji pfi zkousce stanovil jako f/(x) = (x — 1)x%¥, coz neni samoziejmé spravné. Ukazte,
Ze i s takto Spatné urc¢enou derivaci Newtonova metoda pfesto konverguje, ale pomaleji.

~ Uloha k samostatnému feseni <

Vyfteste pomoci Newtonovy metody soustavu nelinedrnich rovnic

f1:x2—|—y2—120,
fri(x—1/2)?+(y—2/3)>—-2=0.

Jako pocate¢ni iteraci zvolte vektor (xo,y0) = (1, —1).
Pozndmka: Je tfeba opakované pouZit itera¢ni formuli ve tvaru

-1
(xk> - <xk1> - (e ) gy (e yen) <f1(xk1/ykl)> ‘
Yk Yi—1 %(xk,l,yk,l) %(xkfl,ykfl) fZ(xk—lzyk—l)

Reseni popisuje prisecik dvou kruznic.

2.3 LU rozklad matice

Pfiklad 2.3.21 Najdéte LU rozklad matice

1
3
6

= NN =
g O1 QW =
O O W

10
a ten vyuZijte k feSeni systému rovnic Ax = b, kde prava strana je

b=(1,1,1,1)".

- J

Regeni:
Rozklad pfedpoklddé nalezeni dolni trojihelnikové matice L a horni trojihelnikové matice
U tak, ze

A=LU.

Sestaveni rozkladu je ekvivalentni Gaussové eliminaci bez prohazovani fadek.
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Formdlné napiSeme

A=L1U =

4

1
3
6

SO O =
S O = O
o= OO
—_ o O O
NN
N O W =
O O W =
—_

0

kde tedy L; = I (identickd matice) a U; = A.

Nyni vynasobime cely prvni fddek matice U; multiplikdtorem —2 a pfic¢teme k druhému
fadku, potom multiplikdtorem —2 a pficteme k tfetimu fddku a nakonec multiplikdtorem
—4 a pficteme k ¢tvrtému fadku. Ovéfime, Ze plati

1000\ /1111
21 00)]01 11
A=LW=1, 01 0llo0 3 4 1
4 001/ \0o 356

a vSimnéme si, Ze se opacné (proc?) hodnoty multiplikatort objevily v prvnim sloupci
matice L, pod diagonélou.

Dale vynasobime druhy fddek matice U, multiplikdtorem —3 a pfic¢teme k tfetimu fadku
a multiplikdtorem —3 a pfi¢teme ke ¢tvrtému fadku. Tim jsme ziskali rozklad (ovéite)

1000\ /1111
2 100|l0111
A=Lsls=1, 5 1 ofllo 0 1 1
4301/ \0o023

Zbyva vynasobit tieti fddek matice U3 hodnotou —2 a pficist k ¢tvrtému fadku. Ziskdvame
(zase ovéftte)

1000\ /1111
2 100|]l01 11
A=Lilh=1,5 317 ollo o1 1]
4 321/ \0 001

coz pfedstavuje poZadovany rozklad matice A.
V pocitaci mizeme vSechny postupné rozklady vygenerovat pomoci kodu:

Kod - Matlab 2.12: LU rozklad matice.

format rat

A=[1 111, 233 3, 256 6; 479 10]; % matice m x n
[m,n]=size (A); % velikost
L = eye(m); U = A; % inicializace L, U
for j=1m-1
ii=j+1m; % indexy radek
L(ii,j)=U(ii,j)/U(,j) % multiplikatory do L
jj=j:n; % indexy sloupcu
U(ii,jj)=U(ii, jj)-L(ii,j)*UG ,jj) % prepocet U
fprintf ("—\n")
end

Diky sestavenému rozkladu mtiZeme nyni feSeni soustavy rovnic LUx = b pievést na
postupné feseni dvou jednodussich soustav rovnic:

1. nejprve vyfesime pro pomocny vektor y soustavu

Ly=>b (dopfedna substituce),
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2. poté vyresime pro vektor feSeni x soustavy

Ux =y (zpétna substituce).
Pro nas konkrétni piiklad tedy nejdiive feSime soustavu dopfedné substituce

100 0\ /1 1
2100]|[w]| (1
2310 1
432 1) \y, 1

a slozky vektoru y = (y1,v2,y3,vy4)" hleddme v rostoucim potadi indexti postupné z 1. az 4.
rovnice a ziskavame vektor
y=(1,-1,2,-4)".

Ten poté vloZime jako pravou stranu v soustavé zpétné substituce

111 1\ [/x 1
011 1|[x]| |[-1
001 1||x| | 2
000 1) \x4 —4

a slozky vektoru x = (x1, x2, x3, x4)T hleddme v klesajicim potadi indext postupné z 4. aZ 1.
rovnice a ziskdvame vektor
x=(2,-3,6,—4)7,

ktery predstavuje feSeni rovnice Ax = b.
Programové lze dopfednou substituci napiiklad napsat takto:

Kéd - Matlab 2.13: LU rozklad matice: dopfedna substituce.

b=ones(n,1) ; %vektor prave strany
y=zeros(n,1l);
for j=1:n
jj=1:(j —1); % indexy sloupcu
y(1)=b(i)~dot (LG, jj) y(ij));
end

Zpétna substituce vypada obdobné a doporucujeme ¢tenéfi si ji doprogramovat.

~ Poznamka k ptikladu

Obecné neplati, Ze 1ze postupem vyse LU rozklad sestavit pro libovolnou reguldrni matici.

Napft. pro matici
03
=05 2)

je ztejmé, Ze prvni fadek miiZzeme vyndsobit jakymkoliv multiplikdtorem a pti¢ist k dru-
hému fadku, ale hodnoty 5 v druhé fadce a prvnim sloupci se nezbavime a K6d 2.12 naraz{
na déleni nulou. Klasicky rozklad zde nefunguje, ale je mozné implementovat obecnéjsi
rozklad s tzv. pivotaci ve tvaru

PA = LU,

ktery navic pracuje s permutacni matici P. Pfendsobenim A zleva permuta¢ni matici

-3 )
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2.3. LU ROZKLAD MATICE

prohazujeme oba fddky matice A a pro matici

5 2
PA =
0 3)
uz LU rozklad mame jiz hotovy, protoZe PA je v hornim trojihelnikovém tvaru. Tedy plati
L =1Ta U= PA.V praxi tim numericky oSetfime moZné déleni nejen nulou, ale i malymi
¢isly a dosdhneme vyssi stability vypoctu. O technice pivotace se 1ze dodist v literatute

a je béZné implementovana ve vSech matematickych systémech. Napiiklad v Matlabu
dosahneme rozkladu pomoci ptikazu:

[(L,U,P]=1u([0 3; 5 2])

Na zavér upozornéme, Ze LU rozklad 1ze uvaZovat i pro obdelnikové matice a Kéd 2.12
funguje a napt. po modifikaci matice A v 2. fadce za matici

A=[1 2 -31;2507; -1320];

najde jeji rozklad ve tvaru

1 00 1 2 -3 1
A=112 1 0 01 6 5
-1 51 0 0 =31 —-24
~ Uloha k samostatnému fe$eni N

Najdéte feSeni x € R”" rovnice A,x, = b pomoci LU-rozkladu pro matici A, € R"*"
a vektor b € R" ve tvaru

2 —1 1

-1 2 -1 1

Ay = (Tl"‘l)z ’ b=
-1 2 -1 1

-1 2 1

Naleznéte hodnoty nejvétsi slozky vektoru x, pro jednotlivé pfipady n € {10,100,1000}.
Poznamka: nevypsané prvky matice A jsou vZzdy nulové!

| J

~ Uloha k samostatnému feseni N

Ukazte, Ze pfepisovani matice U v LU-rozkladu vyZaduje pro matici n x n celkem

n

S k(k—1) = %(n D+ 1)

k=2

soucth a stejny pocet soucint raznych cisel.

| J

45



2.4. INTERPOLACE

2.4 Interpolace

Ptiklad 2.4.22 Pro Rungeho funkci

1
= — I=-1,1
f(x) 1 25x2/ X e [ 4 ]

uvazujme interpola¢ni polynom p,(x) stupné n € Ny, ktery prochazi rovnomérné rozlo-
Zenymi body na intervalu I. Sestrojte konkrétni interpola¢ni polynomy

p2(x), pa(x), pe(x), ps(x)

a spoctéte jejich odchylky od funkce f.

Resent:
Konstrukci sestaveni jednotlivych polynomi si ukdzeme nejdfive pro pfipad polynomu

p2(x) = ap + arx + axx?,

jehoz 3 koeficienty ag, a1, a; € R musime najit. Polynom p,(x) musi ve 3 uzlovych bodech
xo0, x1, X2 € I dosahovat hodnot funkce f(x), tedy spliiovat podminky

ag + ajxg + azx% = f(xo0),
ag + ajxq + azx% = f(x1),
ag + a1xo + a2x§ = f(xz).

Tento systém rovnice piedstavuje soustavu linedrnich rovnic ve tvaru

(2 E)-GE)
1 xp 2| ;] ={fx1)]-
1 x x% as f(x2)

Volbou konkrétnich rovnomérné rozlozenych uzlovych bodt
xo=-1, x1=0, x=1 (2.15)
a odpovidajicich hodnot funkce f v nich
fx0) =1/26, f(xi) =1, f(x2) =1/26 (2.16)

ziskavame konkrétni systém rovnic

1 -1 1\ /ao 1/26
1 0 ofl([a]=| 1 ).
1 1 1) \a 1/26

Jeho feSenim je ap = 1,41 = 0,4, = —25/26 a tedy tvar interpolaéniho polynomu je
_ 25 >
pa(x) =1— 26 (2.17)

Funkce f a jeji interpola¢ni polynom p; jsou vykresleny vlevo na Obréazku 2.5 (a).
Jejich vzajemnou vzdalenost neboli metriku lze vyjadfit v takzvané max-normé pomoci
vyrazu

max} |f(x) — pa(x)| = V1/676(27 — 2v/26) ~ 0.6462292. (2.18)

xe[-1,1

Obrézek a pfibliznou hodnotu vzdalenosti (2.18) lze ziskat pomoci kédu:
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1k polynom 1k polynom
———— funkce ———— funkce
O uzlove body O uzlove body
05 1 05
0r b 0r
05[ . . . . 05 , . . . .
-1 -0.5 0 0.5 1 -1 -0.5 0 0.5 1
(a) Interpolace polynomem p;(x). (b) Interpolace polynomem py(x).
1k polynom 1k polynom
———— funkce ——— — funkce
O uzlove body O uzlove body
05 05
0r 0r
05 051
-1 -1

-05

0

0.5

(c) Interpolace polynomem pg(x).

0 0.5

(d) Interpolace polynomem pg(x).

Obrazek 2.5: Funkce f(x) a jeji interpolaéni polynomy pa(x), pa(x), pe(x), ps(x) v ptipadé
rovnomeérné rozloZenych uzlovych bodi.

1k polynom 1k polynom
——— — funkce ———— funkce
O uzlove body O uzlove body
0.5 051
0r ot
050 . . , . 1-05F . \ \ .

-0.5

0

0.5

-0.5

0 0.5

(a) Interpolace polynomem pg(x). (b) Interpolace polynomem pg(x).

Obrazek 2.6: Funkce f(x) a jeji interpola¢ni polynomy pe(x), ps(x) v piipadé nerovhomérné

rozloZenych uzlovych bodt generovanych pomoci kotfenti CebySevovych polynomi.
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Koéd - Matlab 2.14: Polynomidlni interpolace.

format rational

d=2; % stupen polynomu
a=—1; b=1; % interval
f=@(x)1./(1+25%xx.172); % Rungeho funkce
n=d+1; % pocet uzlu
x=linspace(a,b,n); % rovnomerne body
Y%x=(a+b) /2+(b—a)*cos ((2*(1:n)—1)xpi/2/n) /2; % Chebysevovy body
y=f(x); % funkce v bodech
M = bsxfun (@power,x’ ,d: —1:0); % matice
p=transpose (M\y ") % koeficienty polynomu
xx=linspace (x(1) ,x(end));

yy=polyval (p,xx) ; % vykreslovani

plot(xx,yy, 'b’ ,xx,f(xx), ' r—",x,y, 'ro’);
legend ( "polynom ’,’ funkce’, uzlove body ")
fprintf ("odchylka=%d\n’ ,norm(f (xx)—yy, "inf’)) % vypocet odchylky

Pozorny ¢tendf si vSimne, Ze hodnotu (2.18) nehleddme analyticky, ale po¢itdme jen

z diskrétnich bod "xx” generovanych na 10. fddce pomoci funkce ,linspace”, kterd
generuje ve vychozim nastaveni 100 rovhomérné rozloZenych diskrétnich bodt na
intervalu [a, b]. Takové nahrazeni neni uplné pfesné, poskytuje totiZ jen spodni odhad
hodnoty (2.18), ten pro nase tcely zcela dostacuje.

Modifikaci 1. fddky kédu na hodnoty d=4, d=6, nebo d=8 ziskdme dalsi hledané
interpola¢ni polynomy:

3225 , , 1250 4

palx) =1— —opxt 4 oo
7B 985, 2
po(x) =1 — goox™ 4 Zx’ = oo
2601 , 7855 , 20563 . 5530
—1_ 2 4 6 8
ps(¥) 197" T8 T 200 Y T3

Jejich odchylky od funkce f(x) jsou dané hodnotami
max |f(x) — pa(x)| ~ 0.4382729,

xe[-1,1]
max |f(x) — pe(x)| = 0.6164016,
xe[-1,1]
rr[lax ] |f(x) — ps(x)| ~ 1.045078.
11

Na Obrézku 2.5 (b), (c), (d) jsou pak zobrazeny vysledné polynomy p4(x), ps(x), ps(x) a jeu
nich zfejmd velkd odchylka od funkce f(x) na zejména na krajich 1ntervalu [—1,1].

~ Poznamka k ptikladu N

1) Pro Rungeho funkci f jsme pravé ukdzali, Ze zvySovani stupné polynomu nevede ke sni-
zovéni odchylky v pfipadé rovhomérného rozloZeni uzlovych bodt.

Obecné 1ze k dané spojité funkci na omezeném uzavieném intervalu, tj. také k nasi funkci
z ptikladu, najit libovolné pfesnou polynomidlni aproximaci, coZ ¥ikd znama Weierstras-
sova aproximacni véta.

Jak tedy kvalitu nasich interpolaénich polynomt vylepsit? Redenim je naptiklad volba
nerovnomérné rozlozenych uzlovych bodii volenych ve tvaru kofent: tzv. Cebyevovych
polynomti. To detailnéji nepopisujeme, pro praktické pouziti sta¢i v Kédu 2.14 odkomen-
tovat fadku 6. Pfepocitané polynomy pe(x), ps(x) jsou pak ukdzany na Obrazku 2.6.

2) Koeficienty aproximaéniho polynomu nemusime hledat jen feSenim soustavy linedrnich
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rovnic. Napiiklad polynom (2.17) Ize alternativné vyjadfit v Lagrangeové tvaru

1 (x—0)(x—1) (x+1)(x—1) 1 (x+1)(x—0)
L) =5 Cicocion T orno-1) T2 1) -o)

_i 2 2 i 2
_26(x x)/2+1(—x +1)—|—26(x +x) /2

nebo Newtonové tvaru

Na(x) = 21*6_1(x+1)+ 25 1 I (x+1)(x—0)
2T T —1-0 (—1-0)(-1—-1) (0—1)(-1—1)
1 25 25
=% T % (x+1)—% (x+1)x
interpola¢niho polynomu. Upravou obou tvart obdrzime hledany polynom 1 — %xz.
~ Uloha k samostatnému feeni N

Pro Rungeho funkci na intervalue [—1, 1] volte nerovnomérné rozlozené uzlové body
ve tvaru kofenti Cebysevovych polynomii. Pro odpovidajici interpolaéni polynomy stupriti
2,4,6,8,10, 12 prepoctéte jejich hodnoty vzdalenosti od Rungeho funkce.

| J

~ Uloha k samostatnému feseni N

Pro Rungeho funkci vypoctéte interpolaéni polynom p4(x) prochézejici body
xe{-1,-1/2,0,1/2,1}

pomoci Lagrangeova a Newtonova tvaru interpolaém’ho polynomu.

| J

~ Uloha k samostatnému feseni N

Pro funkci
f(x) = cos(mx), x€[-1,1]

volte rovnomeérné rozlozené uzlové body a pro odpovidajici interpola¢ni polynomy stupriti
2,4,6,8,10, 12 pfepoctéte jejich hodnoty vzdalenosti od funkce f.

| J

Piiklad 2.4.23 Naleznéte vhodnou interpolaci Rungeho funkce

1
f(.x) = m, X € I = [—1,1]

danou hodnotami funkce a jeji prvni derivace podle tabulky:

X -1 -1/2 0 1/2 1
f(x) | 1/26 4/29 1 4/29 1/26
f'(x) | 25/338 | 400/841 | 0 | -400/841 | -25/338

e
.

Regeni: Kubické polynomy

p1(t) =132 +25,  @a(t) =3t> — 283,
p3(t) =t =202 43,  @q(t) = -2 + 15

49



1

2.4. INTERPOLACE

ajsou ukazény pro t € [0,1] na Obrazku 2.7 (vlevo).

: : : : : :
1r — 1 1F interpolace | |

091 uzlove body | |

0.8 08

e
0.6 [ 0

0.6

0.4 05 F

04
0.2
03
0.2

_— g — ,/ \
= — - 1 / N\ 4
02Ff . 5 c

0k ) ) ) L
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1 05 0 05 1

(a) Grafy polynomt ¢1, ¢2, ¢3, Q4. (b) Interpolace po ¢astech kubickym polynomem.

Obrazek 2.7: Kubické polynomy na intervalu [0, 1] (vlevo) a vysledna interpolace (vpravo), ta
mad s ptivodni funkci stejné hodnoty funkce a prvni derivace v uzlovych bodech.

Maji zajimavou vlastnost: pro libovolné k € {1,2,3,4} je vZdy jen jedna z hodnot

?x(0), 9i(1), 1(0), ¢r(1),

rovnd jedné a ostatni nulové. Jejich linedrni kombinaci ve tvaru
4
x—a
o(t) = ) cegx (b )
k=1 -

ziskame opét kubicky polynom ¢ : [a,b] — R, ktery spliiuje podminky (ovétte)

a=g¢a), c2=¢b), cs=9¢@b-a), c=g¢b)0b-a).
Proto 1ze funkci danou hodnotami v tabulce interpolovat na 4 intervalech
[a',b'], i=1,...,4
pomoci po ¢astech kubické funkce s koeficienty
c’i, cé, cé, cfl, i=1,...,4

uvedenymi v tabulce niZe:

il a | b | d |4 | 4 |
1| -1 |-1/2]11/26|4/29 | 25/676 | 200/841
21-1/2 0 |4/29 1 200/841 0
3 0 1/2 1 4/29 0 -200/841
41 1/2 1 4/29 | 1/26 | -200/841 | -25/676

K vypocteni a vykresleni vysledné po ¢astech kubické funkce zobrazené na Obrazku 2.7
(vpravo) slouzi program nize.

Koéd - Matlab 2.15: Po ¢astech kubickd interpolace.

n=5; a=—1; b=1;

2 | f=@(x) (1./(1+25%xx.72)); % funkce
3 | Df=@(x) —50%x./(1+25%xx."2) .N2; % a jeji derivace
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x=linspace(a,b,n); y=f(x); Dy=Df(x);

p=[2,-3,0,1; -2,3,0,0; 1,-2,1,0; 1,-1,0,0];
phil=@(t)polyval(p(1,:),t); phi2=@(t)polyval(p(2,:),t);
phi3=@(t)polyval(p(3,:),t); phi4=@(t)polyval(p(4,:),t);
phi=@(t) [phil (t); phi2(t); phi3(t); phi4(t)];

xx_ref=linspace (0,1); xx=[]; phiphi=[];

for i=1:numel(x)—1
e=[y(i) y(i+1) Dy(i)=(x(i+1)—x(i)) Dy(i+1)*(x(i+1)-x(i))]
phiphi=[phiphi cxphi(xx_ref)];
xx_i=((x(i+1)—x(i))*xxx_ref+x(i)); xx=[xx xx_i];

end

figure; xx_ab=linspace(a,b);

plot(xx,phiphi, "b—",xx_ab, f(xx_ab), 'r—",x,y, ‘0")

legend ( "interpolace’, funkce’, uzlove body")

W N e

Pfipomenime, Ze vysledna interpola¢ni funkce md s Rungeho funkci shodné funkéni
hodnoty a hodnoty prvni derivace v uzlovych bodech. Jedna se tedy o funkci se spojitou
prvni derivaci na celém intervalu [—1, 1].

~ Poznamka k p¥ikladu N

K danému piikladu je mozné také sestavit tzv. kubicky Hermitiv splajn. Ten vyuZziva jen
hodnoty ptivodni funkce v interpolovanych bodech. Hodnoty prvni derivace funkce ne-
potiebuje dopfedu znat a dopocitava je tak [1], aby vysledny splajn mél dokonce druhou
derivaci spojitou ve vnitfnich uzlovych bodech.

Dopocet vyZaduje fesit systém linedrnich rovnic pro koeficienty

[N S . ;
Cl/ Cz, C3, C4, 121,...,7’[,

kde n predstavuje pocet jednotlivych podintervalti. Aby byl systém linedrnich rovnic jed-
noznacné urcen, voli se dodate¢né podminky v hrani¢nich uzlovych bodech, napiiklad
hodnoty prvnich derivaci. Pomoci dodate¢ného kédu

Koéd - Matlab 2.16: Kubicky Hermittv splajn.

figure;

s = spline(x,[Dy(1) y Dy(end)],xx_ab);
plot(xx_ab,s, "k—",xx_ab , f(xx_ab) , 'r—",x,y, '0”)
legend ("spline’, funkce’, uzlove body")

muZeme vysledny splajn vypocitat a vizualizovat, viz Obrézek 2.8.

- J

Uloha k samostatnému feSeni N

Pro Rungeho funkci najdéte kubicky Hermitv splajn, ktery prochdzi 3, 4, 5, 10, 20 rovno-
mérné rozloZzenymi body na intervalu [—1,1] a spottéte jejich odchylky od funkce f.
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ir splajn ) ir splajn
funkce unkce
0.9 uzlove body | | 0.9 Lzlcl)(ve body | ]
08 osl
07f ork
061 06F
05t 05k
o4r 04r
03¢ 03F
0.2 / N\ 02k , N
01r <_‘/‘/’// \\\\\\‘\; ) 1 o1l =7 ’ ) \\
o 1 > T
L L L L (o) =N L L L L
1 0.5 0 0.5 1 1 0.5 0.5 1
(a)n =>5. (b)n =09.
Obrazek 2.8: Kubicky Hermit(iv splajn v p¥ipadé 5 a 9 uzlovych bodd.
2.5 Aproximace metodou nejmensich ¢tverct
( )
Piiklad 2.5.24 Pro funkci
f(x) = cos(mx)
naleznéte kvadraticky polynom
p2(x) = ag + mx +azx?,
ktery funkci f(x) aproximuje na intervalu I = [—1,1] ve smyslu nejmensich ¢tverct v 5
rovnomérné rozloZenych bodech.
. J
Regeni: Ozna¢me 5 rovnomérné rozloZzenych bod? jako
X1:—1, x2:—1/2, X3:0, X4:1/2, X5:1.
Soustava linedrnich rovnic interpola¢niho typu ve tvaru
1 x «x f(x1)
1 x x2| [ao f(x2)
1 x3 | |a|=]f(x3)
1 x4 x| \a f(xq)
1 x5 «x f(xs)
nema feSeni (vysvétlete). Proto pfechazime k systému normélnich rovnic
1 x 22 f(x1)
1 1 1 1 1 1 xp x3| [ao 1 1 1 1 1 f(x2)
X1 X2 X3 X4 X5 1 x3 x% a | =|x1 x x3 x4 x5 f(x3)
x3 x5 3 x x2) |1 oxg x| \m x3 x5 x5 x3 x%) | f(xa)
1 x5 x% f (X5)
Ten déle upravime do tvaru
5 5 5
55 i=1 Xi Zé:l 7\ (a0 251‘:1 f(xi)
Youx Yol Yo xf’ m | = | Xaxif(x) |, (2.19)
4
1

az Yo X7 f(x;)

1
5 .2 v5 .3 1o
Y1 Xi LX) XiiX;
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051

-0.51

-1.5

polynom 4 1+

N — — —funkce
N\ O uzlove body

4 o5F

4 o5t

polynom
— — —funkce
O uzlove body

I I I I
-1 -08 -06 -04 -02

I
0

I I I I 15
02 04 06 08 1 -1

I I
-06 -04

I I I I I I
-0.2 0 0.2 04 06 0.8 1

Obrazek 2.9: Funkce f(x) a jeji aproximalni polynomy p»(x) vypoétené pomoci metody
nejmensich ¢tverch za pouZiti 5 uzlovych bodt (vlevo) a 20 uzlovych bodu (vpravo).

ktery je v nasem pfikladé dan jako

5 0 25 agp
0 25 0 ap
25 0 2125 az

-2
0
-1

Jeho vyfesenim obdrzime koeficienty ag ~ 0.6571,a; = 0,42 =~ —1.7143 a tedy aproximacni

polynom ve tvaru

pa(x) =~ 0.6571 — 1.7143x>.

Koeficienty polynomu Ize vypocitat a vysledky vizualizovat pomoci kédu:

(2.20)

Kéd - Matlab 2.17: Metoda nejmensich ¢tvercti.

M_fun=@(t ,deg)power(t,0:deg) ;

d=2;

n=>5;

a=—1; b=1;
f=@(t)cos(pixt);

x=linspace(a,b,n) ’; y=f(x);

MeEM_fun(x,d) ;
coefs=(M M) \ (M *y)

xx=a+(b—a)xlinspace(0,1) ’;

MM = M_fun(xx,d);

yyaVMkcoefs ;
plot(xx,yy, b’ ,xx,f(xx),’r
legend ("aproximace’, funkce’, uzlove body ")

fprintf ( "odchylka=%d\n’ ,norm(f (xx)—yy, "inf"))

“x,y,'ro’);

Y%

o,
o

%o
Y%
Y%
Y%
0/()
Y%
Y%

Y%

matice (obecna)
stupen polynomu
pocet uzlu
interval

funkce

uzlove body
matice (konkretni)
reseni norm. rov.
vykreslovani

vypocet odchylky

Na Obrazku 2.9 jsou zobrazeny ptivodni funkce a jeji aproximaéni polynomy v piipadé 5
(vlevo) a 20 (vpravo) uzlovych bodf.

~ Poznamka k p¥ikladu

pa(x) = 0.7221 — 2.0957x*
pa(x) = 0.7407 — 2.1849x>
pa(x) = 0.7502 — 2.2317x>
pa(x) = 0.7550 — 2.2555x>

Zvysovanim poctu uzlovych bodi 1ze piepotitat koeficienty polynomu p;(x) a ziskdvame:

(pro 20 bodt
(pro 40 bodt
(pro 80 bodt)

(pro 160 bod)

Vsimneme si, Ze koeficienty polynomii se zvySovanim poc¢tu bodt mirné méni. Pfechodem

N

)
)
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2.5. APROXIMACE METODOU NEJMENSICH CTVERCU

od sum k integraliim lze popsat systém normadlnich rovnic pro pocet uzlovych bodti bliZici
se k nekonec¢nu ve tvaru (rozmyslete si proc)

f_ll x dx ffl x? dx f_ll x¥dx | | m f_ll xcos(mx)dx | . (2.21)
fil x2dx fi1 x3 dx f}l xtdx/ \42 fi1 x? cos(mrx) dx

f}lldx filxdx f}lxzdx (go) filcos(nx)dx

Po vypoctu integralt ziskdvame soustavu

2 0 2/3\ [a 0
0 2/3 0 |[m]=] 0
2/3 0 2/5) \a -5

a jejim feSenim koeficienty polynomu
pa(x) = 0.7599 — 2.2797x>. (2.22)

Obdobné je mozné v 2. fadce kddu zvysit také stupeti aproximacéniho polynomu, naptiklad
na hodnotu 4 a ziskdvame

(x) A~ 1.0000 — 4.6667x* 4 2.6667x*  (pro 5 bodi1)

(x) ~ 0.9736 — 4.3982x* +-2.4509x*  (pro 20 bod)

pa(x) ~ 0.9756 — 4.4265x> +2.4928x*  (pro 40 bod)
(x) =0
(x) =0

9769 — 4.4442x* +-2.5189x*  (pro 80 bod)
9776 — 4.4538x% 4+ 2.5332x*  (pro 160 bodt)

~
~

~
~

V pfipadé 5 uzlovych bodii by stacilo pouzit pfimo metodu polynomiélni interpolace. Ob-
dobné jako v pfipadé polynomu 2. stupné bychom mohli sestavit systém normalnich rov-
nic odpovidajici (2.21). Ten by obsahoval matici velikosti 5 x 5. Aproximace polynomem
4. stupné dava kvalitativné lepsi vysledky (srovnejte).

- J

~ Uloha k samostatnému feseni N

Najdéte koeficienty a, b, c € R tak, aby funkce
y(x) =ae*+b+ce™
co nejlépe aproximovala 5 bodt danych tabulkou

x|[2 -1 .01 2
y|4 1 0 1 4

ve smyslu metody nejmensich ¢tverchi. Napiste také odpovidajici systém normélnich rov-
nic a vypoctéte hodnoty nalezené funkce ve vSech bodech x uvedenych v tabulce .

. J

~ Uloha k samostatnému feseni N

Pomoci metody nejmensich ¢tvercti za pouziti 100 uzlovych bodi proloZte kubickym po-
lynomem funkci
flx) =e*

na intervalu [—1, 1]. Napiste systém normdlnich rovnic a najdéte koeficienty vysledného
polynomu.

|\ J
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2.6. NUMERICKY VYPOCET DERIVACE A INTEGRALU

2.6 Numericky vypocet derivace a integralu

Priklad 2.6.25 Vypoctéte ptiblizné prvni a druhou derivaci funkce
f(x) = arctan(x)

na intervalu [a, b] = [—4, 4] a uréete chybu jeji aproximace.

Reseni: Interval [a, b] rozdélime pomoci 101 rovnomérné rozdélenych bodd na 100 stejné
dlouhych podintervalt. V kazdém z nich aplikujeme formule na p¥iblizné derivace

flx) =~ f(x”l]z —fx), (2.23)
1) o LR —ZJ;Z(ZX) +f=h) (2.24)

ve kterych volime parametr /1 > 0. Pokud je h rovné vzdélenosti dvou sousednich bodii,
vyuzivdme v formulich p¥imo hodnoty funkce v bodech rozdéleni. V nasem ptikladé jde
o hodnotu
=" _ 008, (2.25)
100

Pro vypocty derivaci v krajnich bodech je tieba dodate¢nych hodnot funkce v bodech mimo
interval [a, b] (jakych).

05

-05+

-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4

Obréazek 2.10: Funkce (modrad), jeji prvni (¢ervend) a druhd (¢ernd) derivace vypoctené nume-
ricky.

Koéd niZe hodnoty vypocte a vizualizuje. Vysledek je ukdzdn na Obrazku (2.10).

Ké6d - Matlab 2.18: Vypocet prvni a druhé derivace.

close all
a=—4; b=4; % interval
f=@(x) atan(x); % funkce

(o)

x=linspace(a,b,101); o uzlove body
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2.6. NUMERICKY VYPOCET DERIVACE A INTEGRALU

fx=@(x,h) (f(x+h)—f(x))/h; % dopredna diference
%fx=@(x,h) (f(x+h)—f(x—h))/h/2; % centralni diference
fxx=@(x,h) (f(x+h)—=2«f(x)+f(x=h))/h"2; % druha diference
h=(b—a) /(numel (x) —1); % krok diskretizace

figure; plot(x,f(x), b—",x,fx(x,h), r=",x,fxx(x,h), "k=")
legend ("f(x) ", f_x(x,h) ", f_{xx}(x,h)’,Location="northwest ")

Srovnéni s pfesnymi hodnotami obou derivaci,

flx) =172 J:xZ, (2.26)

—2x
"x) = —S 2.27
f(x) (1+ x2)2 227)
udavaji aproxima¢ni chyby. Dodate¢ny kéd uvedeny niZe aproximacni chyby vizualizuje.

Koéd - Matlab 2.19: Vypocet prvni a druhé derivace - vizualizace chyby.

Df=@(x)1./(1+x.72);

DDf=@(x) —2xx./(1+x.72) .N2;

error_fx=@(x,h)abs (fx(x,h)-Df(x));
error_fxx=@(x,h)abs(fxx(x,h)-DDf(x));

figure;

semilogy (x, error_fx(x,h), 'r—’",x,error_fx(x,h/10), 'r—")

legend ( "chyba f_x(x,h)’, chyba f_x(x,h/10) " ,Location="northwest”)
figure;

semilogy (x, error_fxx(x,h), k=" ,x,error_fxx(x,h/1lel) , 'k—")

legend ( "chyba f_{xx}(x,h)’, chyba f_{xx}(x,h/10)  ,Location="northwest ")

Chyby aproximaci v pfipadé volby i = 0.08 podle (2.25) a 1/10 této hodnoty jsou ukdzany
na Obrézku 2.11. Obrazek potvrzuje, Ze chyba aproximace prvni derivace je pfimo iimérna
hodnoté h a chyba aproximace druhé derivace hodnoté h? (pro¢?).

Obréazek 2.11: Chyba vypoctu prvni derivace (vlevo) a druhé derivace (vpravo).

~ Uloha k samostatnému feseni <

Pouzitim tzv. centrdlni diference

ooy o f(x+h)—f(x—h)
fi(x) ~ % (2.28)

ukaZte, Ze 1ze chybu aproximace prvni derivace v pfedchozim piikladé vylepsit.

| J
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2.6. NUMERICKY VYPOCET DERIVACE A INTEGRALU

Piiklad 2.6.26 Vypoctéte urcity integral
1
I= / % dx
0
pomoci rovnobéZnikového pravidla a urcete fad jeho integracni chyby.

Reseni: Pro jednoduchost predpoklddejme rovnomérné rozdéleni intervalu (0, 1) na 4 stejné
dlouhé podintervaly o délce h = 1/4 s 5 uzlovymi body

0,1/4,1/2,3/4, 1.

Aplikace rovnobéznikového pravidla vyZaduje znalost hodnot integrandu f(x) ve 4
sttedovych bodech jednotlivych podintervalti, tedy v bodech

1/8,3/8,5/8,7/8

a vede na hodnotu

251
Ly = (1/4)[(1/8)° + (3/8)° + (5/8)% + (7/8)°] = —57— = 0.2421875.
Faktor 1/4 zde pfedstavuje velikost libovolného podintervalu. Pfepo¢tem pro 8
podintervalti dostdvdme potom hodnotu

27 -1

Rovnobéznikové pravidlo odpovida nahrazeni funkce f funkci po ¢astech konstantni a jeji
integraci, viz Obrazek 2.12 .

——f L|———f
r / q 1 . . /
1 konstantni aproximace / ‘ konstantni aproximace /
/ /
/ /
0.8 / 4 08f L/
/ /
/ /
/ /:
0.6 / 4 06 /
/ -/
/ e i
v : /
- / : i - /
0.4 L ; 0.4 Y
/o —
s/ : i :
—_— be :
0.2 s : : 4 02r -
_ 7 P -
— - _ —~
0 —="" 0 —
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Obréazek 2.12: Funkce f a jeji po ¢astech konstantni aproximace s nazna¢enou plochou pod
ni na 4 podintervalech (vlevo) a 8 podintervalech (vpravo).

ProtoZe je pfesnd hodnota integrdlu rovna I = 1/4, ¢ini absolutni chyby obou vypoctt
1 -3
era = |hya—1| = % =7.8125-1077,

1
e1s = |Lyg —1I| = > = 1.953125 - 103,
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2.6. NUMERICKY VYPOCET DERIVACE A INTEGRALU

RovnobéZznikové pravidlo vykazuje kvadratickou integra¢ni chybu. Pfi zdvojndsobeni poctu
podintervalti se chyba vypoctu sniZi 4-krat. Pfesnost fadu p chyby aproximace Ize také
vypocitat z vyrazu

Pfi vétsim pocti podintervali je praktické vyuZzit pocitac:

N

Kéd - Matlab 2.20: Vypocet integrdlu rovnobéznikovym pravidlem.

format long
a=0; b=1; % integracni meze
f=@(x) x.73; % integrand
n=16; % pocet podintervalu
x=linspace(a,b,n+1);
h=(b—a)/n; % delka podintervalu
I1=1/4; % presna hodnota
xM=(x(1:end—1)+x(2:end)) /2; % stredove body
ITh=hxsum( f (xM) ) % priblizna hodnota
eh=abs (Ih—1I) % chyba
Ziskdvame tim pfesnéjsi hodnoty integrdlu a odpovidajici absolutni chyby, napft.
20 -1 1 4
Lijie = i = 0.24951171875, e1/16 = 51 = 4.8828125-1077,
21l 1 1 4
Lz = B = 0.2498779296875, €1/32 = 513 = 1.220703125 - 1077,
23 —1 1 5
Ljea = o5 = 0.249969482421875, €1/64 = 515 = 3.0517578125-107,
které opét potvrzuji kvadratickou konvergenci rovnobéZnikové metody.
~ Poznamka k ptikladu N
Dalsi integraénim (kvadraturnim) pravidlem je lichobéznikové pravidlo, které funkci f
nahrazuje funkci po ¢astech linedrni a pfimo vyuZzivd hodnoty funkce v krajich podinter-
valti. To je nap¥. v Matlabu realizovdno piimo a dodatec¢ny kod
Koéd - Matlab 2.21: Vypocet integrdlu lichobéZnikovym pravidlem.
1||Th_2=trapz (x, f(x)) % priblizna hodnota
2|l eh_2=abs (Ih_2-T1) % chyba
je realizuje. LichobéZnikové pravidlo mé kvadraticky fad chyby (p = 2) stejné jako rovno-
béZznikové pravidlo. Vyssiho fddu chyby lze docilit aZ implementaci Simpsonova pravidla.
To funkci f nahrazuje funkci po ¢astech kvadratickou a implementujeme jej jako
Koéd - Matlab 2.22: Vypocet integrdlu Simpsonovych pravidlem.
1| so=f(x(1))+f(x(end)); % vnejsi body — suma
2| sx=sum(f (x(2:end—1))); % vnitrni body — suma
3||sm=sum ( f (xM) ) ; % stredove body — suma
4||Th_3=(h/2/3)*x(so+2%xsx+4xsm) % priblizna hodnota
5|/|eh_3=abs(Ih_3-T1) % chyba

Lze ukazat Ze Simpsonovo pravidlo je dokonce ¢tvrtého fadu (p = 2) a proto pro libo-
volny pocet podintervalti ddva v naSem ptikladé pfesnou hodnotu integralu (ovéite).
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2.6. NUMERICKY VYPOCET DERIVACE A INTEGRALU

~ Uloha k samostatnému feeni N
Vypoctéte urcity integral
1
I = ———d
/—1 21
pro funkci pomoci lichobéznikového a Simpsonova pravidla s 16, 32, 64 rovnomérné roz-
loZzenymi podintervaly a odhadnéte fady integra¢nich chyb obou metod.

(. J

~ Uloha k samostatnému feseni N

Spoctéte pfiblizné integral
/4
1= 4a/ V1—e2sin’t dt,
0
za pomoci lichobéZznikového a Simpsonova pravidla pro 4 rovhomérné rozdélené inter-

valy a hodnoty
Vi _ 12
—

a=3 b=2 e=

Népovéda: Pro elipsu s hlavni poloosou a a vedlejsi poloosou b popisuje integral I jeji
délku a hodnota e pfedstavuje jeji tzv. excentricitu.

Piiklad 2.6.27 Rombergovou metodou vypoctéte pfibliznou hodnotu integralu
ey
i [ P,
—1 X

Reseni: Metoda piepotitava hodnotu integralu z posloupnosti p¥ibliznych hodnot
I, Iny2s Injar Inyss - -

spoctenych na systému vnofenych podintervalfi. Volme pro jednoduchost i =1 (to
odpovida 2 podintervaltim [—1,0] a [0,1]) a prvni ¢tyfi ptiblizné hodnoty v pofadi
uvedeném vySe zapiSeme postupné do prvniho sloupce matice I uvedené niZe:

1.841470984807897 0 0 0
1.879586569612354  1.892291764547174 0 0
1.889027043330779  1.892173867903588  1.892166008127349 0

1.891381727165402  1.892166621776943  1.892166138701834  1.892166140774445

K vypoctu jsme pouzili lichobéZnikové pravidlo. Nenulové prvky ve druhém aZ ¢tvrtém
sloupci pfepocitime z pfedchozich sloupcii postupné pomoci formule

I(j,k—1)—1(j—1,k—1)
op(k-1) _1q

I(j, k) =1(j,k=1) + , j€{234},2<k<] (2.29)

Ve formuli vys$e volime hodnotu p = 2, kterd odpovida teoretickému fddu chyby

YN s

lichobéZnikového pravidla. K vygenerovani matice uvedené vyse je vhodné pouZit pocitac:

Kéd - Matlab 2.23: Vypocet integralu Rombergovych pravidlem.

format long
a= -1, b = 1;
f = @(x) sin(x)./x;
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n=2; % pocet podintervalu
jmax=4; % pocet integralu
p=2; % rad integr. pravidla
I=zeros (jmax) ;
for j=1:jmax
nb=nx*2/(j —1)+1;
x=linspace(a,b,nb); y=f(x); % uzly a hodnoty funce v nich
y(isnan(y))=1; % korekce hodnoty pro x=0
I(j,1)=trapz(x,y); % lichobeznikove pravidlo
for k=2:j
I(j,k)=1(j k—D+(I(j k-1-1(j ~1Lk-1)) /(27 (p*(k—1)) ~1);
end
end
I
Iexact=1.892166140734366; % presna hodnota integralu
for j=1:jmax
for k=1:j
e(j,k)=abs(I(j, k)—Iexact);
end
end
e

e(l:end—1,:)./e(2:end,:)

Blok pfikaztina fadkach 19-25 vypocte a vypiSe odpovidajici chyby vSech pfibliznych
hodnot integrélu:

0.050695155926469 0 0 0
0.012579571122012  0.000125623812808 0 0
0.003139097403587  0.000007727169222  0.000000132607017 0

0.000784413568964  0.000000481042577  0.000000002032532  0.000000000040079

Je vidét, Ze chyba na pozici posledniho diagonélniho prvku je nejmensi. Uplné posledni
pfikaz vypisuje poméry hodnot chyb na pozicich vyse a hodnot chyb na pozicich niZe:

4.029959005340308 0 NaN NaN
4.007384768513065 16.257417069773798 0 NaN
4.001839753656848 16.063378973127048 65.242265979091329 0

NS

Interpretace téchto pomérti je pomérné jasna: lichobéZnikové pravidlo, které pouzivdme

k vypoctu hodnot chyb v prvnim sloupci je fadu 2 a dava tedy zhruba hodnotu pomért
chyb blizkou &islu 4. Ve druhém sloupci je pomér chyb zhruba roven 16, tedy odpovidé fadu
4 konvergence. Nakonec ve 3. sloupci je pomér o trochu vétsi nez 64 a mél by vyjadfovat
konvergenci fadu 6. Hodnoty NaN (Not a Number) odpovidaji déleni nulou a neméli
bychom jim vénovat Zddnou pozornost.

Poznamka k p¥ikladu

Lze ukézat, Ze vypocty ve druhém sloupci odpovidaji pfesné Simpsonovu pravidlu (od-
vod’te) a ve tfetim tzv. Booleho pravidlu.
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3.1. DISKRETIZACE POISSONOVY ROVNICE

3.1 Diskretizace Poissonovy rovnice

g )

Ptiklad 3.1.28 Diskretizujte okrajovou tlohu pro obycejnou diferencidlni rovnici
—u"(x) =x*, u(0)=0,u(1)=0
za pouziti rovnomérného rozdéleni intervalu (0, 1), tu pfeved'te na soustavu rovnic a tu

vyfeste.

. J

Reseni:
Rozdélime interval (0,1) na n + 2 rovnomérné rozlozenych uzli pro n € INp ve tvaru

x;:=1h, i=0,...,n+1,

kde h := n%rl pfedstavuje délku kroku rozdéleni intervalu. Druhou derivaci v libovolném

vnitfnim bodé x;,i = 1, ...,n nahradime druhou centrdlni diferenci

Ui —2u; + Ui

M//(XZ') ~ 2

Nyni Ize jiz pfepsat diferencidlni rovnici na soustavu linedrnich rovnic ve tvaru
Ah,nu =b

s tfidiagondlni matici (prdzdnd mista v matici pfedstavuji nulové prvky)

2 -1
. -1 2 -1
Ah,n = ﬁ € R, (3.1)
-1 2 -1
-1 2
sloupcovym vektorem pravé strany
b=(x2x3,... x> ,}) e R™! (3.2)
a sloupcovym vektorem nezndmych
u= (ul,ug,...,un_l,un)T e R™1. (3.3)

Vektor neznamych aproximuje hodnoty feSeni u ve vnitinich uzlech, tj.
u; ~ u(x;), i=1,...,n,

kde u pfedstavuje piedstavuje presné feSeni okrajové tilohy. To je mozZné pomoci
dvojndsobné integrace ziskat (odvod'te) a plati

u(x) =~ sz4, x € [0,1]. (3.4)

Vypocet pomoci kédu niZe poskytuje vektor feSeni u pro 20 vnitfnich uzla.

K6d - Mathematica 3.1: Re$en{ okrajové tlohy.

20;

1/(n + 1);

(1/h~2)«SparseArray [{{i_,i_}:>2,{i_,j_}:> =1 /; Abs[i—j]==1}, {n,n}];
Table[(ixh), {i, 1, n}];

X >0 B
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Table [(x[[i]]) "2, {i, 1, n}];

LinearSolve[A, b];

t = Table[{x[[i]], ulli]ll}, {i, 1, n}];

pl = ListPlot[t, PlotMarkers —> Automatic, PlotMarkers —> Automatic];
uExact[y_] = (y — y™4)/12;

p2 = Plot[uExact[x], {x, 0, 1}, PlotStyle —> Red];

Show|[pl, p2, PlotRange —> All]

e = N[Max[Abs[u — uExact[x]]]]

Obrazek 3.1 zobrazuje hodnoty pfiblizného vektoru feseni u (modré body) spole¢né

s grafem pfesného feSenim (3.4) okrajové tlohy (¢ervend kiivka). PfestoZe se zd4, Ze slozky
vektoru leZi pfesné na grafu pfesného feSeni, neni tomu tak. Maximélni svisld odchylka
jednoho (pfesnéji nespecifikovaného) modrého bodu od ¢ervené kiivky rovna hodnoté
0.000047134.

0.04 ¢

0.03 -

0.02 ¢

0.01

Obrézek 3.1: Reeni u okrajové tlohy.

Poznamka k piikladu

Tento zptisob ziskéni pfibliZného feSeni okrajové tlohy je zndmy jako metoda kone¢nych
diferenci (angl. finite difference method).

~ Uloha k samostatnému feseni N

Vyfteste okrajovou tlohu pro obycejnou diferencidlni rovnici
—u"(x)=1, u(0)=0,u(l)=0

pro a) 10, b) 100, c) 1000 intervalfi a porovnejte maximéalni hodnotu funkce u na intervalu
(0,1) s ptesnou hodnotou vypoltenou analyticky. Jak p¥ibliznd hodnota maxima konver-
guje pfesné hodnoté maxima vzhledem k délce intervalu h?

| J

3.2 Itera¢ni maticové metody
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Piiklad 3.2.29 Najdéte feSeni rovnice Ax = b, kde

\
S
I

— o
S

pomoci Jacobiho a Gauss-Seidelovy itera¢ni metody a poc¢atecniho vektoru ve tvaru

xo = (0,0,0,0)7.

Porovnejte rychlost konvergence obou metod.

- J

Regeni:
Obé metody pfedpokladaji aditivni rozklad matice

A=L+D+ U,

kde D je diagonalni matice a L a U dolni a horni trojahelnikové matice bez diagonalnich
¢asti. Tedy méame

Jacobiova metoda generuje posloupnost aproximaci vektort {uy }{° z itera¢ni formule
xx=-DYL+U)x,_1+D', ke{1,2...}
a Gauss-Seidelova metoda z formule
xx=—(L+D) WUx;_;+(L+D) ', ke{1,2,...}.

V prvni iteraci obou metod pouZijeme stejny pocatecni vektor xo.
Rychlost konvergence obou metod méfime pomoci tzv. spektralniho poloméru piislusnych
itera¢nich matic

C;:=-DYL+U), Cgs:=—(L+D)'U.

Spektralni polomér matice C € R"*" je definovan jako nejvétsi vlastni ¢islo matice C,
p(C) = max{[A(C)|}. (3.5)

Pomoci Kédu 3.2 ziskdvdme nékolik prvnich aproximaci, které jsou zobrazeny na Obrazku
3.2 jako lomené cary.

Ko6d - Matlab 3.2: Itera¢ni maticové metody.

iters=15; n=4; %pocet iteraci a velikost matice
A=(n+1)"2%(2«xdiag(ones(n,1))—diag(ones(n—1,1),1)—diag(ones(n—1,1),—-1));
b=ones(n,1) ;
D=diag(diag(A)); L=tril (A, —1); U=triu(A,1); %rozklad A=L+D+U
C_Jac=D\(L+U); d_Jac=D\b; %Jacobi
C_GS=—(L+D)\U; d_GS=(L+D)\b; %Gauss—Seidel
x_Jac=zeros(n,iters+1); x_GS=x_Jac; %matice iteraci
for k=1:iters

x_Jac (: ,k+1)=C_Jac*x_Jac (:,k)+d_Jac;

x_GS(:,k+1)=C_GS*x_GS(:,k)+d_GS;
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end

figure;

subplot(1,2,1); plot(x_Jac, 'b—"); axis square;

subplot(1,2,2); plot(x.GS, 'r:"); axis square;

rho_Jac=max(eig (C_Jac)) %spektralni polomer
rho_GS=max(eig (C_GS)) %spektralni polomer

Pozorujeme, Ze obé metod konverguji, pficemz iterace Gauss-Seidelovy metody o néco
rychleji. Zahust'uji se totiz vice kolem vektoru pfesného feSeni

x = (0.08,0.12,0.12,0.08)".
To také ukazuji spektrdlni poloméry obou itera¢nich matic, které vychdazeji
p(Cy) =~ 0.8090, p(Cgs) ~ 0.6545,

tedy je spInéna podminka p(Cjac) > p(Cgs). Protoze jsou zarover obé hodnoty spektralnich
polomérii ostfe mensi nez jedna, musi obé metody v tomto pfipadé zaru¢ené konvergovat
pro libovolny pocate¢ni vektor xo.

~ Poznamka k ptikladu N
Modifikaci prvni fddky kédu vyse na

iters=100; n=10;

ziskavame prvnich 100 iteraci pro soustavu 10 rovnic, které jsou ukdzany na Obréazku 3.3.
Odpovidajici spektralni poloméry jsou

p(C)) ~ 09595,  p(Cgs) ~ 0.9206

a obé metody opét konverguji, avsak ve srovnani s mensi matici v pfikladu pomaleji, pro-
toZe oba spektralni poloméry jsou blize hodnoté 1.

To, Ze pro tlohy s vétsim poctem neznamych dochdazi ke zpomaleni konvergence, je zndmy
fakt a existuji tzv. techniky pfedpodminéni (napf. multigrid), které konvergenci urychluji.
Poznamenejme, Ze program vyse je vhodny pouze pro demonstraci obou metod. V prak-
tickych vypoctech se vSak s maticemi Cj a Cgs vlibec nepocita, protoZe jejich pfimy vypo-
Cet je pfilis ndkladny. Namisto toho se pouzivaji pfepocty aproximaénich vektorti po jed-
notlivych komponentach . Odpovidajici algoritmy lze jednoduse najit na internetu (zkuste
si je sami implementovat).
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Obrézek 3.2: Iterace Jacobiho metody (vlevo) a Gauss-Seidelovy metody (vpravo) pron = 4
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~ Uloha k samostatnému feseni

6
Obrazek 3.3: Iterace Jacobiho metody (vlevo) a Gauss-Seidelovy metody (vpravo) pro n = 10.

10

a) fadkové,

b) sloupcové,

|

c) Frobeniovy,

d) spektrdlni maticové normy.

niho poloméru urcete co moznd nejptesnéji spektralni poloméry p(Cj,c), p(Cgs) obou ite-
ra¢nich matic pro n = 10 v pfedchozim ptikladé. UvaZzujte pfipady

Za pomoci Gelfandovy formule (pro dostate¢né vysokou mocninu) pro odhad spektral-
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3.3. VYPOCET VLASTNICH A SINGULARNICH CISEL MATICE

3.3 Vypocet vlastnich a singularnich ¢isel matice

Ptiklad 3.3.30 Pomoci mocninné metody vypoctéme nejvétsi vlastni ¢islo

)\max (A)/

kde matice A := A}, je definovana v (3.1) pro pifipad h = 1an = 5.

Regeni:
V mocninné metodé sestrojujeme posloupnost normalizovanych sloupcovych vektort
rekurentné ve tvaru

Aug_q
[[Aug_1 ]|’
pro pocatecni sloupcovy vektor 1y € R”. Pokud oznacime iy = Auy_1, 1ze pfeformulovat
rekurenci jednoduseji jako

uk: k:1,2,...

=t

ko k=1,2,...
||k ||

Posloupnost takovych vektort konverguje za urcitych predpokladii k vlastnimu vektoru
Umax odpovidajicimu vlastnimu &islu Ayar(A), tedy plati

Ay = Aax (A)uy

Up =

pro dostate¢né velké hodnoty k. Proto posloupnost odpovidajicich tzv. Rayleighovych
podilt

ul Ay

/\k: 7 k:1,2,.‘.

T
Uy Uy

konverguje pfimo k vlastnimu &islu Ay, (A). ProtoZze vektory normalizujeme, 1ze vyjadfit
jednoduseji

Akfl = u,zllﬁk, k= 1,2,. ..

Iterativni proces demonstrujeme pomoci jednoduchého kédu, ve kterém volime pocate¢ni
vektor
uy = (1,0,0,0,0)7.

Ko6d - Matlab 3.3: Mocninna metoda.

n=>5; % velikost matice
A=2xdiag(ones(n,1))—diag(ones(n—1,1),1)—diag(ones(n—1,1),—1);
u=zeros(n,1); u(l)=1; % normaliz. pocatecni vektor
lambda_old =4; % horni odhad max. lambda
iter=1e5; % maximalni pocet iteraci
tol=1e—6; % tolerance
for k=1:iter

u_old=u;

u=A\u;

lambda=dot(u_old ,u); % Rayleighuv podil

u=u/norm(u) ; % normalizace vektoru

g=sprintf (%f ', u);
fprintf ("iter=%d, lambda=%2.8f, u=(%s\b)\n’, k, lambda, g) %vypis
if abs(lambda—lambda_old)<tol
break
end
lambda_old=lambda; % aktualizace
end
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Prvnich 8 iteraci vychdazi postupné jako

iter=1, lambda=2.00000000, u=(0.894427 -0.447214
iter=2, lambda=2.80000000, u=(0.771517 -0.617213
iter=3, lambda=3.14285714, u=(0.675926 -0.675926
iter=4, lambda=3.33333333, u=(0.602340 -0.688389
iter=5, lambda=3.45454545, u=(0.544428 -0.680535
iter=6, lambda=3.53814749, u=(0.497820 -0.663760
iter=7, lambda=3.59789719, u=(0.459735 -0.643629
iter=8, lambda=3.64059937, u=(0.428391 -0.623114

.000000 0.000000 0.000000)

.154303 0.000000 0.000000)

.289683 -0.048280 0.000000)
.387219 -0.114731 0.014341)
.453690 -0.181476 0.041245)
.497820 -0.241367 0.074267)
.526606 -0.292237 0.108022)
.545137 -0.334113 0.139302)

O O O O O O o o

a posledni 2 iterace vychazi jako

iter=33, lambda=3.73204893, u=(0.289318 -0.500643 0.577350 -0.499357 0.288032)
iter=34, lambda=3.73204960, u=(0.289192 -0.500517 0.577350 -0.499483 0.288158)

Je vidét, Ze se kéd zastavi, protoZe rozdil poslednich dvou pfibliznych hodnot A je mensi
nez nastavénd tolerance "tol’. Hodnota z posledni iterace pfibliZuje pfesné spoctenou
hodnotu nejvétsiho vlastniho ¢isla

Amax ~ 3.73205081, (3.6)
kterou jsme vypocetli nezdvisle pomoci pfikazu
max (abs (eig(A)))

Pfikaz vSak pocita vSechna vlastni ¢isla a z nich si najde dominantni, coZ je pro velké matice
neefektivni.

~ Poznamka k ptikladu N

Nase matice A v prikladu je symetricka a dokonce pozitivné definitni. To znamend, Ze ma
vSechna vlastni ¢isla redlnd a zaroven kladnd. Proto mocninnd metoda konverguje k nej-
vétsimu z nich. Nadefinujeme-li v 2. ¥ddce v programu vyse matici A pomoci

A=randi(10,n,n)-randi(10,n,n);

stava se nesymetrickou matici s ndhodnymi celo¢iselnymi prvky. Potom mtZeme ovéfit, Ze
mocninna metoda konverguje k dominantnimu vlastnimu ¢&islu, tj. ¢islu nejvétsimu v ab-
solutni hodnoté (pokud existuje jediné). Pokud je vSak dominantni vlastni ¢islo komplexni
(tedy s nim do pdaru je dominantni i ¢islo komplexné sdruZené), miize mocninnd metoda
oscilovat (experimentujte s kédem).

~ Uloha k samostatnému feseni N

Mocninou metodou spoététe nejvetsi vlastni ¢islo Ay (A) kde matice A := Ay, , je defino-
vana v (3.1) v pfipadé h = 1 a n = 1000. UvaZujme pocétecni sloupcovy vektor

up = (1,0,...,0)T.
Zobrazte graf zavislosti chyby aproximace Ay.x(A) vypoétené pomoci
10,100, 1000, 10000
iteraci v logaritmické Skale. Pfesnou hodnotu nejvétsiho vlastniho &isla ziskejte nezéavisle

na vypoctu, napf. pomoci pfikazu ,max(eig(A))” v Octavé/Matlabu.

. J
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~ Uloha k samostatnému feseni <

Pomoci tzv. inverzni mocninné metody (angl. inverse power method) vypoctéte nejmensi
vlastni ¢islo

Amin (A)/
kde matice A := A}, , je definovana v (3.1) pro piipad h = 1an = 5.

(. J

Ptiklad 3.3.31 Pro sloupce matice

2 -1
-1 2 -1
A= -1 2 -1

-1 2

proved'te Gram-Schmidtiiv proces ortogonalizace a ziskejte z ného QR rozklad matice A.
.

J

Reseni:
Jednotlivé sloupce matice A oznac¢ime jako vektory

2 -1 0 0

-1 2 -1 0

a; = ol ap = 11" az = 217 ag = -1
0 0 —1 2

Gram-Schmidttv proces vytvofi ortogonalni bazi sloupcovych vektort g1, 42, 43, g4
konstruovanych z vektort a;, az, a3, a4 podle schématu

qm = a,

q2 = a2 —T12-4q1,

gz = a3 —1i,3-4q1—7123" 492,

4 = 044 —T14-q1 — 72442 —134°(3

ve kterém pomoci podilti skalarnich soucinti definujeme koeficienty

T
1 gk
k1

=, ke{1,2,3},1e{k+1,...,4}.
q{qk

Gram-Schmidttv proces je ekvivalentni (ovéite) maticovému QR rozkladu

1 rp rz ra

ap ay a3 az| _ [q1 g2 43 g4 1 ra 14 (3.7)
1 34 ! '
1

kde Q je matice sloZena z vektorti g1, ..., q4 a R je horni trojihelnikova matice slozena
z koeficientti ry ;. Pomoci kédu

Kéd - Mathematica 3.4: QR rozklad matice.

A={{2,-1,0,0},{-1,2,—1,0},{0,—1,2,—1},{0,0,—1,2}};

diml = Dimensions[A][[1]]; dim2 = Dimensions[A][[2]];

Q = Table[Table[0, dim2], diml];

R = Table[Table[0, dim2], dim2];

For[i=1,i<= dim2,i++, ui = A[[AIll, i]]; si = Table[0, diml];
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For[j=1,j<= i—1,j++, sksj = A[[All, i]].Q[[All, j1I;

sksj2 = Q[[All, j]I.Q[[ALl, j]I;

R[[j,i]] = sksj/sksj2;

si += sksj«Q[[All, j]]/sksj2];

Q[[All,i]] = ui — si;

R[[i,i]] = (Q[[ALl,i]].A[[All,i]])/@Q[[AIl,i]].Q[[AIl,i]])]
Q // MatrixForm
R // MatrixForm

ziskdvdme (spoctéte rucné)

2 3/5 2/7 1/6 1 —4/5 1/5 0
0= -1 6/5 4/7 1/3 R— 1 -8/7 5/14

0 -1 6/7 1/2)’ 1 —4/3]’

0 0 -1 2/3 1

pficemzZ plati A = QR. Ve vypoctech jeste pokracujme déle. Matice Q vy3e je opravdu
ortogondlni, nebot’
5

D:QTQ: > 15

je diagondlni matice. PfeSkdlovanim pomoci transformaci
Q:=QD7 "%, R:=D'?R

ziskdme matice

2 3 2 1 4 1

Vs VW Vis V3 Vo - V5 VB 0

1 og /2 s 2 u _g /2 /5

o= NG 35 V105 15 R 5 35 4
B 5 3 3 17 B 15 5
0 = 2% Vi V7 TH o

7 2 5

00 —E 2/} Vi

aplati A = QR, pti¢emZ matice Q je ortonormalni tedy spltiuje rovnost QTQ = I, kde I je
identickd matice. Transformace lze jednoduse realizovat dodate¢nym kédem:

Koéd - Mathematica 3.5: QR rozklad matice - normalizace.

S = Transpose[Q].Q;
Qtilde = Q.MatrixPower[S, —1/2];
Rtilde = MatrixPower[S, 1/2].R;
Qtilde // MatrixForm
Rtilde // MatrixForm

Pozndmka k p¥ikladu

V praxi se nerealizuje QR rozklad pomoci Gram-Schmidtova rozkladu popsaného vyse,
ale numericky stabiln&jsimi metodami, napf. tzv. Givensovymi rotacemi nebo Househol-
derovymi reflexemi.
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Piiklad 3.3.32 Diagonalizaci pomoci QR metody vypoctéte vSechna vlastni ¢isla matice
2 -1
-1 2 -1
A= =i 2 =l
-1 2

Regeni:
Metoda diagonalizace pievadi matici Ag := A postupné na posloupnost podobnych matic

A]/AZI- . .,Ak,Ak+1,. .-

7 %z

které maji stejnd vlastni ¢isla. Pro dané k € IN sestrojime QR rozklad matice

A = QiR
a dalsi matici Ay definujeme jako soucin matic Qx a Ry v opaéném pofadi. j.
Akg1 = ReQx

ProtoZe plati
T T
Qr AxQk = Qp QiR Qi = RiQk = Agy1,
jsou matice Ay a Ay podobné a proto musi mit stejna vlastni ¢isla (matematickou indukci
ukaZeme, Ze také stejna s ptivodni matici A).
Nékolik prvnich matic jednoduse vygenerujeme pomoci kédu

Koéd - Matlab 3.6: QR metoda.

n=4; % velikost A
A=(2xeye(n)—diag(ones(n—1,1) ,1)—diag(ones(n—1,1),-1)); % matice A
iter =5; % pocet iteraci
for i=1:iter

[QRI=qr(A) ;

A=Rx+Q
end

ktery poskytuje matice A;, Ay, Az oddélenych carou:

2.8000 -0.7483 0.0000 -0.0000

-0.7483 2.3429 -0.8748 0
0 -0.8748 2.1905 0.6236
0 0 0.6236 0.6667

Matice konverguje podle teorie k diagonalni matici (pro nesymetrickou matici A obecnéji
k horni trojahelnikové matici) a ¢isla na diagondle aproximuji vSechna vlastni ¢isla. Napt.
matice Ajg, Aso vychézi
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3.6140 -0.0634 0.0000 0.0000
-0.0634 2.6221  -0.0047 -0.0000
0 -0.0047 1.3820 -0.0000
0 0 -0.0000 0.3820

To znamena, Ze &isla z diagonaly matice As
3.6180 2.6180 1.3820 0.3820

predstavuji pfiblizna vlastni ¢isla matice A, kterd se shoduji s pfesnymi vlastnimi ¢isly
ve vSech uvedenych cifrach.

~ Uloha k samostatnému feseni N

Elipsoid je popsan rovnici

2x% + 3y* + 42% + 4xy = 5.
a zobrazen na Obréazku 3.4. Vypoctéte numericky vlastni ¢isla a vlastnich vektory odpovi-
dajici kvadratické formy a z nich urcete sméry a velikosti hlavnich os elipsoidu.

2

Obrézek 3.4: Elipsoid z dlohy.
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Piiklad 3.3.33 Sestavte singuldrni rozklad matice
1 2 3 4
A= <2 4 6 8) i

ReSeni: Singularni rozklad hleddme ve tvaru

A=Ux VT, (3.8)

kde matice U, V jsou ¢tvercové ortonormalni a ¥ je obdélnikova matice s nezapornymi
prvky pouze na hlavni diagonale uspofddanymi od nejvétsiho k nejmensimu. Plati

AAT=uzvivztu' =u (zz") uft,
ATA=vtutuztvl =v (2T %) vT,
coz je ekvivalentni dvéma tilohdm na vlastni ¢isla psanym v maticovém tvaru jako
(AATHYu=u (zx7),
(ATA)V =V (=T %).

Sloupcové vektory matic U a V tedy predstavuiji vlastni vektory matic AAT a AT A a ¢isla na
diagonélach matic ¥ X7 a T ¥ jejich vlastni &fsla.
V nasem piikladé plati

5 10 15 20

r_ (30 60 . |10 20 30 40
AA _<6O 120) AA% |15 30 45 60
20 40 60 80

Resenti tloh na vlastni &fsla poskytuje matice

U ~ <0.4472 —0.8944) / syl _ (150 0> ’

0.8944  0.4472 00
0.3586 —0.8944  0.1952 0.1826 150 0 0 O
V ~ 07171  0.4472  0.3904 0.3651 Ty _ 0 00O
~ | —0.5976 0 0.5855 0.5477 |’ B 0 00O
0 0 —0.6831 0.7303 0 00O

ProtoZe vysledna nezdporna matice ¥ musi mit stejnou velikost jako A, je nutné aby platilo

s (122474 0 0 0
= 0000/

Vsechny matice je moZné vypocitat pomoci nésledujictho kodu:

Koéd - Matlab 3.7: Singularni rozklad.

format short
A=[1 23 4; 2 4 6 8]

AAt=AxA’
AtA=A"xA

[U, SigmaSigmat] = eig (AAt); % uloha na vlastni cisla
[d1, ind1] = sort(diag(SigmaSigmat),b "descend ’); % serazeni
U = U(:, indl)
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SigmaSigmat=diag (d1l)

[V,SigmatSigma] = eig (AtA); % uloha na vlastni cisla
[d2, ind2] = sort(diag(SigmatSigma),6 "descend’); % serazeni

V =V(:, ind2)

SigmatSigma=diag (d2)

if numel(dl)<=numel(d2) % orezani Sigma
d=di;

else
d=d2;

end

Sigma=full (sparse (1:numel(d) ,1:numel(d),sqrt(d),b size(A,1),size(A,2)))

check=norm (UxS*V’'—A) % kontrola rozkladu

Vsimnéme si, Ze kéd vyuZziva dvakrét fesi¢ vlastnich vektorti a vlastnich &isel eig”.
Posledni fadka kédu kontroluje spravnost singuldrniho rozkladu.

~ Poznamka k ptikladu N

Pfipometime, Ze jsme matici A € R?** v nagem pftikladu rozloZili pomoci singularniho
rozkladu (3.8) na matice U € R?*2, ¥ € R?*4,V € R**4. ProtoZe matice ¥ obsahuje jen
jedno nenulové singularni ¢islo, 1ze plivodni matice ofiznout a ziskat

0.3586

- (04472 - . 0.7171
U= <0.8944>’ ne (122474), VAo se76
0

Ovéime, Ze plati A = ULVT. Takovému rozkladu fikdme tzv. ekonomicky singularni roz-
klad.
Matlab samoziejmeé disponuje vlastnim fesicem singularnich ¢isel a vektorti a ptikazy

[U2,Sigma2,Vv2]
[U3,S8igma3,V3]

svd(A)
svd(A,"econ")

vygeneruji pfislusné singuldrni rozklady (ovéite).

~ Uloha k samostatnému feSeni N

123 4
A_<2468>

jeji pseudoinverzni (Moore-Penrose inverzn{) matici A*. Déle vyteste s jeji pomoci sou-

stavy rovnic Ax = b, kde
10 11
b= <ZO> nebo b= <20> .

Srovnejte ziskand feSeni s obecnymi feSeni soustav linedrnich rovnic z linedrni algebry.

. J

Sestavte pro matici
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~ Poznamka k ptikladu

Zajimavou tlohou je komprese fotografii pomoci singuldrniho rozkladu. Uvazujme ¢erno-
bilou fotografii vdno¢niho trhu z Obrdzku 3.5 (nahote). Fotografie je uloZena jako matice
o velikosti 1530 x 2040 a ma tedy 1530 singularnich ¢isel. Zanedbanim velkého mnozstvi
malych singuldrnich ¢isel a odpovidajicich levych a pravych singuldrnich vektort 1ze do-
sdhnout uspokojivé aproximace matice a tim komprimovat ptivodni fotografii, viz dolni
¢ast Obrazku 3.5.

original picture

80 singular values

Obrézek 3.5: Phvodni fotografie (nahote) a komprimovana (dole) za pouziti 80 nejvétsich
singularnich &isel.
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3.4. RESENI DIFERENCIALNICH ROVNIC

3.4 ResSeni diferencidlnich rovnic

( )

Piiklad 3.4.34 Vyfteste diferencidlni rovnici s poc¢ate¢ni podminkou

pfiblizné pomoci Eulerovy explicitni metody. K jaké hodnoté konverguje metoda v bodé
Xmax = 2? Porovnejte s analytickym feSenim a odhadnéte fad konvergence metody srov-
nanim chyb pro 10, 100, 1000 nebo 10000 rovnomérnych krok.

. J

Reseni: Hleddme aproximaci funkce y = y(x) na intervalu [0, 2]. Diferencialni rovnici je
vhodné piepsat do tvaru

kde derivace hledané funkce stoji samostatné na levé strané. Pfesné feSeni diferencidlni
rovnice je dano (odvod’te pomoci separace proménnych) jako

4x>
=4/ —+1
y(x) =t
a tedy plati y(2) = Y89 ~ 5.157518783291051.
Eulerova explicitni metoda generuje posloupnost aproximaci feSeni podle rekurentni
formule
2x}
Xer1 =X+, Yk =Ykt hy—kk (3.9)
prok =0,1,...,n —1, kde n pfedstavuje pocet krokti metody. Délka jednoho kroku
h := 2/n odpovidd rozdéleni intervalu [0, 2] na n stejné dlouhych podintervalti. Hodnoty

XOIO, yozl

odpovidaji potate¢ni podmince tlohy. Posloupnost {y} nechdme vygenerovat ve viech
¢tyfech pripadech pomoci pocitace.

Ko6d - Matlab 3.8: Reseni diferencialni rovnice.

clearvars; close all;

f=@(x,y) (2xx.74)./(y); % f

x0=0; y0=1; % pocatecni podminka

xmax=2;

all_n=[10 100 1000 10000]; % pocty kroku

yExact=@(x)sqrt (((4*x.75)/5)+1); % presne reseni

for j=1:numel(all_n) % cyklus pro ruzna n
xy=euler (f ,x0,xmax,y0,all_n(j)); % resic
h=xy(2,1)—xy(1,1); % delka kroku

fprintf (" h=%2.2d, y_h(%d)=%f", h, xmax, xy(end,2)) % vypis
if exist(’yExact’, 'var’)
e=abs(xy(end,2)—yExact(xmax) ) ;
fprintf (', e(%d)=%2.4d \n’, xmax, e);
else
fprintf('\n’");
end
end
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function xy=euler (f,x0,xMax,y0,n) % Eulerova metoda
x=linspace (x0,xMax,n+1) ’;
y=zeros (n+1,1); y(1)=y0;
h=x(2)—x(1);
for i=1:n
y(i+1)=y(i)+hxf(x(i),y(i));
end
xy=[x, yl;
end

Kod realizuje jednotlivé Eulerovy metody pro rtizna n a poskytuje vypis:

h=2.00e-01, y_h(2)=4.869488, e(2)=2.8803e-01
h=2.00e-02, y_h(2)=5.127952, e(2)=2.9567e-02
h=2.00e-03, y_h(2)=5.154556, e(2)=2.9628¢-03
h=2.00e-04, y_h(2)=5.157222, e(2)=2.9634e-04

Kromé délky kroku / a ptiblizné hodnoty y;,(2) jsou zobrazeny v poslednim sloupci
absolutni chyby ¢(2) = |y,(2) — y(2)]. Ty se postupné& snizuji pfiblizné 10 krat. Protoze délka
kroku h se v uvazovanych p¥ipadech také 10 krat snizuje, plati zhruba odhad e(2) = h.
Numericky jsme tedy demonstrovali prvni fdd konvergence Eulerovy explicitni metody.

X aproximace: n=10 | _ - ,
5r X aproximace: n=100 o
presné rfeSeni
4.5 | | ———=smérové pole
4 +
35 - -
>
3 -
25r
2 -
15
1 -
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Obrézek 3.6: Aproximace ziskané pomoci Eulerovy explicitni metody.

Rozsifenim koédu je mozné také vykreslit jednotlivé aproximace feSeni, graf pfesného feseni
a smérové polem odpovidajici diferencidlni rovnici, viz Obrazek 3.6.

~ Pozndamka k piikladu

~

Implementaci znamé Heunovy metody druhého fadu, o které se mtiZeme docist v litera-
tufe docilime hodnot:

h=2.00e-01, y_h(2)=5.205293, e(2)=4.7775e-02
h=2.00e-02, y_h(2)=5.157938, e(2)=4.1890e-04
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h=2.00e-03, y_h(2)=5.157523, e(2)=4.1415e-06
h=2.00e-04, y_h(2)=5.157519, e(2)=4.1369e-08

Absolutni chyba v druhém sloupci se postupné zhruba 100 krét snizuje, tedy e(2) ~ h2.
V praxi jsou populdrni Runge Kutovy metody ¢tvrtého fadu, které dosahuji hodnot:

h=2.00e-01, y_h(2)=5.157766, e(2)=2.4677e-04
h=2.00e-02, y_h(2)=5.157519, e(2)=2.2689e-08
h=2.00e-03, y_h(2)=5.157519, e(2)=2.2515e-12
h=2.00e-04, y_h(2)=5.157519, e(2)=9.7700e-15

Zde se chyba snizuje zhruba 10000 krét a plati ¢(2) ~ h*. Jen v poslednim sloupci ndm
format ¢isla ‘"double” v MATLABu nestaéi konvergenci zachytit, bylo by zapotiebi vice
desetinnych mist.

~ Uloha k samostatnému feseni <
Vyfeste numericky diferencidlni rovnici s po¢ate¢ni podminkou
y'(x) =sin(y +x),  y(0)=1
na intervalu (0,10) za pouziti 10,100, 1000 rovhomérné rozloZenych krokt. Srovnejte s fe-

Senim ve WolframAlpha.

(. J

~ Uloha k samostatnému feseni N

Vyteste numericky diferencidlni rovnici nelinedrniho kyvadla s po¢ate¢ni podminkou
¢"()+5sing(H) =0, ¢/(0) =1, p(0) = 7/2

na intervalu (0,20). Volte I = 1 (délka kyvadla) a g = 9.81 (gravita¢ni zrychleni).
Napovéda: pfeved'te rovnici druhého fadu pomoci substituce w(t) = ¢'(t) na soustavu
rovnic prvniho fddu pro neznamé funkce ¢ = ¢(t), w = w(t) piedstavujici thel a thlovou
rychlost kyvadla a aplikujte napi. Eulerovu explicitni metodu.

g )

Ptiklad 3.4.35 Pomoci metody stfely vyfeste okrajovou tlohu pro diferencidlni rovnici

2 X
v =20y =e, y)=1

na intervalu (0, 1).

- J

Reseni: Metoda stiely (angl. shooting method) spoivé v nahrazeni okrajové podminky
na jednom okraji podminkou na derivaci hledané funkce na okraji druhém. Namisto
okrajovych podminek

y(0) =4, y'(0)=u

a hodnotu y € R hleddme tak, aby vysledné feseni diferencidlni rovnice splnilo nahrazenou
podminku y(1) = 1. Vhodné hodnoty parametru y hleddme za pomoci nasledujiciho kédu:
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Koéd - Mathematica 3.9: Metoda stfely.

(* vypocet rovnice y’''=(3/2)y”2, y(0)=4, y(1)=1 na intervalu (0,1) =x)
fly_, x_1 = (3/2) (y)"2;

eq = {y’'[x] == fly[x], x]};

mul = —4;, mu2 = —8;, mu3 = —16; mu4d = —35.85;

sl = NDSolve[{eq, y[0] == 4, y'[0] == mul}, y, {x, 0, 1}];
s2 = NDSolve[{eq, y[0] == 4, y'[0] = mu2}, y, {x, 0, 1}];
s3 = NDSolve[{eq, y[0] == 4, y'[0] == mu3}, y, {x, 0, 1}];
s4 = NDSolve[{eq, y[0] == 4, y'[0] == mu4}, y, {x, 0, 1}];
pl = Plot[y[x] /. s1l, {x, 0, 1}, PlotStyle — {Orange}];
p2 = Plot[y[x] /. s2, {x, 0, 1}, PlotStyle — {Blue}];

p3 = Plot[y[x] /. s3, {x, 0, 1}, PlotStyle — {Green}];
p4 = Plot[y[x] /. s4, {x, 0, 1}, PlotStyle — {Red}];
Show[pl, p2, p3, p4, PlotRange — {{0, 1}, {-10, 8}},

AxesOrigin —> Automatic]

y[1l] /. sl
y[1l] /. s2
y[1] /. s3
y[1] /. s4

Kéd vyuziva opakované numericky fesi¢ diferencidlnich rovnic , NDSolve” systému
Mathematica. Reeni pro réizné hodnoty parametrii y jsou ukézana na Obréazku 3.7. Viechna
predstavuji konvexni funkce (jak to zdtivodnite?). Modifikaci kodu ovéfime, Ze pro kladné
hodnoty y feSeni y, = y,(x) roste a dosahuje v bodé x = 0 velkych hodnot. Pro hodnotu

i = —8 splituje podminku y(1) = 1 pfesné. Lze ukdzat (ovéfte), ze
Yu=—s(x) = 4/(1+x)*

a proto tato funkce pfestavuje jedno feseni okrajové tlohy. Druhé pfiblizné feseni ziskdme
pro volbu u ~ —35.85, jeho pfedpis vSak nezndme.

-10 -

Obrézek 3.7: Pfiblizna feSeni ziskand metodou sttely pro y € {—4, —8, —16, —35.85} (oran-
zova, modra, zelena, ¢ervena kiivka).

Poznamka k p¥ikladu
{Zavedenim nové funkce z(x) = y'(x) pfevedeme rovnici druhého tadu v ptikladu na sou-
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stavu dvou rovnic prvniho fadu ve tvaru

Y (x) = z(x),
ooy 3YP (%)
2(x) = 2L,

spltiujicich potétetni podminky y(0) = 4 a z(0) = u. K nalezeni pfiblizného feseni na in-
tervalu x € [0,1] miZeme vyuZzit vhodnou numerickou metodu, naptiklad Eulerovu ex-
plicitni metodu (rozepiste ji).

- J
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KAPITOLA

4
KDE CIST DALE?

Seznam uvedeny zde by mohl byt velmi rozsahly, zminiujeme v8ak jen nékteré tituly
v CeSting.

V diskrétni matematice to jsou:
e kniha autorti J. Matouska a J. NeSetfila [2],
e netplnd skripta O. Pangrédce (odkaz zde),
e skripta P. Kovare (odkaz zde),
e sbirka piikladt M. Kubesy (odkaz zde),
e sbirka prikladt P. Kovéfe (odkaz zde).

V numerické matematice to jsou:
e skripta R. Kucery a Z. Moravkové [1] (odkaz zde),
e skripta S. Miky a M. Brandnera [3],

e skripta V. Vondraka a L. Pospisila (odkaz zde).
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https://drive.google.com/file/d/0B2f7HR2ns1UQS2xrZmtuZHhNWVE/view?resourcekey=0-uiRWJAttdH6a_xcwzQ9uBw
https://mi21.vsb.cz/modul/uvod-do-teorie-grafu
https://mi21.vsb.cz/modul/zaklady-diskretni-matematiky
https://mi21.vsb.cz/sites/mi21.vsb.cz/files/unit/dim_utg_priklady_web.pdf
http://homel.vsb.cz/~kuc14/textyNM/FINALNI_VERZE_CD.pdf
https://mi21.vsb.cz/sites/mi21.vsb.cz/files/unit/numericke_metody.pdf
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