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1 Uvod

Tento text je urcen jako studijni opora predmétu Analyza vicerozmeérnych dat ve
vsech formach studia na Piirodovédecké fakulté Ostravské university ve studijnim

oboru Informacni systémy.

Cilem textu je poskytnout nezbytné zaklady pro statistickou analyzu vicerozmeér-
nych dat, zejména pro regresni analyzu a vybrané mnohorozmérné metody. Vyklad
je zaméfen spiSe na porozumeéni zakladnim pojmum, které je nutné pro spravnou
aplikaci metod vicerozmérné analyzy nez na matematické dukazy. Ptresto predkla-
dany text neni lehké ¢teni do postele pred spanim. Prosim, pocitejte s tim, ze budete
casto nuceni usilovné premyslet, vykladanou latku si postupné vyjasnovat a k mnoha
tématum se opakované vracet. Nékdy vam muze pomoci i studium citovanych uceb-
nic a publikaci nebo zdroju z internetu. Snad k pochopeni pomohou i obséhlé fesené
priklady, které jsou pripojeny k vétsiné dulezitych témat. Data pro fesené piiklady
jsou prilozena k uc¢ebnimu textu v samostatnych souborech ve formatu tabulkového
procesoru Excel, aby byla ¢itelna na vétsiné béznych pocéitacu s ruznym softwarovym

vybavenim.

Kazda kapitola zac¢ind pokyny pro jeji studium. Tato cast je vzdy oznacena jako

Privodce studiem s ikonou na okraji stranky.

Pojmy a dulezité souvislosti k zapamatovani jsou vyznaceny na okraji stranky textu

ikonou, kterou vidite u tohoto odstavce

VVVVVV

oznacena textem Shrnuti a ikonou zobrazenou na okraji.

Oddil Kontrolni otazky oznaceny ikonou jako u tohoto odstavce by vam meél
pomoci zjistit, zda jste prostudovanou kapitolu pochopili a snad vyprovokuje i vase

dalsi otazky, na které budete hledat odpoved'.

U nékterych kapitol je pripomenuta Korespondecéni tloha. Pro kombinované
studium budou koresponden¢ni tlohy zadavany v ramci kurzu daného semestru.
Uspééné vyTeseni korespondenc¢nich loh je soucasti podminek pro ukonceni pied-

métu v kombinovaném studiu.

.QM...@







2 Vektory a matice

Pruvodce studiem

Kapitola je opakovanim ldtky o vektorech a maticich, coZ byste méli uz zndt z kurzi
linedrni algebry. Na tuto kapitolu pocitejte se dveéma hodinami studia, pokud jste
toho moc z linedrni algebry nezapomnéli. Jinak bude potrebny cas delsi. Vsechny

uvedené operace s maticemi jsou pak uzZivany v dalSim textu, tak je nutné, abyste je

bezpecné zvladli.

2.1 Zakladni pojmy

Vektory budeme oznac¢ovat malymi tucnymi pismeny. Sloupcovy vektor — ptiklady:

1 Y1

X2 Y2
X = y = )

Tp Yp

Skaldrni soucin vektoru je

Telne xTx — S 2
Specilelné x*x = ) - | x;

Norma vektoru je

I [|=vxix =

Kosinus smérového uhlu dvou vektoru je pak

XTy

CcosQ = —————
Iy |

Je-li cosa = 0, tj. xTy = 0, pak ifkdme, Ze vektory jsou ortogondlni (jsou na sebe
kolmé, cosav = 0 ). Vidime, zZe kosinus smérového uhlu vektoru je vlastné vybérovy

korelacni koeficient velicin x, y, tedy jsou-li vektory x, y ortogondlni, znamena to,

ze veliciny x, y jsou nekorelované.




6 2 VEKTORY A MATICE

Matice typu (n x p) (matice budeme oznacovat velkymi tuénymi pismeny) je

11 L1z 0 Tip

To1 Xz - Typ
X =

Tn1 Tp2 - Lnp

Matice A, B lze scitat (a odéitat), pokud jsou stejného typu (n x p).
A+B=C
Matice C je opét typu (n X p) a pro jeji prvky plati
Cij = Qij + by
Matice A, B lze nasobit, pokud jsou typu (n X p) a (p X m).
AB=C

Matice C je typu (n X m) a pro jeji prvky plati

p
Cij = E ik
k=1

Jelikoz vektor je specielni pripad matice majici jen jeden sloupec nebo tadek, lze
stejné pravidlo uzit i pro ndasobeni matice vektorem. Pak napt. soustavu linearnich

rovnic muzeme strucné zapsat jako
Ay =b.

Presvédcte se, ze opravdu je to rovnost dvou vektoru, kazdy o délce rovné poctu
fadku matice A. Vektory jsou si rovny, kdyz jsou si rovny jejich vzajemné si odpo-

vidajici prvky, tzn. mame soustavu linearnich rovnic.

Transponovand matice X' vznikne z matice X tak, Ze zaménime fddky a sloupce,

tzn.
11 X21 -+ Tnl
T12 T2 - ITn2
XT =
xlp x2p PR xnp

Transponovana matice X7 je typu (p x n). Je ziejmé, Ze plati (XT)T =X.

Pro transponovani plati nasledujici pravidla:
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(A+B)" = AT + B
(AB)T = BTA”

Hodnost matice typu (m x n) je prirozené ¢islo h(C) < min(m,n).
Je-li matice typu (n x n), fikdme, ze je to ¢tvercovd matice tadu n.

Symetrickd matice je ¢tvercova matice, pro kterou plati AT = A tzn. je symetricka

podle hlavni diagondly.

Diagondlni matice je ¢tvercova matice, kterd ma vSechny prvky mimo hlavni diago-

nalu rovny nule.

Jednotkovd matice je diagonalni matice s jednickami na hlavni diagondale. Oznacu-
jeme ji I nebo 1, je-li nutno zminit jeji rozmer.

Stopa matice je soucet diagondlnich prvku Tr(A) = Y7 | as.

Determinant matice ozna¢ujeme |A| nebo det(A). Je to skalar (¢iselna hodnota),
kterou muzeme chapat jako miru nevyvazenosti matice.

Kdyz A je typu 2 X 2, pak |A| = a11a90 — aq2a9;.

Matice A fddu n je reguldrni, kdyz |A| # 0. Pak existuje inverzni matice A~!, pro
kterou plati
AT7TA=AA'=1

Kdyz matice A fadu n je reguldrni (JA| # 0), pak hodnost matice je h(A) = n.

Déle plati, ze
(AT>71 — (Afl)T

(AB)'=B'A™!

Je-li matice A fddu 2 reguldrni, pak inverzni matice A~! je

)l

A_l _ GQQ/A —GIQ/A
—agl/A au/A

kde A = aj1a99 — a12a91, tj. determinant matice A.
Kvadraticka forma matice je skalar

n n
XTAX:§ g ;T T

i=1 j=1

Kvadraticka forma je uréena matici A. Matice B, pro kterou plati b;; = a;; a soucasné
bij +bji = a;; + a;; urcuje tutéz kvadratickou formu. Existuje vSak jedind symetrickd

matice dané kvadratické formy.
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2.2 Vlastni ¢isla a vlastni vektory matice

Necht’ A je ¢tvercova matice fadu n. Pak vlastni ¢islo (charakteristické ¢islo, eige-

nvalue) je takovy skalar A, aby pro nenulovy vektor u platilo:
Au=\u

u je vlastni (charakteristicky) vektor. Vidime, ze vyse uvedenou rovnosti neni defi-
novan jednozna¢né, nebot’ rovnost plati pro kazdy vektor cu, ¢ # 0. Nadéle budeme
tedy uvazovat jen vektory normované (s normou rovnou jedné), tzn. v = cu, kde

c=1/| u||. Rovnost pak muzeme piepsat na tvar

(A—I\N)v=0

Protoze v # 0, musi platit, ze determinant matice v zavorkéach na levé strané rovnice

A —1I\ =0

Tento determinant je polynom n-tého stupné, feseni je Ai, Ao, -, A, a kazdému

vlastnimu cislu odpovida vlastni vektor v;.

Kdyz A je symetrickd matice, pak vSechna vlastni ¢isla jsou redlnd a vlastni vektory

jsou ortogondlni, takze plati

viv,=1 i=1,2--.,n
vivi=0 i F ]
Kdyz vlastni vektory uspofdddame do matice V = [vy,va, -+, v,], pak V je ortogo-

nalni matice, tj. plati
vi=v-! a Vv =1

Matici A muzeme diagonalizovat:

MO 0
A 0

VIAV =L = °
0 0 A

Pak stopa matice A je rovna souctu jejich vlastnich ¢isel, Tr(A) = -7 | \; a deter-

minant matice A je roven soucinu jejich vlastnich ¢isel, |A| = Aj Ay - -+ Ay.
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Spektralni rozklad matice A je definovan jako
A = Z /\Z‘VZ‘V:‘L»F
i=1

2.3 Dalsi dualezité vlastnosti matic

Jestlize C je ortogonalni matice a y = Cx, pak y'y = x’x

Symetrickd matice A je pozitivné definitni, jestlize kvadratickd forma xT Ax > 0 pro
kazdy vektor x # 0. Kdyz xTAx > 0, pak A je pozitivné semidefinitni. Pozitivné

definitni matice ma vSechna vlastni ¢isla kladna.
Kdyz B je matice typu (n x m), s hodnost{ m, pak BT B je pozitivné definitni.

Jestlize A je pozitivné definitni, pak existuje regularni matice P takovéd, ze

PTAP =1 a P'P=A""

Pseudoinverzni matice A~: Kdyz A je matice typu (m x n), pak A~ je typu (n x m)
a plati
AATA=A

A~ vzdy existuje, ale neni jednoznacné urcena.

2.4 Derivace skalarniho vyrazu podle vektoru

Je-li y = f(x1,x9,...,2,), potom

dy/0xy
dy 0y/0xs
ox :
oy/0xy, |
O0alx/0x, [
0alx daTx/0x, s
ox : - -a
da’x/0x, | an

Vidime, ze
JdaTx 0xTa

ox ox
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Shrnuti

e vektor, matice, transponovani vektoru a matic

e determinant matice, hodnost matice, inverzni matice, jednotkovd matice, sy-

metrickd matice, diagondlni matice, stopa matice
e kvadraticka forma, pozitivnée definitni matice
e vlastni c¢isla a vlastni vektory matice

e derivace funkce podle vektoru

Kontrolni otazky

1. Necht’ x©' = [xy,-++,3,], 1 je vektor n x 1, jehoZ pruky jsou rovny 1. Cemu
jsou rovny vyrazy 17x, 1x1 2 Jsou si tyto virazy rovny?

2. Necht’ x = [11,29,,13]7, a = [1,2,3]7, B = ax!. Spocitejte determinant
matice B.

3. Necht’ A je ¢tvercovd matice fddun, y je vektor nx 1. Cemu je rovna derivace

vy Ay podle vektoru y ?
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3 Nahodny vektor a mnohorozmeérné rozdéleni

Privodce studiem
Na tuto kapitolu pocitejte nejméné se tremi hodinami studia s tim, Ze se k probirané
latce budete jeste wvracet po pochopeni dalsich souvislosti. Zejména se zamérte na

pochopend rozdilu mezi sdruZenym, margindlnim a podminénym rozdélenim.

Néhodny vektor X = [X7, Xo, - - ,Xp]T je vektor, jehoz slozky X7, Xo, -+, X, jsou

nahodné veli¢iny.

U ndhodného vektoru musime rozlisovat rozdéleni sdruzZené, margindlni a podminéné.

3.1 Sdruzené rozdéleni

Pro dvouslozkovy ndhodny vektor (p = 2) je sdruzena distribuéni funkce definovana

F($1,$2) = P(Xl < .I'l,XQ < .1'2)

Jsou-li Xy, Xy diskrétni veliciny, pak sdruzena pravdépodobnostni funkce je

P($1>$2) = P(Xl =11, Xy = $2)
Existuje-li nezapornd funkce f(z1, ) takova, ze
F(zy,2q) = / / f(u,v)dudv,

pak nahodny vektor [X1, X5]" mé rozdéleni spojitého typu. Funkce f(-,-) se nazyvé

sdruzend hustota.

Pravdépodobnost, ze ndhodné veliciny X;, Xy nabyvaji hodnot z intervalu [aq, by),

[az, by) je uréena vztahem
b1 bo
P((ll S X1 < b17a2 S X2 < bg) = / f(l]l,.%’g)d[)’}ldl’g

Sdruzend hustota je
82F(x1, ZEQ)
8x18m2

Pro p > 2 plati analogické vztahy, mimo jiné sdruzena hustota je derivaci distribuc¢ni

f(l’l,l‘g) =

funkce:
. apF(xla Ly 73:[))

Jo) = Jlanza o) = =5 G o,
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3.2 Marginalni rozdéleni

Kdyz F(x1,z5) je sdruzend distribu¢ni funkce, pak margindlni distribu¢éni funkce

velicin X7 a X5 jsou
Fl(flfl) = P(Xl < Jfl,XQ < OO) = F([El,OO)
FQ(?L’Q) = P(Xl < OO,X2 < IL‘Q) = F(OO,ZL‘Q)

Pro diskrétni rozdéleni marginalni pravdépodobnostni funkce jsou definovany takto:

P(xy) = Z P(xy,x9)

PQ((L’Q) = ZP(xl,xg)

kde M; je mnozina hodnot diskrétni ndhodné veliciny X;.
Pro spojité rozdéleni marginalni hustoty jsou

fi(zy) = [ (w1, 22)dxs

Mo

fa(w2) = f(xy, 22)dxy

My

kde M; je obor hodnot spojité nahodné veliciny X;.

Kdyz p > 2, pak sdruzené rozdéleni kazdé neprazdné podmnoziny
{X1,Xs,---,X,} je marginalni rozdéleni. Napi. pro p = 3 sdruzend rozdéleni né-

hodnych vektoru
[Xla XQ]T ) [Xla XS]T ) [X27 XS]T aXla X27 X3

jsou margindlnimi rozdélenimi (méme tedy 6 margindlnich rozdélent).

3.3 Podminéné rozdéleni

V podminéném rozdéleni jedna nebo vice slozek (r < p) ndhodného vektoru je

konstantni.

Pro p = 2 je podminéna distribuéni funkce definovana jako

F(fL’l | 172) = hmOP(X1 < 1 | To < Xg < ZL‘Q—I—AZEQ)

A:Ezﬁ
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Pro diskrétni rozdéleni je

P t,ZL’Q
F(xy | xo) = ZK;D;(Q;E) ) pro Py(x) # 0

a podminéna pravdépodobnostni funkce je

P(zy | x9) = pro Py(xs) # 0

Pro spojita rozdéleni je podminéna distribuéni funkce

ff;o f(tv 'TQ)dt

F(zy | x9) = o) pro fo(zg) # 0
a podminéna hustota
ar o) = ) o fan) £

3.4 Nezavislost veli¢in

Pro nezavislé veliciny plati
F(Il, 1’2) = Fl(xl)FQ(CL’2>

P(Il,l’g) = Pl(.Il)PQ(Q?g)
f(ﬂfl, 1’2) = fl(ﬂfl)fQ(flfz)

Jsou-li veliciny nezdavislé, pak podminénd rozdéleni jsou rovna margindlnim. Pro

p > 2 plati podobné vztahy pro sdruzené (vzéjemné) nezavislé veliciny.

3.5 Charakteristiky nahodného vektoru

Mame ndhodny vektor o délce p, X = [X1, Xo, - - ,Xp]T.
Marginalni charakteristiky vektoru diskrétnich nahodnych veli¢in jsou:

Stredni hodnoty
E(X;) =) x;Pi(z;), j=12...p
M;

Rozptyly
Var(Xj): E :[x]_E(XJ)]2PJ($J)7 j:1727"'7p
MA

J
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Pro vektor spojitych ndhodnych velic¢in jsou stfedni hodnoty
E(X;) = /M v fix;)de;,  j=1,2....p
a rozptyly
var(X;) = /M ;= B fiey)day, =12,

Podminéné charakteristiky vektoru diskrétnich nahodnych veli¢in pro p = 2 jsou

definovany nasledovné.

Sttedni hodnoty
E(X1 | 1’2) = ZI1P1($1 | ZL'Q)
M1

Rozptyly
2
var(Xy | @) = Y 11 — E(Xy | 22)]* Pay | x2)
My
Podminéné charakteristiky vektoru spojitych ndhodnych veli¢in pak jsou:
Stiredni hodnoty
B |2) = [ ifan | e,

M1

Rozptyly
var(X; | z3) = / [x1 — E(X; | xg)]Q fxy | 2)day

My

Podminénd stfedni hodnota F(X; | ) se nazyvé regresni funkce (zdvislost X1 na
X2).

Podminény rozptyl var(X; | z3) se nazyva skedasticka funkce. Je-li podminény roz-
ptyl var(X; | x2) konstantni pro vsechna xy, pak o rozdéleni fikdme, ze je homos-
kedastické, neni-li konstantni, mluvime o heteroskedastickém rozdéleni nahodného
vektoru [Xl,XQ]T.

3.6 Vicerozmeérna rozdéleni

Zakladnimi charakteristikami vicerozmérného rozdéleni je vektor stfednich hodnot

E(X1)
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a kovarianéni (varian¢ni) matice
3 =var(X) = cov(X) = E [(X — E(X))(X — E(X)")] (1)

COZ znamena, ze

2
0'1 019 - -- O-lp
2
0'21 0'2 PR O'2p
= o
O' O’ PR 0'2
pl p2 D

kde 0;; je kovariance dvou nahodnych velicin, tj.
Uij = COV(XZ', X]) = E [(Xl — EXl)(X] — EX])]
a 0y, = 02 je rozptyl var(X;). Vidime, Ze kovarianénf matice X je symetricka, nebot’
Jij = Uji-
3.6.1 Vicerozmérné normalni rozdéleni

Néhodny vektor X ma vicerozmérné normalni rozdéleni, jestlize jeho hustota je

dana vztahem

(2)

f(X) _ (271_)];/2 |2|71/2 exp (_ (X _ l’l’) 22_ (X B l’l’)) :

kde p je vektor stiednich hodnot a X je kovarian¢ni matice.

Vicerozmérné normalni rozdéleni méa tyto vlastnosti:

e linearni kombinace prvkia z X maji normalni rozdéleni
e vSechny podmnoziny X maji normalni rozdéleni
e nckorelovanost veli¢in z X (slozek vektoru X) znamend i jejich nezdvislost

e vSechna podminéna rozdéleni jsou normalni

Pro jednorozmeérné normélni rozdéleni z rov. (B) dostaneme

a) = s (—%)

V exponentu je ¢tverec vzdalenosti
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tedy vzdalenosti x od stfedni hodnoty pu, kde jednotkou vzdalenosti je o.

I pro vicerozmérné normalni rozdéleni je mozno chapat kvadratickou formu v ex-
ponentu jako ¢tverec vzdéalenosti vektoru x od vektoru p, ve kterém je obsazena i

informace z kovarinac¢ni matice
C?=(x—p)'E7 (x—p)

C' je Mahalanobisova vzdalenost, pro zvolenou hodnotu je jeji ¢tverec geometricky
plocha elipsoidu se stfedem f a osami cy/\;v; proj = 1,2,---,p, kde \; jsou vlastni

¢isla matice X a v, jsou vlastni vektory matice X.

Priklad 3.1 Pro dvourozmérné normalni rozdéleni s parametry EX| = pqy, EXy =

o, varX; = o2, varX, = 03 a kovarianci o9 je korela¢ni matice

2
0'1 012 .
9 =
012 02

nebot’ korelacni koeficient p = o15/(0102). Determinant kovarianéni matice je pak

Y= )
0109p 0%

2
01 0102p0 ]

2| = oto; — oy = oyo5 (1= p%).

Vidime, Ze tento determinant je roven nule, kdyz p* = 1.

Podminéné rozdéleni Xi|zs je normalni se stfedni hodnotou [y + f1z a rozptylem
ot(1—p?) .

5120—15 Bo = p1 — Pipa
Podminéna stfedni hodnota E(X; | z3) zdvisi linedrné na xo. Rozptyl veliciny X

nezavisi na xs.

Pro dvourozmérné normalni rozdéleni muzeme elipsy konstantni hustoty

(f(x1,2z2) = const) zndzornit graficky. Kdyz veliciny X3, Xs jsou nekorelované, tj. v
pripadé vicerozmérného normalniho rozdéleni i nezavislé, osy elipsy konstantni hus-
toty jsou rovnobézné s xi, x, jinak jsou pootoceny. Nazorné to ukazuji nasledujici

obrazky.
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Obrazek 1: Hustota dvourozmérného normalniho rozdéleni a elipsy konstantni hus-
toty, 1 = o =0,01 =09=1, p=0
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Obréazek 2: Hustota dvourozmérného normélniho rozdéleni a elipsy konstantni hus-
toty, i1 = o =0,01 =1, 00 =2, p=0
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Obrazek 3: Hustota dvourozmérného normalniho rozdéleni a elipsy konstantni hus-
toty, 1 = o =0, 01 =09 =1, p=—-0.6
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Obrézek 4: Hustota dvourozmérného normélniho rozdéleni a elipsy konstantni hus-
toty, i1 = o =0, 01 =09 =1, p=0.8
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Obrazek 5: Hustota dvourozmérného normalniho rozdéleni a elipsy konstantni hus-
toty, i1 = o =0, 01 =1,00 =2, p=0.8
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Obrazek 6: Hustota dvourozmérného normélniho rozdéleni a elipsy konstantni hus-
toty, pp = po =0, 01 =1, 0, =2, p=—0.8
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Shrnuti

e nahodny vektor, sdruZené, margindlni a podminéné rozdélent
e nezduislost velicin
e vektor strednich hodnot, kovariancéni (variancéni) matice

e vicerozmérné normdalni rozdélend

Kontrolni otazky

1. Sdruzend pravdépodobnostni funkce ndhodného vektoru [X,Y]T je zaddna ta-

bulkou
‘ X = T X = i) X = x3
Y=y P11 P12 P13
Y =y D21 D22 P23

Kolik margindlnich a kolik podminénych rozdéleni ma tento vektor? Vyjddrete
vsechny margindlni pravdépodobnostni funkce a jednu zvolenou podminénou

pravdépodobnostni funkci.

2. Necht’ A je ctvercovd matice Tadu n, jejiz proky jsou redlnd c¢isla (konstanty),
X je ndhodny vektor typu n x 1, y = Ax. Vyjadrete vektor strednich hodnot

ndhodného vektoru y a kovariancéni matict ndahodného vektoru y.

Korespondec¢ni tuloha

Korespondencni ulohy budou zaddvdny ke kazZdému kursu samostatne.
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4 Mnohorozmeérna data

Privodce studiem

Tato kapitola md poslouzit pro orientaci v problematice statistické analyzy viceroz-
meérnych dat. Jsou zde uvedeny duleZité vijbérové charakteristiky, které lze z dat vy-
hodnotit. Také jsou zminény techniky ovérovani predpokladi o rozdélent, zejména o
normdlnim rozdéleni a nekteré transformace, které lze uzit v analyjze dat. Pocitejte
se tremi hodinami studia s tim, Ze se k probirané ldtce budete jesté podle potreby

vracet.

Prozatim jsme se zabyvali otdzkami abstraktniho popisu vztahu mezi nahodnymi
veli¢inami, predevsim nahodnym vektorem. Nyni obratime pozornost k praktictéjsim
problémum mnohorozmérnych dat. Pripomenme, ze velic¢iny, které zjist'ujeme na

sledovanych objektech, jsou ruzného typu. Podle oboru jejich hodnot rozlisujeme:

e veliciny spojité - mohou nabyvat nespoc¢etné mnoho hodnot, napt. ¢as, délka
atd.

e veliciny nespojité (diskrétni) - nabyvaji jen spocetné mnoho hodnot, v praxi
jen konecného poctu a casto nékolika malo moznych hodnot, napt. kategorialni
veli¢iny, vyjadiujici prislusnost k néjaké skupiné (kategorii) objektu

e alternativni (dichotomické, bindrni) veliciny, patii mezi nespojité, ale tim,
Zze mohou nabyvat jen dvou moznych hodnot, ¢asto interpretovanych jako
ANO/NE, TRUE/FALSE nebo 1/0, byva nékdy uzitetné nahlizet na né jako

na zvlastni typ veli¢in

Déle veliciny muzeme rozlisSovat podle skaly, ve které mérime:

nominélni (kategoridlni)

ordindlni (potradové)

rozdilové (intervalové) kvantitativni (metrické, je definovana vzdalenost dvou

hodnot)

pomeérové kvantitativni (metrické, je definovéana vzdalenost dvou hodnot)

Kromeé téchto hledisek, kterd klasifikuji veliciny, je dulezité mit i na paméti, jak
vlastné data vznikla, co zobrazuji a jaké jsou vztahy mezi pozorovanymi objekty.
Podstatné je, zda objekty muzeme povazovat za nezavislé nebo zda vznikla jako fada
pozorovani téhoz objektu v ruznych obdobich. Ruzné situace rozlisuje nésledujici
tabulka.
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Ijlohy fesené analyzou dat, ¢asovy prvek v datech:

pocet | pocet | pocet |typ

objektt | veli¢in | obdobi | ilohy
1 P 1 kasuistika, pripadova studie
n 1 1 |jednorozmérnd analyza
1 1 T |jednorozmeérna casova rada
n 1 T |T = 2 parové srovnani, T" > 2 opakovana méteni
n P 1 |vicerozmérna analyza dat
1 P T  |vicerozmérna casova rada
n P T  |longitudinalni studie

Poznamka: n,p,T > 1

Analyza vicerozmérnych dat se vétsinou zabyva daty, kdy mame p veli¢in pozoro-

vanych na n objektech. Rozlisit muzeme nésledujici situace:

e vSechny veliciny metrické —n bodu v R?
e vSechny veli¢iny kategoridlni — mnohorozmérné kontingenéni tabulky
e smiSend data - datovda matice se rozdéli na podsoubory — analogie

s dvou/vicevybérovymi tlohami

Pro charakterizaci vicerozmérnych dat potiebujeme odhadnout charakteristiky p-
rozmérného vektoru ndhodnych veli¢in, tj. vektor stfednich hodnot a kovarianc¢ni

matici (je symetrickd), tedy urcit néasledujici pocet vybérovych charakteristik:

p’—p _p°+3p

Do
TPy 2

Pocet odhadovanych parametru tedy roste kvadraticky s poc¢tem veli¢in, napf. pro
p = 10 je to 65 charakteristik, pro p = 40 je to uz 860 charakteristik.

Pokud jsou veli¢iny kategorialni, potiebujeme odhadovat i sdruzenou pravdépodob-
nostni funkci. Pocet policek v tabulce roste exponencialné s poctem velicin. Tudiz
pokud maji byt tyto odhady duvéryhodné, potiebujeme, aby vicerozmérna data byla

meéla dostatecny rozsah, tzn. n bylo velké.
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4.1 Vybérové charakteristiky

Vicerozmeérnd dat jsou reprezentovana datovou matici (n X p)

T
T11 iz - Tip X3
T
To1 Tz -+ Typ X5
X= . . S =1 .
T
Tn1 Tp2 - Tnp Xn

tzn., ze i—ty radek datové matice je fadkovy vektor pozorovani p veli¢in na i—tém

objektu.

Vektor pruméru jednotlivych veli¢in

_ 1
X = — i
§ 2
=1
.
Ty = — Lij, = L, 4,
j n & i J p

Wishartova matice typu (p X p) méa prvky

n

w]v]/:Z(xlj_fj)(ij’_fj’)v j)j,:172a"'

=1

a muzeme ji zapsat také jako

Vybérova kovarianéni matice je opét typu p X p

S:

W
n—1 "

jejl prvky jsou vybérové kovariance tj.

n

> (wi; — &) (@i — )

=1

1

D

Korela¢ni matice ma prvky r;;; = s;5:/(s;s;7) tj. vybérové korelaéni koeficienty a ma

tvar




24 4 MNOHOROZMERNA DATA

4.2 Linearni transformace proménnych

Pti analyze vicerozmérnych dat je ¢asto vyhodné pracovat s odvozenymi veli¢inami,

které vzniknou z puvodnich linedarni transformaci, napf. s centrovanymi proménnymi
Vij = Tij — Zj,

pro které vektor pruméru je nulovy, ¥ = 0, a kovarian¢ni a korela¢ni matice se

nezmeéni, tzn.

Dalsi casto uzivanou transformaci je normovani. Normovand hodnoty proménnych
vzniknou vycentrovanim a vydélenim smérodatnou odchylkou puvodnich promén-
nych, tj.
Zij:w i:1727"'7n ]:1,2,,]7
S

Pak vektor prumeéru je nulovy z = 0, vSechny rozptyly a smérodatné odchylky
normovanych proménnych jsou rovny jedné a kovarianéni i korela¢ni matice normo-
vanych proménnych jsou si rovny, tj. S, = R, = Ry a jsou rovny korelac¢ni matici

puvodnich netrasformovanych proménnych.

Pro veli¢inu, ktera vznikne linearni kombinaci puvodnich proménnych

p
T } :
U; = C X; = CjCCZ‘j
i=1
plati
i =c’x, s2 = c’'S,c.

4.3 Vzdalenost dvou objekta

T muzeme povazovat za souiadnice bodu v p-

Rédek datové matice, tj. vektor x
rozmérném prostoru. Pak je uzitecné zabyvat se vzdalenosti dvou objektu. Jedno-
rozmérnd vzdédlenost (kdyz p = 1) dvou objektu 4,4’ je absolutni hodnota rozdilu
pozorovanych hodnot,

d(i,i") = |z; — x|

Pro vicerozmérnd data muzeme definovat ruzné vzdilenosti. Eukleidovskd vzddle-

nost dvou objektu i, je

p

p
DE(Z, Z,) = Z(Iz] — J]i/j)Q = Z d?(l, ’L/)
j=1

=1
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Normovana vzdéalenost

. 2 = d3(i, ')
Dy (i) = | D (25— 20) = | D~ 2

7=1 7j=1 J

Mahalanobisova vzdalenost respektuje jak rozdilnost ve variabilité, tak korelacni

strukturu. Jeji ¢tverec je pak
D?\/[(Z, Z,) = dTS_ld = (Xi - Xi/)TS_I(XZ‘ - Xi’)7

kde d = x; — xy.

Pokud S = 0T (vSechny rozptyly jsou shodné, veliciny nekorelované), pak
Dy = Dy.

Pro vyhledédvéani odlehlych pozorovani je uzitecna vybérova Mahalanobisova vzda-

Dz2 = (Xi — )_(i/>Tsil<Xi — }_(i/).

Pro p-rozmérné norméalni rozdéleni populace je

(n—p)n

2
(ng . 1)pDz ~ F(pan _p)7

podle toho tedy muzeme posudit, zda je pozorovani odlehlé.

4.4 Chybéjici hodnoty v datech

Zpracovani mnohorozmérnych dat v realnych tlohach je nékdy komplikovano tim,
ze data nejsou uplnd, hodnoty nékterych prvku datové nejsou k dispozici (slangové

oznacovany jako missingy, missings).

Obvykly jednoduchy postup je vypustit veli¢iny s mnoha missingy a vypustit piipady

(objekty) s mnoha missingy a usudku o téchto veli¢indch a objektech se ziici.

Nejbéznéjsi postup uzivany ve vétsiné statistickych paketu je automatické vypous-
téni pripadu (objektu) s jednim nebo vice missingy, tzv. CASEWISE strategie. Tato
velké ztraté informace, kdy mnoho objektu je vytazeno jen kvili jedné chybéjici hod-
noté. Ale pri této strategii vybérova kovarianéni matice zustane pozitivné definitivni
(kdyZ hodnost (X) = p), nebot” hodnost (X7X) = p.

Pro odhad kovarianéni matice 1ze uzit i strategii PAIRWISE, kdy kazdé kovariance

se poc¢ita ze vsech moznych dvojic a pruméry v ni jen z hodnot uzitych pro vypo-




26 4 MNOHOROZMERNA DATA

¢et kovariance nebo strategii ALLVALUE, kdy pro prumeéry se uziji vsechny mozné
(dostupné) hodnoty. Pfi tomto postupu se vyuzije dat dukladnéji, ale vybérova ko-

varianéni matice nemusi byt pozitivné definitivni.

Jiny pristup k préaci s missingy je tak zvana imputace, ¢ili doplnéni chybéjicich hod-
not néjakymi vhodnymi, obvykle ndhodnymi hodnotami z rozdéleni, které je shodné
nebo podobné s rozdélenim pozorovanych hodnot v datové matici. Cilem imputace
je zabranit ztraté informace nevyuzitim vsech pozorovanych hodnot v datové matici
za cenu rizika, ze informaci obsazenou v datech trochu zkreslime. Béznymi meto-
dami imputace, které jsou implementovany ve standardnim statistickém software,

jsou nasledujici postupy doplnéni chybéjicich hodnot:

e prumeérem

e nahodné z predpokladaného rozdéleni s vyuzitim odhadu jeho parametru, nej-
castéji je chybéjici prvek x;; nahrazen hodnotami z N(u,0?), kde hodnoty

2

parametru odhadneme z dostupnych dat, i = z;, 0% = s

e regresnim modelem, jehoz parametry odhadneme ze zbyvajicich (n — 1) ob-
jektu, chybéjici hodnota se nahradi hodnotou predikovanou modelem, pripadné

jesté modifikovanou ndhodnym kolisanim.

4.5 Ovérovani normality

Mnoho metod vicerozmérné analyzy dat vychazi z prepokladu, ze ndhodna slozka
v datech ma normalni rozdéleni. Nékdy je vyzadovana vicerozmérnd normalita, tj.
p-rozmérné normalni rozdéleni, nékdy sta¢i jen normalita nékterych velicin. Jak
vime, p-rozmérné sdruzené normélni rozdéleni ma marginalni rozdéleni normalni,
avsak neplati to naopak, tzn. marginalni normalita nezarucuje sdruzenou normalitu.
Uvedeme struéné nékteré metody, kterymi lze normalitu (vétsinou jen marginalni)

testovat.
Jednorozmérna normalita

Testy dobré shody, ve kterych se empirické rozdéleni porovnava s normalnim roz-
délenim. Rozpéti pozorovanych hodnot se rozdéli na r intervalti a porovnaji se cet-
nosti pozorovanych hodnot v jednotlivych intervalech s teoretickymi ¢etnostmi, které
bychom ocekavali pti vybéru stejného rozsahu z normélniho rozdéleni. Hranice in-

tervala se voli

e bud’ ekvidistantné (intervaly jsou stejné Siroké) tak, aby teoretické (o¢ekavané)
cetnosti W; > 1 byly pro vSechny intervaly a ¥; > 5 pro 80% hodnot (tzv.

Cochranovo pravidlo).

e nebo hranice r intervali se voli tak, aby teoretické cetnosti W; byly konstantni,

nejcastéji se voli ¥y = ... = ¥, = 5. Pokud se rozhodneme pro tento zpusob
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volby hranic intervali, volbou pozadované hodnoty teoretické cetnosti je urcen

pii daném rozsahu vybéru i pocet intervalu r.

Testova statistika je pak
— (i —0)*
) g2 T Xe-n

Kolmogoroviv test — porovnava se vybérova (F,, a teoretickd (F) distribuéni funkce.

Vybérova distribu¢ni funkce definovana jako

a testovou statistikou je maximum absolutni hodnoty rozdilu porovnavanych distri-
bucnich funkei

ky = max(|F — F,|).
Pro malé rozsahy vybéru jsou kritické hodnoty této statistiky tabelovany,

pro n > 50 se muze uzit asymptoticka aproximace

1,36 1,63
k2(0,95) = W k2(0,99) = W

Testy sitkmosti a Spicatosti

Pti vypoctu Sikomosti a Spicatosti se uzivaji centralni vybérové momenty M;,.

Sikmost je definovana jako

=5
ME?

a normalni rozdéleni ma sikmost rovnou nule (je symetrické).

Spicatost je rovna

a i ta je pro normélni rozdéleni nulové, nebot’” u normalniho rozdéleni je pomér
2 _
M, /M35 = 3.

K testovani normality 1ze uzit statistiky

K _ \/g%<n+1><n+3>
6(n —2)



28 4 MNOHOROZMERNA DATA

py_ [(n+1)%(n+3)(n+5) 6
K()_\/ 24n(n — 2)(n — 3) (g2+n—+1)’

které obé maji priblizné normované normalni rozdéleni N(0, 1).

4.6 Grafické metody ovérovani normality

Tyto grafické metody umoznuji rychlé vizualni posouzeni shody empirického rozdé-
leni s normélnim (ptipadné i jinym) rozdélenim a proto jsou velmi ¢asto vyuzivany
a také jsou implementovany v bézné uzivaném statistickém software. Kromé histo-
gramu, do kterych se prolozi i teoretické rozdéleni a grafu porovnéavajicich empirickou
distribué¢ni funkei s teoretickou se uziva tzv. QQ-graf, kvantilovy graf. QQ je zkratka

pro kvantil (angl. quantile).

Pro sestrojeni kvantilového grafu nejdiive usporadame vybeér, tj.

Hodnoty vybérové distribuéni funkce se spoctou jako

._ l .
“—2 nebo VDF(a) = nil

VDF(I(i)) =

a kvantily z(;) se vynesou do grafu proti odpovidajicim kvantilim normovaného
normalniho rozdéleni, (tj.napt. proti hodnotdm u(i/(n + 1)), kde u(p) je p-kvantil
normovaného normélniho rozdéleni). Pokud je vybérové rozdéleni normalni, grafem

je priblizné primka.

4.7 Transformace dat

Pokud zjistime, ze namétfend data nejsou z normalniho rozdéleni, je nékdy uzitecné
pouzit vhodnou transformaci, aby transformaci puvodni veli¢iny vznikla odvozena
veli¢ina, kterd normalni rozdéleni ma. Potom lze aplikovat metody vyzadujici nor-

malni rozdéleni na transformované veliciny.

Transformaci rozumime takovy prepocet, y; = f(x;), aby sey; , i = 1,...,n priblizilo

vybéru z normélnimu rozdéleni.

Ze zkuSenosti lze doporucit tyto transformace:

e odmocninové transformace y = v/z, kdyz x jsou cetnosti

e logitova transformace y = In(1%), kdyz x jsou relativni cetnosti
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e logaritmicka transformace y = Inx pokud meérend velicina ma log-normalni

rozdéleni - napt. vydaje na domacnost, naklady na vyrobek atd.

Jinou moznosti je transformace odvozend z dat, kterou navrhli Box a Cox v roce
1964. Tato transformace poskytne hodnoty odvozené veliciny y , které se nejvice

priblizuji normalnimu rozdéleni.

)= L;l pro A#0
Inx pro A=0

A se odhadne jako A\ = \,,4., které maximalizuje vérohodnostni funkci

1 n n
InL(\) = —g In [E Z(yl —9)?+(A=1) Zlna:i
i=1 i=1

Asymptoticky interval 100(1 — «)% — ni spolehlivosti pro A:
2[In L(Amaz) — In L(N)] < x7_, (1),
¢ili v tomto intervalu jsou vSechna x, pro kterd plati:

1
In L($) > In L(Amax) - QX%fa(l)

Charakteristiky pro data, ktera nejsou z normalniho rozdéleni
Takovymi charakteristikami jsou ty, jejichz hodnoty nejsou ovlivnény odhlehlymi

hodnotami v datech. Jako piiklad uvedeme ufezdvany prumér (trimmed mean):

1 n—m

i , an
() = o Z T m = int (m>

1=m+1

a je % uriznutych poradkovych statistik na kazdém konci.

Podobné Ize zavést i urezavany odhad rozptylu atd.
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Shrnuti

e vektor vybéroviych pruméri, vybérovd kovariancni matice, vybérovd korelacni
matice

e ovérovani normality, QQ) graf

Kontrolni otazky

1. Vygenerujte si (napr. v Excelu) ndhodny vijbér z rovnomérného rozdéleni o
rozsahu 100 a zkonstruujte QQ graf
2. Vygenerujte nahodny vybér stejného rozsahu z normdlniho rozdeélent, zkonstru-

ujte QQ graf a porovnejte s QQ grafem z predchozi otazky
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5 Linearni regrese

Privodce studiem
Tato kapitola je pro pochopeni mozZnosti a technik analyzy vicerozmérnych dat kli-
covd. Proto na tuto kapitolu pocitejte nejméne se tremi hodinami usilovného studia

s tim, Ze se k probirané latce budete jesté vracet po pochopeni dalsich souvislosti.

Regrese je jednou z velice ¢asto aplikovanych statistickych metod, uvadi se, ze do-
konce naprostd vétsina aplikaci (70 — 90%) je néjakou formou regresnich metod.
Pocatky metody nejmensich ¢tvercu jsou dokumentovéany jiz na zacatku 19. stoleti
(Legendre, Gauss), minimalizace sou¢tu absolutnich hodnot odchylek je pfipisovana
Galileovi jesté o par desitek let diive.

5.1 Klasicky linearni model, metoda nejmensich ¢tvercu

Klasicky model linearni regrese lze zapsat jako

yi = Bo+ Brwa + -+ + Brip + & (3)

kde

y; je pozorovand hodnota nahodné velic¢iny Y

Til, -+, T jsou hodnoty vysvétlujicich proménnych (regresort, prediktoru)
Bo, B1, -+, B jsou parametry modelu (fixni, le¢ nezndmé hodnoty)

g; je ndhodna slozka

i=1,2,---,n jeindex pozorovani (objektu)

Rovnici (B) muzeme zapsat maticove
y=XB+e (4)

[pro i-ty fadek pak
yi=x,B+¢ (5)

Vektory jsou oznaceny prislusSnymi malymi tuénymi pismeny, matice velkymi tuc-
nymi pismeny. Matice X méa k + 1 sloupcu, v prvnim sloupci jsou jednicky, dalsich

sloupcich jsou hodnoty vysvétlujicich veli¢in.

Obvyklymi predpoklady v klasickém linearni modelu jsou:

1. E(e) = 0, tj. vektor stfednich hodnot ndhodné slozky je roven nulovému vek-

toru
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2. cov(e) = 0%, 02>0, I jejednotkovd matice fadu n, tj. ndhodné slozky

jsou nekorelované a jejich rozptyl je konstantni
3. X je nendhodnd matice typu n x (k + 1)

4. hodnost matice X, h(X) = k + 1 < n, tj. sloupce matice X nejsou linedrné

zavislé a pocCet pozorovani je alespon roven poctu parametru
Z rovnice (?7) dostaneme pro vektor podminénych stfednich hodnot
E(y | X)=XB+E(e|X)=Xp (6)
a pro kovarianéni matici s vyuzitim rov. ()

cov(y | X) = E{[y— Ey | X)]ly - E(y | X)]"| X} =

_ E{ly - XAlly - XB" | X} = E{(e| X)(e | X)T | X} =o21 "

Neznamé parametry 3 lze odhadnout metodou nejmensich ¢tvercu, tj. nalezenim ta-
kového vektoru b, pro ktery je nejmensi tzv. residudlni suma ¢tvercu (RSS) odchylek

pozorovanych hodnot od jejich odhadu z modelu
RSS = (y — Xb)"(y — Xb) (8)
Polozime-li derivaci vyrazu (B) podle vektoru b, tj.

agss:a%(yTy—bTXTy—yTXb+bTXTXb):

=2 (2" XTy+b" X" X b)=-2X"y+2X"XDb
rovnu nulovému vektoru, dostaneme soustavu normalnich rovnic
X'y = XTXb (9)

a vzhledem k platnosti predpokladu (@) muzeme Feseni této soustavy linedrnich

rovnic (vzhledem k b) vyjadrit explicitné jako
b= (X'X)'X"y (10)

Odhady uréené podle (M) se nazyvaji OLS — odhady (Ordinary Least Squares).

Tyto odhady jsou nestranné, nebot’
E(b) = E(b|X) = (X'X)"'X"E(y | X) = (X'X)"'X'XB=8  (11)

Lze ukézat, ze tyto odhady maji dalsi dobré vlastnosti, jsou to BLU-odhady (Best

Linear Unbiased). Kovariancni matice téchto odhadu je

cov(b) = (XTX) XTI [(XTX)"'X"]" = 0*(X"X)"! (12)
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Na diagondle této matice jsou rozptyly odhadu parametru var(b;).

Nestranny odhad parametru o2 je (dikaz viz napi. Andél 1978)

RSS
2 _
° T n—k—1 (13)

a nestranny odhad kovarianéni matice odhadu parametru b je

Sy, = s2(XTX) ™! (14)

Na diagonale matice Sy, jsou tedy nestranné odhady rozptyli odhadu parametru,

jejich odmocninu (smérodatnou odchylku odhadu) oznaéme s(b;).

Priddme-li k predpokladum (1) az (4) jesté pfedpoklad o tvaru rozdéleni ndhodné
slozky modelu (B), resp. (?77), a to

(5) g~ N(0,0%), i=1,2---,n,

S vyuzitim predpokladu (2) € ~ N(0, o%I) pro nésledujici statistiku plati

b, — B; .
—BNN(O,l) 1=0,1,---,k
var(b;)
a pro
bz - /B’L
~ty b1 15
s(by) kot (15)

Tuto statistiku (IH) pak muzeme uzit ke stanoveni intervalu spolehlivosti pro para-

metr 3; a testovani hypotéz o tomto parametru.

5.2 Odhad parametri metodou maximalni vérohodnosti

Za predpokladu (5) muzeme odvodit i maximélné vérohodné (Maximum Likelihood)
ML odhady pro klasicky model linearni regrese. ML-odhady odhaduji hodnoty pa-
rametru tak, aby tyto odhady maximalizovaly tzv. vérohodnostni funkci, tj. odhady
jsou urceny jako nejpravdépodobnéjsi hodnoty parametru pro pozorovana data. ML-

odhady obecné maji fadu dobrych vlastnosti:

— jsou asymptoticky nestranné (s rostoucim n jejich stfedni hodnota konverguje

k odhadovanému parametru)

— skoro vzdy jsou konsistentni (s rostoucim n rozptyl odhadu konverguje k nule)
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Vérohodnostni funkce (sou¢in hustot jednotlivych pozorovéni) mé pro klasicky mo-

del linearni regrese tvar

T
Ly = (2#02)%/2 exp (—%)

a jeji logaritmus je

XpB)

In(Laz) = L= (~5)In (2n0%) ~ (v = XB)"(y = 53

(16)

Maximélné vérohodnymi odhady jsou takové odhady 3,,;, pro které vérohodnostni
funkce (@) nabyva maxima. Pti hleddni maxima funkce (@) polozime derivace podle

hledanych proménnych rovny nule, tedy

oL 0 oL

a dostaneme
XTY = XTX/BML (18>

Vidime, ze ML-odhady regresnich koeficienti jsou v klasickém linearnim modelu
stejné jako odhady ziskané metodou nejmensich ¢tvercu (OLS-odhady), B,,, = b,
srovnej rov.(I8) s rov.(Id).

ML-odhad parametru o? z rov.(I2) je

Ly - XB)(y - Xg) = o

oML = —
n

tedy se lisi od OLS-odhadu v rov.(I3), je pouze asymptoticky nestranny.
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Shrnuti

linedrni regresni model

predpoklady v klasickém linedrnim regresnim modelu

metoda nejmensich ctverci

metoda maximdalni vérohodnosti

kovariancéni matice odhadu parametri

Kontrolni otazky

1. Jaky je rozdil mezi parametry a jejich odhady?
2. Jsou odhady parametru ndhodné veliciny?
3. Jaky je tvar kovariancéni matice odhadi parametri v klasickém modelu?

4. Jsou odhady ziskané metodou nejmesich c¢tverci nestranné? Dokazte to.

Korespondec¢ni tloha

Korespondencni ulohy budou zaddvdiny ke kazZdému kursu samostatneé.
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6 Geometrie metody nejmensich ¢tvercii a re-

gresni diagnostika

Pravodce studiem
I tato kapitola je velmi dulezitd pro pochopeni principu statistické analyzy viceroz-
meéernych dat. Pocitejte nejméne se ctyrmi hodinami usilovného studia s tim, Ze se

k probirané latce budete podle potreby jesté vracet po pochopeni dalsich souvislosti.

6.1 Geometrie metody nejmensich ¢tvercu

Uvazujeme klasicky linearni regresni model
y = Xf +e,

e ~ N(0,0°T)

Jak vime z predchozi kapitoly, odhad parametru muzeme vyjadiit explicitné
b= (X'X) X"y.

Vektor y = Xb je linedarni kombinaci vektoru regresoru, tj. lezi v prostoru (piimce,
roviné, nadroviné), jehoz dimenze je rovna poctu regresoru. Dosadime-li za b, do-
staneme

¥y =Xb = X(X"X)'X"y = Hy

Matice H = X(X?X)"1X” je matice projekce vektoru y do prostoru uréeného vek-
tory regresorii. Pozadavek formulovany v metodé nejmensich ¢tvercu, tj. RSS =
(y —9)T(y — §) vlastné znamen4, Ze tato projekce je ortogondlni. Pak tedy vektory
¥ a e =y — ¥ jsou ortogondlni vektory, tzn. 7 e = el § = 0, o ¢emz se velmi

snadno muzeme presveédcit:
(Xb)"(y — Xb) = b’ X’y — b"X"X)b = b’ (X"y — X" Xb) =0,

nebot’ vyraz v posledni zavorce je nulovy vektor, viz normélni rovnice (H).

Vektoru e = y — ¥y se tika vektor residui, jeho slozkdm e; = y; — ; pak residua.

Soucet a tedy i prumér residui je roven nule:

n n

doei=> Wi—9)=> vi—» 6=0,
=1 =1

i=1 =1
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nebot’ z prvni normélni rovnice plati, Ze § = b'x, kde XT = [1, 21, @, . . ., 73], tudiz
n n n n
DG =p) = 5=y m=b") (xi—%) =0,
=1 =1 1

=1 = = i=

nebot’ soucet odchylek od prumeéru je nulovy.

6.2 Rozklad soucétu ¢tvercu

Variabilitu vysvétlované veli¢iny muzeme vyjadrit jako soucet ¢tvercu odchylek po-
zorovanych hodnot od jejich prumeéru. Tuto charakteristiku nazyvame celkovy soucet
¢tvercu, TSS.

TSS=(y - 9)"(y - %)
Lze ukazat, ze tuto celkovou sumu ¢tvercu muzeme rozlozit na dvé slozky
MSS = (5 - 5)'(y - 3)
a uz diive definovanou
RSS=(y-9)'(y—9) =e'e
Plati tedy, ze

TSS = MSS + RSS,

MSS je ta ¢ast z celkového souctu ¢tverct, ktera je vysvétlena zavislosti vysvétlované

veli¢iny na regresorech, zbylou ¢ast (RSS) linedrni zavislosti vysvétlit nelze.

Nyni muzeme zavést dulezitou charakteristiku toho, jak Uspésné regresni model vy-
svétluje variabilitu vysvétlované veli¢iny. Této charakteristice se fika koeficient (in-

dex) determinace, R%.

MSS _TSS—RSS _ RSS
TSS ~ TSS  TSS

R® =

Vidime, 7e 0 < R? < 1. Hodnota indexu determinace R? = 1, kdyz RSS = 0,
tzn. regresni model vysvétluje zavislost vysvétlované veli¢iny na regresorech tplné
(dokonald linedrni zdvislost). Naopak, R? = 0, kdyz model nevysvétluje nic, tedy
RSS = TSS, coz nastane jen tehdy, kdyz vsechny odhady by = by = ... = b, =0 a

by = ¥, napt. pro k = 1 je regresni piimka rovnobéznd s osou x v drovni by = .

Z rozkladu celkového souctu ¢tvercu vychazi i analyza rozptylu, ktera je obvyklou

soucasti regresnich programu. Tabulka analyzy rozptylu ma vétsinou tento format:
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zdroj stupné soucet prumérny

variability | volnosti | ¢tvercu ctverec F p—value
model k MSS MSS/k sty | O
error n—k—1| RSS |RSS/(n—Fk—1)

total n—1 TSS

Za predpokladu, 7ze prumérny ¢tverec s> = RSS/(n — k — 1) je opravdu nestran-
nym odhadem rozptylu ndhodné slozky (0?), tzn. v modelu jsou zafazeny vsechny
relevantni regresory a RSS neni zvétseno systematickou zavislosti na nezarazeném
regresoru (podrobnéji viz napt. Draper a Smith, kap. 2 a 24) a ndhodné kolisani m4
normalni rozdéleni, ma statistika £’ rozdéleni ' ~ F,_,_1 a muzeme ji uzit k testu

hypotézy
Hy:pB1=p0y=...= 0 =0 proti
H, : aspon jeden parametr 3; # 0, 37=12,...,k

Povs§imnéme si, ze dulezitou informaci o variabilité residui e; = y; —¢; a tim i o shodé
modelem predikovanych hodnot 7; s pozorovanymi hodnotami y; nam poskytuje

smérodatna odchylka residui (square root mean error)

RSS
n—kFk—1

S =

Index determinace méa tendenci nadhodnocovat podil modelu na vysvétleni celkové
variability veli¢iny y, mimo jiné i proto, ze kvuli ndhodnému kolisdni jsou odhady

b; # 0 i tehdy, kdyz 8, =0, j = 1,2,...,k. Proto se zavadi tzv. adjustovany

2

index determinace R,

RSS/(n —k—1) n—1 )
BT S Ry v | Sl

R?zdj =1

Vidime, ze R}, < R?, rozdil je vyrazny tehdy, kdyz pocet pozorovéni je jen o mélo

veétsi nez pocet regresoru v modelu. Naopak hodnota de]- se piiblizuje R? pron > k.

6.3 Regresni diagnostika

Dalsi informace o vhodnosti modelu a o tom, zda jsou splnény predpoklady uc¢inéné
pro klasicky linedrni model muzeme ziskat z analyzy residui. Vektor residui muzeme

vyjadrit pomoci projekéni matice H:

e=y-y=1ly-Hy=(I-H)y
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Pak kovarian¢ni matice residui je

cov(e) = cov[(I - H)y] = (I — H)cov(y)(I-H)T =
(I - H)o’I(I - H)" = o°I(I - H)" =
021 —H)(I— H)T = 02(I — H — HT + HHT) —
o*(I - H)

nebot’ projekén{ matice H je symetrickd (H? = H) a idempotentni (H? = H):

HH” = H? = X(X'X) "' X'"X(X'X)"'X" = H

Pozndmka — vektor rezidui e je ndhodny vektor (je to vyraz, ve kterém jsou ndhodné
vektory y a b).

Matice H s prvky h

Jak bylo v pfedchozim odstavci ukézano, kovarianéni matice vektoru residui je rovna

iis 4,7 = 1,2,...,n je symetrickd, ale nemusi byt diagonalni.

cov(e) = o*(I — H)
Nestrannym odhadem parametru o? je rezidudlni rozptyl (tzn. rozptyl &;):

2 1 T

S :—n_k_lee

Déle uvedeme nékteré charakteristiky, které se uzivaji v tzv. regresni diagnostice, tj.
pri analyze vhodnosti modelu.

Klasicka residua

Jsou to residua, ktery uz jsme se zabyvali,
e =y — Xb.

Jejich rozptyly
var(e;) = sz(l — hy),

nejsou konstantni, i kdyz var(e;) = o2 konstantn{ je.

Normovana residua

Jsou to klasicka residua, vydélena rezidualni smérodatnou odchylkou:

Jejich rozptyl je roven

tedy nemusi byt roven jedné.
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Standardizovana rezidua
Nekdy se jim tika vnitiné studentizovana residua (internally studentized), jsou de-

finovana takto:

€y = —F——
s S\/].—hz‘i

a jejich rozptyl je kostantni, roven jedné.

Plné studentizovana rezidua
Podle techniky uzité v jejich definici se jim tiké také JACKKNIFE residua, jsou kon-
struovana tak, ze vzdy pro i—ty bod se residuum pocita z modelu, jehoz parametry

byly odhadnuty ze zbyvajicich n — 1 bodu, tedy vzdy i—ty bod se vypusti.

_ €(—i)

ey = ————.
! S(fi)\/l_hii

kde s(_; je residudlni smérodatnd odchylka pfi vynechani i-tého bodu (fadku datové

matice). Tato residua maji t—rozdéleni, ey; ~ t(n — k — 2).

Leverage
Tyto charakteristiky ohodnocuji vliv i-tého bodu na hodnoty odhadu parametru.

Jsou to diagondlni prvky projekéni matice, tedy hodnoty h;;. Plati, ze
0< hy <1 a Zh“:k’—i‘l,
i=1

kde k je pocet regresoru. Hodnota h; je umérna vzdélenosti i-tého pozorovani od

tézisté (v k-rozmérném prostoru regresoru), hy; se povazuje za velké, kdyz h;; je vetsi

nez dvojnasobek prumérné hodnoty, tj. hy; > 2(k 4+ 1)/n).

Cookova vzdalenost

Tato charakteristika slouzi také k posouzeni vlivu i-tého pozorovani na odhady pa-
rametru modelu, tj. na hodnoty b. Je to vlastné relativni zména rezidualniho souc¢tu
¢tvercu zpusobena vypusténim i-tého pozorovani. Cookova vzdalenost pro i-té po-

zorovani je definovana

C. — —9-)Ty—9y) _ (b=b_ ) )T(XTX)(b—b_y))  p,; 2

v ps? o ps? T p(1—hig) Si
kde b(_; jsou jsou jackknife odhady (spocitané pii vypusténi i-tého bodu) a p je
pocet odhadovanych parametru. Cookova vzdalenost ohodnocuje vliv i-tého pozo-
rovani na odhad vektoru regresnich parametru b. Je-li Cookova vzdalenost C; > 1,

1-pozorovani velmi podstatné ovliviiuje odhady parametru.
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6.4 Autokorelace

Pti posuzovéani predpokladu o nekorelovanosti residui se obvykle vychazi modelu

autokorela¢niho procesu prvniho fadu — AR(1):
€ = P1€i—1 T U4 kde U; ~ N(O, 0'2)

Autokorelaéni koeficient prvniho fadu p; odhadujeme jako

b= D i Cifi-1
= 2z Gifint
> €l

K testovani korelovanosti residui se pak uziva Walduv test

nebo ve statistickém software bézné implementovand Durbin — Watsonova statistika

Dy = Z?:z(eé - ezi—1)2
>ic1 €
Pro tuto statistiku plati 0 < Dy < 4, E(Dy) = 2 pii p1 = 0. Kvantily této

statistiky je obtizné vyjadrit explicitné, proto pro Durbin—Watsontuv test statistické

programy neposkytuji u jinych testu obvykly komfort, totiz i dosazenou vyznamnost

(p). Pti rozhodovani je pro hodnoty statistiky velmi blizké dvéma spoléhat na intuici

N

kritické hodnoty, které jsou tabelovény, napt. [[d].
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Pi#iklad 6.1 Data pro tento piiklad jsou prevzata z knihy [B], piiklad 01A, a jsou
uvedena i v nasledujici tabulce. Veli¢ina y je mésiéni spotieba pary ve firmé, velicina
26 je pocet pracovnich dni v mésici a velicina x8 je venkovni teplota ve stupnich
Fahrenheita. Uloha, kterou méame tesit, je odhadnout parametry linearniho regres-
niho modelu a posoudit, zda je tento model vhodny pro vysvétleni zavislosti y na
x6 a x8. V TeSeni tohoto prikladu byl uzit statisticky programovy systém NCSS
(@], zejména modul Multiple Regression, old version. Vystupy uvadime bez vétsich

editacnich dprav v surovém stavu.

i y 6 8 i Y x6 x8
1 10.98 20 35.3 14 9.57 19 39.1
2 11.13 20 29.7 15 10.94 23 46.8
3 12.51 23 30.8 16 9.58 20 48.5
4 8.40 20 58.8 17 10.09 22 59.3
5 9.27 21 61.4 18 8.11 22 70.0
6 8.73 22 71.3 19 6.83 11 70.0
7 6.36 11 74.4 20 8.88 23 74.5
8 8.50 23 76.7 21 7.68 20 72.1
9 7.82 21 70.7 22 8.47 21 58.1
10 9.14 20 57.5 23 8.86 20 44.6
11 8.24 20 46.4 24 10.36 20 33.4
12 12.19 21 28.9 25 11.08 22 28.6
13 11.88 21 28.1

Vysetiujeme-li né¢jakou zavislost, vzdy je dobré data nejdiive prohlédnout jednodu-
chymi prostiedky popisné statistiky. Ty nam casto pomohou odhalit zajimavé véci
v datech, napt. odlehlé hodnoty. To muzeme vidét i na nasledujicim grafu, kde po-
zorovani na adcich 7 a 19 jsou zcela mimo hodnoty ostatnich pozorovéni (patrné je
to pocet pracovnich dnu v mésicich, kdy byly dovolené a ve firmé se nepracovalo).
Tato pozorovani jsou apriori podezielda a pii diagnostice modelu je nutné si na né

dat pozor.
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Dalsi uzitecné nahlédnuti do analyzovanych dat je vybérova korelacni matice, ktera

je volitelnou soucasti vystupu z modulu Multiple Regression:

Multiple Regression Report
Dependent vy

Correlation Matrix Section

x6 x8 y
x6 1.000000 -0.209761 0.536122
x8 -0.209761 1.000000 -0.845244
y 0.536122 -0.845244 1.000000

Vidime, ze regresory z6 a x8 jsou jen slabé korelovény (korelaéni koeficient je -
0,21), takze matice regresoru ma plnou hodnost, nehrozi numerické potize spojené

se Spatnou podminénosti.

Dalsi pro nas dulezitou soucasti vystupu z modulu Multiple Regression je Regression

Equation Section, kde jsou odhady parametriu modelu.

Regression Equation Section

Independent  Regression Standard T-Value Prob
Variable Coefficient Error (Ho: B=0) Level
Intercept 9.12688 1.102801 8.2761  0.000000
x6 0.2028154 4.576761E-02 4.4314  0.000210

x8 -7.239294E-02 7.999381E-03 9.0498  0.000000
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Vidime, ze u v8ech tif odhadovanych parametru zamitame nulovou hypotézu. Model

tedy neobsahuje nadbytecné parametry.

Jak vidime v nésledujici tabulce ANOVA, model vysvétluje vyznamnou ¢ast z cel-
kové varibility velic¢iny y, podle hodnoty R? = 0.8491 asi 85% z celkové varibility.
Odhad residudlni smérodatné odchylky je uveden jako Root Mean Square Error a je
roven priblizné 0,66. Druhd mocnina této charakteristiky je pak odhadem residudl-

niho rozptylu o2.

Analysis of Variance Section

Sum of Mean Prob
Source DF Squares  Square F-Ratio  Level
Intercept 1 2220.294  2220.294
Model 2 54.1871 27.09355 61.9043  0.000000
Error 22 9.628704 0.4376684
Root Mean Square Error 0.6615651
Mean of Dependent 9.424
R-Squared 0.8491
Adj R-Squared 0.8354

Pro posouzeni vhodnosti modelu jsou dulezité vystupy z regresni diagnostiky.
Durbin-Watsonova statistika je velmi blizkd hodnoté 2, tak se nemusime znepo-

kojovat autokorelaci residui.
Durbin-Watson Value 2.1955

V nasledujici tabulce jsou jackknife residua oznacena jako Rstudent. Pozornost vé-
nujme predevsim fadkum 7 a 19, které byly podezielé uz pii predbézné jednoduché
analyze a pak tém tadkum, kde studentizovana residua jsou v absolutni hodnoté

velkd (zhruba vétsi nez 2, coz je pribliznd hodnota kvantilu ¢,,_x_1(0.975)).



6 GEOMETRIE METODY NEJMENSICH CTVERCU A REGRESN{
46 DIAGNOSTIKA

Regression Diagnostics Section

Studentized Hat
Row Residual Rstudent Diagonal Cook’s D

1 0.5566825 0.547897 0.085491 0.009662
2 0.156002 0.152500 0.118877 0.001094
3 1.5318556 1.583464 0.124826 0.111564
4 -0.814515 -0.808066 0.045374 0.010511
5 0.511834 0.503070 0.056434 0.005223
6 0.487210 0.478597 0.117502 0.010535
7 0.789332 0.782341 0.447410 0.168151
8 0.436764 0.428584 0.184719 0.014407
9 -0.711757 -0.703540 0.095491 0.017827
10 0.184529 0.180426 0.043373 0.000515
11 -2.4521563 -2.810441 0.046418 0.097567
12 1.442820 1.481481 0.118566 0.093341
13 0.853098 0.847621 0.123991 0.034337
14 -0.913679 -0.910106 0.079880 0.024158
15 0.843302 0.837562 0.075758 0.019431
16 -0.142369 -0.139160 0.043079 0.000304
17 1.241672 1.258005 0.065527 0.036036
18 -0.658977 -0.650276 0.109838 0.017861
19  1.086621 1.091328 0.436460 0.304828
20 0.798049 0.791237 0.167792 0.042803
21 -0.450525 -0.442212 0.094228 0.007039
22 -1.100280 -1.105840 0.048654 0.020638
23 -1.697613 -1.779205 0.050307 0.050886
24 -0.644223 -0.635433 0.095790 0.014656
25 -0.708085 -0.699826 0.124217 0.023705

Nejvétsi residuum v absolutni hodnoté mé pozorovani 11, ale jak vidime z ostatnich
statistik, neovliviiuje nijak vyznamné hodnoty odhadu, je to odlehly bod, ktery
zvétsuje residudlni rozptyl. Statistiky h; maji nejvétsi pozorovani 7 a 19, jejich
hodnoty jako jediné presahuji mezni hodnotu 2p/n = 6/25, maji i nejvétsi Cookovu
vzdalenost, ale zdaleka nedosahujici hodnotu 1. Tyto dva body jsou tzv. vlivné, ale

nevybocujici. Naopak prispivaji ke snizeni residualniho rozptylu.

Nasledujici QQ graf residui ukazuje, ze rozdéleni residui muzeme povazovat za nor-
malni, odchylky od primky nejsou velké. Tedy data i model vyhovuji predpokladu
(5) klasického modelu a vysledky testu o parametrech modelu muzeme povazovat

za spolehlivé (nezavadéjici).
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Vysledky tedy muzeme shrnout takto:

Hodnoty veliciny y (mési¢ni spotieby pary ve firmé) lze uspokojivé odhadovat line-
arni zavislosti na veli¢iné z6 (pocet pracovnich dni v mésici) a veliciny x8 (vnéjsi

teplota). Ocekavanou spotiebu péry lze vyjadrit vztahem
y=29.127+ 0.2028 26 — 0.07239 z8.

Smeérodatné odchylka predpovédi je 0.662, model vysvétluje 85% z celkové variability
spotieby pary.
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Priklad 6.2 Vyznam statistik pro diagnostiku ukazuje jednoduchy piiklad modelu

s jednim regresorem. Na obrazcich jsou data a prolozené regresni piimky.

Odlisnost je jen v hodnotach vertikdlni soutadnice bodu 4. V obou tlohach maji
body 4 velké hodnoty h;;, ale lisi se v hodnotach ostanich diagnostickych statistik.

V pripadé prvnim ma bod 4 malé jackknife residuum i Cookovu vzdéalenost, tzn.

jeho vypusténim ¢i pridanim se hodnoty odhadu prilis nemeéni:

Row Residual Rstudent Diagonal Cook’s D
4 -0.029151 -0.026991 0.605906 0.000653
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Ve druhém piipadé jsou jackknife residuum i Cookova vzdéalenost extrémné velké.

Row Residual Rstudent Diagonal Cook’s D
4 -2.382046 -5.067308 0.605906 4.361897

Tento bod tedy ma zasadni vliv na hodnoty odhadu, coz je ostatné na prvni pohled
vidét v této tloze, kdy model ma je jeden regresor, i na grafech prolozenych regres-
nich primek. V ptipadé modelu s vice regresory ovSsem takové vizudlni posouzeni
neni mozné a regresni diagnostika je uzitecnym nastrojem pro ovéreni predpokladu

a posouzeni vhodnosti modelu.

Dusledky umisténi bodu 4 vidime v nasledujici tabulce smérodatnych odchylek:

1 (vlivny) 2 (odlehly) bez bodu 4
intercept 0.849 1.951 1.152
smérnice 0.130 0.299 0.211

sm. odch. residui 1.15 2.65 1.25



6.4 Autokorelace o1

Shrnuti

e projekéni matice, ortogondlni projekce
o rozklad celkového souctu étverci, index determinace R

o residua, jackknife residua, diagondlni prvky projekéni matice, Cookova vzddle-

nost

e autokorelace, Durbin—Watsonova statistika

Kontrolni otazky

1. Zkuste dokdzat, Ze opravdu plati TSS = MSS+ RSS.

2. Nacrtnéte, co znamend ortogonalita vektori ¥ a e. Pro graf zvolte model se

dvéma regresory a vybér o rozsahu 3.

3. Jaka hypotéza se testuje v analyze rozptylu, uvadeéné ve vystupu statistickijch

programi, pro linedrni regresi?

4. K cemu slouzi regresni diagnostika?

Korespondenc¢ni tloha

Korespondencni ulohy budou zaddvdiny ke kazZdému kursu samostatneé.
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7 Parcialni a mnohonasobna korelace

Pravodce studiem
Kapitola uvddi nékteré charakteristiky vyjadrujici vztahy ve vicerozmérnych datech.
Jejich pochopeni vam bude uzitecné pri studiu dalsich metod analyzy dat. Na tuto

kapitolu pocitejte s jednou aZ dvéma hodinami studia.

Jak vime, korelacni koeficient

cov(X,Y)
vvarXvarY

vyjadiuje miru linearni zavislosti dvou ndhodnych velicin X, Y. Plati, ze

p(X, Y) =

-1 <p(X,Y) <1

Nyni uvazujme vektor ndhodnych velicin [V, X1, Xo, -, Xi].

Parcialni korela¢ni koeficient velicin Y, X; pak zapiseme jako

p(Y, X1 Xo, X3, Xi) = pyx, X, Xs X,

a znamend vlastné korelacni koeficient mezi nahodnymi veli¢inami, které ,zbudou®
z velicin Y, X po odecteni regresni funkce téchto velicin na podminujicich veli¢inach,
t].

Y:061+062X2+063X3+"'+Oéka+€(1)

X1 =B+ foXo+ BsXs + -+ + B X+ e?

pak parcidlni korelaéni koeficient je (obycejny) korelacni koeficient residudlnich na-

hodnych slozek:

Parcialni korelaéni koeficienty lze vyjadiit pomoci korelac¢nich koeficientu dvojic ve-

licin ndhodného vektoru. Mame-li korela¢ni matici

1 p(Y, X1)  p(Y.Xa) - p(Y,Xp) ]
p(X1,Y) 1 p(X1,Xa) - p(Xy, Xi)
o= | p(X2,Y) p(Xs, X1) 1 s (X, Xg)

L p(Xe, YY) p( X, X1) p( X, X2) - - 1
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pak
o | Oy x, |

PYX1-Xo X3 Xp =
A/ |QY,Y||QX1X1|

kde | @y | je determinant matice, ktera vznikne z korela¢ni matice g, kdyz je vypus-

tén tadek U a sloupec V.

Naprt. pro k£ = 2 ma korelacni matice tvar

1 p(Y, X1)  p(Y, X>)
p(X1,Y) 1 p(X1, Xo)
p(X2,Y) p(Xy, X1) 1

a parcialni korelacni koeficient py x,.x, je

Dy, = p(X1,Y) — p(Xa, Y)p(X1, Xo)
(1 = (X, Xo)) (1 = p2(Y, X))

Mnohondésobny (celkovy) koeficient korelace nazyvany také celkovy koefici-
ent korelace vyjadiuje korelaci ndhodné veliciny Y na veli¢inach [X1, Xo, -, Xk].

Vyjadifme-li ndhodnou veli¢inu Y jako regresnf funkei velicin (X1, Xo, -+, Xk,
Y =By + BiX1+ -+ BuXi

pak jednoduchy korelacni koeficient p <Y, Y) je koeficient mnohonasobné korelace

PY-X1XoXp»
P (Y, Y) = PY-X1 XX},

Koeficient mnohonasobné korelace lze spocitat z korelacni matice,

ol \*
PY X1 X0 X), = (1 - )
’QYY\

Pro hodnoty mnohonasobného korelaéniho koeficientu plati

0 <pyxixpx, <1,

pri ¢emz nule je roven, kdyz vSechny dvojice Y, X;, ¢ = 1,2,---,k jsou neko-
relované, tedy p(Y,X;) = 0 pro i = 1,2,...,k. Jednic¢ce je mnohondsobny kore-
lacni koeficient roven tehdy, kdyz Y = Y, tj. pro ,cistou” linearni zavislost ¥ na
(X1, X, -+, Xk
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Déle plati:

® Py X1 XX 2 iillléi_?(k[P(XiaY)]

)

e (Y. X1) <pyxixo, <0 < PyxyXoe X,

Analogickym zpusobem jsou definovany i vybérové koeficienty parcidlni a mmnoho-
ndsobné korelace, jen se pocitaji z vybérovych korelacnich koeficienti (z vybérové
korelacni matice R). K pochopeni toho, co znamenaji vybérové koeficienty parcialni
a mnohondsobné korelace ndm pomuze jejich souvislost s linearnim regresnim mo-
delem (i kdyz, pfisné vzato, v klasickém linearnim modelu uvazujeme, ze regresory
jsou deterministické a korelace se tyka nahodnych veli¢in, ale chdpejme tyto cha-
rakteristiky tak, ze jsou poc¢itany podle formuli zavedenych pro vybérové korelaéni

koeficienty a vybérové kovariance). Pro model s jednim regresorem Y = ag + ajzy

plati, ze
korela¢ni koeficient Tyal = Syal
Szlsy
smeérnice regresni pifmky — a; = 2=
xl
koeficient determinace R? = r§ -1

Pro vybérovy koeficient mnohonasobné korelace v modelu s k regresory plati, Ze jeho

druhd mocnina je rovna koeficientu determinace, tedy

RSS
r;-rlmgwx = R2 =1-
k TSS
a pro vybérovy koeficient parcidlni korelace plati to, ze jeho druhd mocnina je rovna

relativni zméné residualni sumy ¢tvercu, napr.

T2 _ ARSS($2|{E1)
veret = TTRSS ()

kde jmenovatel je residudlni soucet ¢tvercu modelu s jednim regresorem z; (Y =
ap+ayz1) a Citatel zZlomku je snizeni residudlniho souctu étvercu zpusobené piriddnim

regresoru o do modelu s jednim regresorem, tj.
ARSS(ZE2|JI1) = RSS(I’l) — RSS(l’l, ZL‘Q),

kde RSS(z1,z3) je residudlni soucet ctvercu modelu se dvéma regresory
<Y:b0+b1$1+b2{lf2>.
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Shrnuti

e koeficient parcidlni korelace, obor jeho hodnot
e koeficient mnohondsobné korelace, obor jeho hodnot

e vztah koeficientu mnohondsobné korelace a indexu determinace

Kontrolni otazky

1. Vyjddrete slovné, co charakterizuje koeficient parcidini korelace

2. Vyjddrete slovné, co charakterizuje koeficient mnohondsobné korelace
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8 Vybér regresorii v mnohorozmérné regresi

Privodce studiem
Kapitola se zabiyjvd duleZitou a ¢asto aplikovanou ulohou hleddni vhodného regresniho
modelu. Na tuto kapitolu pocitejte nejméné se tremi azZ ctyrmi hodinam: studia.

Dikladne prostudujte a promyslete i reseny priklad na konci této kapitoly.

Pomérné casto se v analyze dat setkdvame s tilohami, které formalné mohou byt

zapsany jako klasicky linearni regresni model,
y =XB+e,

ale v matici X typu n x (p + 1) je pocet regresoru p velky. Velky pocet regresoru
ma casto za nasledek, ze pak pro mnoho z parametru 3;, ¢ = 1,2,...,p nemuzeme
zamitnout Hy : (; = 0, tzn. i-ty regresor nevysvétluje zmény hodnot veliciny y.
Nasim cilem je najit jednodussi model s k regresory (k < p), obsahujici jen takové

regresory, které vyznamnou meérou vysveétluji variabilitu hodnot .

Resit takou tlohu prozkoumanim vsech linedrnich modeli k regresory, k =

1,2,...,p, je pro vétsi hodnoty p casové netinosné. Znamenalo by to prozkoumat
— (P
— 9P
> ()
k=0

modelt, tedy napi. jen pro p = 10 vypocet a interpretaci vysledkii odhadu 1024
modelti, coz by predstavovalo praci na nékolik tydnu. Navic pro velké hodnoty p

byva casto matice X $patné podminénd, tzn. determinant
I X"X| =0

a odhady parametru jsou pak numericky nestabilni a maji velké rozptyly, takze

vysledky nejsou prakticky vyuzitelné.

8.1 Krokova regrese

Jednim ze zpusobu, jak nalézt podmnozinu k regresoru do vhodného linedrniho
regresniho modelu, je krokovd (stepwise) regrese. Jesté difve, nez vysvétlime tento
postup, pripomeneme zakladni pojmy a myslenky, na kterych je zalozen. Vime, ze

celkovy soucet Ctvercu lze rozlozit:

TSS = MSS + RSS
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Dale, i modelovou sumu MSS muzeme rozlozit. Predstavme si model s k regresory.

Potom c¢ast MSS pripadajici i-tému regresoru,
MSS(i-1,2,...,i—1,i4+1,...,k), oznacme ji zkratkou MSSy_;

MSSj (s je tedy rozdil modelové sumy ctvercit MSS(k) pii zafazeni vSech k regresoru

a modelové sumy ¢tvercu MSS(k — 1) s (k — 1) regresory (i—ty regresor vynechan):
MSSy(—iy = MSS(k) — MSS(k — 1).

Pridanim i—tého regresoru se soucasné zméni odpovidajicim zptusobem i residudlni

soucet ¢tvercu
ARSS; = RSS(k — 1) — RSS(k) = MSS(k) — MSS(k — 1) = MSSy(—s),
nebot’ plati, ze
TSS = MSS(k) + RSS(k) = MSS(k — 1) + RSS(k — 1).

Soucasné vime, ze ARSS; > 0, tzn. pridanim regresoru se residualni soucet ¢tvercu
nezvysi.

Myslenka krokové regrese spoc¢iva v tom, ze v kazdém kroku (predpoklddejme, ze
k — 1 regresoru je uz zafazeno v modelu) budeme z dosud nezafazenych vybirat
takovy regresor, ktery nejvice snizuje residualni sumu ¢tverct, tj. ten, jehoz ARSS; je
nejveétsi. Pritom zafadime jen takovy regresor, ktery residudlni sumu ¢tvercu snizuje
vyznamné. Kritériem (statistikou) pro posouzeni vyznamnosti je tzv. parcidlni F,
coz je

AMSS;

2

~ Fl,l/a
S

kde AMSS; oznacuje zvyseni modelové sumy ctvercu odpovidajici zarazeni i—tého
regresoru z dosud v modelu nezafazenych, s? je nestranny odhad parametru o2 a v

je jeho pocet stupnu volnosti.

Implementace procedury krokové regrese se mohou lisit v tom, jakym zpusobem je
pocitan s2. Jedna z moznosti je poéitat s? z residudlni sumy étverct v aktudlnim

kroku, tj.
»  RSS(k—-1)
- on—k

Pak parcialni F; i—tého nezatazeného regresoru lze urcit z parcialniho a celkového

S

korelaéniho koeficientu

[T?Y-(k—l)]/(n — k) B ARSS;
L=7r3 4y ~ RSS(k—1)/(n—k)’

F =
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kde 7;y.(x—1) je parcidlni korela¢ni koeficient Y a x; po ,odecteni vlivu“ (k — 1) uz
zafazenych regresorit a ry.(,—1) je mnohondsobny (celkovy) koeficient korelace Y

s (k — 1) uz zatazenymi regresory.

V k—tém kroku tedy zaradime ten regresor, ktery mé nejvétsi parcialni Fj, a to
jen tehdy, je-li F; vétsi, nez zadand hodnota F-to-entry, kterou obvykle volime jako
takovy kvantil F' rozdéleni, aby parcidlni F; a tudiz i zména v residudlnim souctu
c¢tvercit byly vyznamné, tedy F-to-entry = Fy(,—r—1)(1 — a1), kde oy je zvolena

hladina vyznamnosti pro zafazeni regresoru do modelu.

Po zafazeni i—tého regresoru muze kvuli korelaci mezi zarazenymi regresory nastat
situace, ze parcialni F' nékterého ze zafazenych regresoru prestane byt vyznamné.
Jinymi slovy, vypusténi tohoto regresoru z modelu pak nezvysi vyznamneé residudlni
sumu ¢tverct, tzn. regresor je v modelu nadbytecény. Proto se po zafazeni regresoru
spocitaji parcialni F; vSsech dosud zatazenych regresoru

o ARSS(7)

9
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kde ARSS(7) znamend zménu (zvyseni) residudlni sumy ¢tvercu pii vypusténi i—tého
regresoru z modelu. Najde se nejmensi z téchto parcialnich F; a posuzuje se, zda
bychom vypusténim tohoto regresoru zvysili RSS jen nepodstatné. Kriterium pro
toto rozhodovani je to, zda minimalni F; je mensi nez zadand hodnota F-to-remove.
Vétsinou volime F-to-remove = Fy (,_x_1)(1—a2), kde a; je zvolend hladina vyznam-
nosti pro vypusténi regresoru z modelu. Abychom pfedesli moznosti nekonec¢ného
cyklu zafazovani a vyfrazovani regresoru, obvykle se voli F-to-remove < F-to-entry,

tJ Qo > (.

Po tomto vysvétleni tedy muzeme algoritmus krokové regrese zapsat takto:

krok 0: zvol model se zadnym regresorem , tj. ¥ = ¥, a z p nezafazenych re-
gresoru zvol ten, ktery ma nejvétsi absolutni hodnotu korela¢niho ko-
eficientu s vysvétlovanou veli¢inou y (pfi jednom zafazeném regresoru
je R? = rgy, tedy nejvice korelovany regresor nejvice snizuje residualni
sumu ¢tvercu)
if F; < F-to-entry then konec

else k=1

krok k: mezi nezarazenymi regresory vyber ten s nejvétsim F;.
if F; < F-to-entry then konec
else zarad’ i—ty regresor, k = k + 1
mezi zarazenymi regresory najdi ten s nejmensim Fj,
if min F; < F-to-remove then vyrad ¢—ty regresor, k = k — 1
go to krok k
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Analogicky krokovy (stepwise) postup se, jak uvidime ddle, uziva nejen v linedrni
regresi, ale i v dalsich metodach analyzy mnohorozmérnych dat. Existuji i nékteré
dalsi varianty, tzv. postupnych procedur vybéru velicin do modelu, napi. zpétna
backward procedura, ktera vychazi z modelu, ve kterém je zatazeno vSech p veli¢in a
postupné vytrazuje nevyznamné, nebo doptedna forward procedura, ktera je podobna
vyse popsané krokové proceduie, avsak neumoznuje vypousténi zatazenych velicin,

které se stanou nevyznamné.

Obecné lze tici, ze krokové procedury jsou uzitecnym nastrojem pro hledani vhod-
nych modelu v mnohorozmérnych datech, ale negarantuji nalezeni nejvhodnéjsiho

modelu, nebot’ ho mohou ,,minout®. Pro hledani vhodného linedrniho regresniho mo-

NS4

v/

regressions” nebo ,,best subset of regressors”. Pro kazdé k =1, ..., p hledaji takovou
k-tici regresorti, aby R? = bylo pro dany pocet regresorti maximalni. Jak bylo difve
uvedeno, pocet modelu roste exponencialné s po¢tem potencidlnich regresoru p, pro-
cedury vyuzivajici jen hrubou silu, tj. opravdu zkoumaji vsechny modely, mohou byt
uzity jen pro pomérné maly pocet potencidlnich regresoru p, napt. v NCSS 2000 je to
p < 15. V nékterych statistickych programech je implementovana heuristika, ktera
sice nezajist'uje vycerpavajici prohledani vSsech modelt, ale zato dovoluje vétsi pocet
regresoru. V NCSS je to procedura Multivariate Selection v Regression — Variable

selection routines.

Jelikoz s rostoucim & index determinace R? neklesd (obvykle roste), neni vhodnym
kritériem pro optimalizaci modelu. Vhodnéjsim kritériem je adjustovany index de-

terminace

2o "L Ry (1R

Fagy = n—k—1

n—k—1

nebo nejcastéji uzivand Mallowsova statistika C,

Cy= = (k4 1] % — =2+ 1) = (B 1) - e (% -2),

S 52

kde s? je residudlni rozptyl pii k zafazenych regresorech a s? je residudlni rozptyl

pri vSech zafazenych regresorech. Sttedni hodnota této statistiky je

E(C,) =k +1.
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Kdyz (s2/s?) =~ 1, tzn. model uz nelze podstatné vylepsit, pak C, ~ k + 1 a zafaze-
nim zbyte¢ného dalsiho regresoru se C), zvétsi o 1. Tedy vzhledem k C), je nejlepsi
ten model, ktery ma C), nejmensti, pfiblizné rovné poctu zafazenych regresoru zvétse-
nych o jednicku. Obvykle je vsak C), jen jednim z kritérii pri hleddni nejvhodnéjsiho
modelu, musime vzit do uvahy i residudlni rozptyl a dalsi, vétSinou nestatisticka
kriteria, jako pocet regresoru (¢im méné, tim obvykle 1épe), cena jejich méteni (lev-
néjsi ma prednost), interpretaci vlivu regresoru na vysvétlovanou proménnou atd.

v zévislosti na konkrétni uloze.
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Priklad 8.1 Uziti krokové regrese a prohledani vsech podmmnozin regresoru pii
hledani vhodného regresniho modelu si ukazeme na datech, kterd jsou v souboru
STEPWISE.XLS. V datech mame 30 pozorovani vysvétlované veliciny y a deseti
potencialnich regresoru, z1,x2,...,x10. Ukolem je najit vhodny linearni regresni
model. Pro vypocty byly uzity programy stepwise regression a all subset z [[].

Vystupy jsou opét uvedeny v surovém stavu, jen s drobnym zkracenim.
Stepwise Regression Report
Dependent Y

Iteration Detail Section

Iter. Max R-Sqrd
No. Action Variab R-Squared Sqrt(MSE) Other X’s
0 Unchanged 0.000000 3.010984 0.000000

1 Added x1 0.765361 1.484322 0.000000

2 Unchanged 0.765361 1.484322 0.000000

3 Added xb 0.826587 1.29947 0.300558

4 Unchanged 0.826587 1.29947 0.300558

5 Added x6 0.985724 0.3799527 0.822143

6 Unchanged 0.985724 0.3799527 0.822143

7 Added x8 0.988579 0.3465689 0.918500

8 Unchanged 0.988579 0.3465689 0.918500

9 Added x2 0.990822 0.3170781 0.978202
10 Unchanged 0.990822 0.3170781 0.978202
11 Added x3 0.993080 0.2812623 0.978713
12 Unchanged 0.993080 0.2812623 0.978713

P11 implicitnim nastaveni kritérii pro zafazovani a vyfazovani regresoru (c; = 0.05,
ay = 0.10) byly postupné zafazovany regresory x1, x5, x6, 28, 22 a x3, zadny nebyl
vyfazen. Pii pohledu na vysledky vidime, podstatnd zména v R? a residudlni sméro-
datné odchylky nastala po zarazeni regresoru =6, tedy pro model se tfemi regresory
xl, x5, x6. Priddvani daldich regresorii uz index determinace R? nijak vyznamné
nezvysilo a ani zmenseni residualni smérodatné odchylky neni nikterak dramatické.
ktery vhodné vysvétluje variabilitu veliciny y. Zda je to opravdu vhodny model
je nutno zkoumat podrobnéji s vyuzitim postupu uvedenych v ptikladu o odhadu

regresnich parametru a pak i posoudit vécné souvislosti s fesenym problémem.
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A1l Possible Results Section

Model Root

Size R-Squared MSE Cp Model

1 0.765361 1.484322 848.389398 A (x1)

1 0.471363 2.227958 1943.984931 E (x5)

1 0.395810 2.381853 2225.534947 c (x3)

1 0.377170 2.418317 2295.000669 G x7)

1 0.356763 2.457615 2371.046612 H (x8)

1 0.350940 2.468714 2392.745524 I (x9)

1 0.347381 2.475473 2406.008366 F  (x6)

1 0.235375 2.679494 2823.404786 J  (x10)

1 0.126059 2.864636 3230.773865 D (x4)

1 0.065507 2.962214 3456.422815 B (x2)

2 0.976958 0.4736817 61.867264 BE
0.826587 1.29947 622.230164 AE
0.823812 1.309826 632.570989 AC

3 0.985724 0.3799527 31.201415 AEF
0.980175 0.4477463 51.880208 BCE

3 0.978947 0.4614055 56.456614 BDE

4 0.988579 0.3465689 22.560822 AEFH

4 0.988347 0.3500752 23.426346 ABEF

4 0.987601 0.3611051 26.205962 ACEF
0.991966 0.2966695 11.939729 ACDEF
0.990822 0.3170781 16.200645 ABEFH
0.990702 0.3191541 16.649960 ACEFH
0.993525 0.2720509 8.127863 ACDEFH
0.993080 0.2812623 9.789421 ABCEFH
0.992527 0.29228 11.849453 ABDEFH

7 0.994075 0.2660938 8.079170 ABCDEFH

8 0.994333 0.266362 9.118089 ABCDEFHJ

10 0.994901 0.2656163 11.000000 ABCDEFGHIJ
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Ve vystupu z programu All possible si povsimnéme nejlepstho modelu se dvéma
regresory x2 a 5, ktery ma vyrazné vyssi R? nez ostatni modely se dvéma regresory
a piiblizuje se hodnotam R? s vétsim poctem regresorii. Pfitom krokova procedura
tento model ,minula®“. To je dosti nazorna ilustrace nevyhod stepwise procedur,
které jsou sice vypocetné méné narocné nez uplné prohledavani, ale za cenu rizika

takového minuti vhodného modelu.

Mallowsovo €, ma nejmensi hodnotu pro model se sedmi regresory, jen o malo je C,
vétsi pro nejlepsi model se Sesti regresory. Vsimnéme si, ze tento nejlepsi model se
Sesti regresory neni shodny s tim, ktery byl nalezen krokovou procedurou, na misto
regresoru x2 je zarazen regresor xr4. Vidime, ze procedura All possible nam nabizi
vice kandidatu na vhodny model nez procedura Stepwise. Mezi témito kandidaty je
nutno peclivé vybirat, rozhodné neni jediny vhodny model s minimalnim C,. Pro
vybér vhodnych modelu jsou uziteéna i grafickd zobrazeni statistik pro nalezené
modely proti poctu regesori. Jako piiklad uvddime grafy pro index determinace a
Mallowsovo C),, na kterych je jasné vidét vyrazny skok v hodnotach statistik pro
nejlepsi model se dvéma regresory. Podobné je uzitecny i graf zavislosti residualni

smérodatné odchylky.

R-Squared vs Variable Count
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Cp vs Variable Count
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Variable Count

Opravdu vhodny model je vSak mozno doporucit az po podrobnéjsi analyze a po-
rovnani jednotlivych kandidatu. Jak krokova procedura, tak All possible regressions

nam jen generuji navrhy, které je nutno podrobnéji analyzovat.
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Shrnuti

vybér regresori do modelu

krokovd (stepwise) regrese

hleddni nejlepsi mnoziny regresori

kritéria pro posouzeni vhodnosti modelu

Kontrolni otazky

1. Vysvetlete principy a algoritmus krokové regrese.
2. Pro¢ maximalizace R? neni dobrou strategii pri hleddni vhodného modelu?

3. Pro¢ minimalize Mallowsovy statistiky je prijatelnou strategii pri hledani vhod-
ného modelu?

4. Podle ¢eho se posuzuje, ktery model je vhodny pro danou ulohu?

5. Porovnejte vghody a nevyhody krokové regrese a prohledavani vsech modeli.

Koresponden¢ni tloha
Korespondencni ulohy budou zaddvdny ke kazZdému kursu samostatne.
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9 Zobecnéni klasického linearniho modelu

Privodce studiem

V této kapitole jsou ukdzany nékteré postupy, které rozsiruji oblast aplikace linedr-
ntho modelu, zeyména za okolnosti, kdy predpoklady klasického modelu nejsou spl-
nény. Prostudovani kapitoly a pochopeni souvislosti vyZaduje neyméné tri aZ ctyri
hodiny.

9.1 Transformace puvodnich regresoru

Prozatim jsme se zabyvali linearnim modelem, ktery obsahoval piimo hodnoty re-

gresoru .1, .2, ..., L.k,
Yi = Po + brxa + - + BeTik + & (19)
Jednim z mnoha moznych zobecnéni je model ve tvaru
Vi =Bo+ b1Zin+ -+ Bpo1Zip-1 + €4, (20)

kde kazdé Z. ; je néjakou funkei puvodnich regresori x.1,2.9,..., 2. .

Jako piiklady takovych modelu muzeme uvést (pro pirehlednost zépisu jsou fadkové

indexy vynechany):
1. k=1, polynom stupné p — 1
y=00+bix+ Bor®+ -+ Bz’ 4
2. k=2, p=06, tzv. model 2. fadu
y = Bo + b1 + Baxs + Pr1x] + Porxy + Prawixs + €
3. k=2, p=10, tzv. model 3. fadu
y= Po+ birs+ Parat
+B112] + Pra2172 + Por3+
+61112% + Pr1ox7s + Proawiah + Ponpwl + €

Dalsi pouzitelné transformace jsou

e reciproka transformace, tj. z; = 1/z;, kdyz Va; > 0
e logaritmicka transformace, tj. z; = In(x;), kdyz Vz; > 0

e odmocninova transformace, tj. z; = \/7;, kdyz Vo; > 0
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a mnoho podobnych dalsich transformaci a kombinace jejich uziti v jednom modelu.
Dilezité vsak je, ze modely (E0) jsou linedrni v parametrech, tj. soustava normél-
nich rovnic je soustava p linearnich rovnic pro p odhadovanych parametru. Spliuje-li
model (E0) predpoklady klasického linearniho modelu, muzeme pro analyzu a inter-
pretaci takového modelu uzit vSsechny techniky, které jsme dosud uzivali pro klasicky
linedrni model ve tvaru (@), tedy pro situaci, kdy jsme pracovali pfimo s regresory,

nikoliv s jejich funkcemi.

Na tvar linedrnitho modelu je mozno nékdy ptrevést i modely, které na prvni pohled
linearni nejsou, napi. kdyz zavislost vysvétlované veliciny na regresorech x1,xs, x3
muze byt prolozena funkei

n = awiziay (21)

Po zlogaritmovéani dostaneme
Inn=Ina+fnz; +vynzy+dlnz;s (22)
Pokud hodnoty vysvétlované nahodné veliciny y 1ze popsat modelem
Iny=Inn+¢ (23)

a plati, ze € ~ N(0,0°I), pak k odhadtim parametru «, 3,7,d a jejich interpretaci
opét muzeme uzit postupt znamych z klasického linearnitho modelu. Pfi linearizaci
vztahu typu (EI) v8ak musime byt opatrni v tom, jakou roli ma ndhodné kolisani e
(tzv. chybovy ¢len, error). Predstava (E3) znamena, ze nahodné kolisani je multipli-

kativni, nikoliv aditivni, tj. hodnota nahodné velic¢iny y je vyjadiena modelem

y = nexp(e) = aw{ryzs exp(e),
nikoliv modelem s aditivni chybou ve tvaru y = n + error. To, zda je opravnéné uzit
multiplikativni model, muze vyplynout z vécné analyzy tlohy, ale ¢asto i v situacich,
kdy model chyb je jiny, muze byt vysledek byt vysledek ziskany linearizaci a aplikaci

linearniho modelu uzite¢nym prvnim ptiblizenim k feSeni problému.

9.2 Aitkenuv odhad

Tento odhad 5esi problém, kdy neni splnén predpoklad (B) klasického model, ze
nahodné slozky maji konstantni rozptyl a jsou nekorelované. Pripust'me, ze nahodné

slozky mohou byt korelované a nemusi mit konstantni rozptyl:

cov(e) = E(ee’) = 0?Q, o° >0, (24)
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kde €2 je pozitivné definitni matice. Pak existuje regularni matice P, pro kterou plati

POP' =1 a P'P=Q"! (25)

Vynésobime-li rov.(?7), tj. klasicky linedrni model, matici P zleva (transformujeme
veli¢iny), dostaneme

Py = PX3 + Pe (26)
Oznacime-li y* = Py, X* = PX a &* = Peg, pak rov.(20) muzeme prepsat
vy =X*"B+¢€" (27)
Kovarian¢ni matice ndhodnych slozek v rov.(EQ) je pak
cov(e*) = E(e*e*’) = E(Pee’ PT) = o?POQPT = ¢°1

tzn., ze pro hvézdickované veliciny je rov.(E2) klasicky linearni model. Vyjddiime
rovnice pro odhady parametru v modelu (24) pomoci puvodnich netransformovanych

velicin a dostaneme vztahy pro odhady parametri modelu
b= (XTQ!'X)'XTQy, (28)
o kterych vime, ze to jsou BLU-odhady s kovarian¢ni matici
cov(b) = *(XTQ1X) ! (29)
Nestranny odhad parametru o? je
s* = (y = Xb)"Q7'(y — Xb) (30)

ktery pak muzeme uzit k odhadu kovarianéni matice a tedy i rozptyli odhadu b;.

Odhady ziskané timto postupem jsou nestranné, nékteré jsou dokonce BLU-odhady,
avSak k jejich vypoctu potfebujeme znat matici €2 . Tu bohuzel v analyze dat
v naprosté vétsiné pripadi nezname. Nemuzeme tuto matici z dat ani konsistentné
odhadnout, v datech mame n nezavislych pozorovani a potiebujeme odhadnout
(n? +n)/2 jejich prvku (diagondlu a polovinu nediagondlnich prvku matice, matice
Q je symetrickd). Vétsinou nezbyvé, nez na misto predpokladu (24) pfijmout néjaké

veétsi omezeni.
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9.3 Heteroskedascita

Jedna z moznosti je Tesit tzv. heteroskedastickou regresi, tj. ptipustit, ze rozptyly
nahodné slozky nejsou konstantni, ale nahodné slozky v linearnim regresnim modelu

(B) jsou nekorelované:

cov(e) = a2diag(wf, wg, e ,wi) (31)

kde w? > 0 je véha rozptylu i-tého pozorovéni. Pak matice €2 je také diagondlni,

— & 2,2 2
Q= dlag(w17 Wy« - 7wn)7
inverzni matice je Q7' = diag(w;?, wy 2, - -, w;?)

aP = dlag(l/w17 1/'[1)2, T ]-/wn>

Pak v modelu (B), tj. v datové matici vydélime faddek vahou rovnou smérodatné

odchylce pozorovani
Yi/wi; = Bo/wi + Brra/wi + - - + Brin/wi + €;/wy,

muzeme uzit OLS-odhady, které budou mit dobré vlastnosti jako v klasickém mo-
delu.

Otazkou je, jak urcit vahu pozorovani, w;. Mame nékolik moznosti, zalezi na fesené

uloze:

(1) V modelu méme je jeden regresor x;; a predpokladdme, ze pozorovani zavislé

velic¢iny 1y; maji konstantni relativni chybu. Pak muzeme polozit w; = x;.

(2) Pozorovéani zavislé veli¢iny y; maji konstantni relationi chybu a v modelu je
vice regresoru. Pak nezbyva, nez vybrat jeden podle subjektivniho rozhodnuti,

mozna ten, ktery nejvice koreluje se zavisle proménnou y.

(3) Nejdrive spocitat y; jako OLS-odhad podle modelu (B) a pak ve druhém kroku
polozit w; = ;.

(4) Postupovat jako ve varianté (B3) a dale pokracovat v iteracich, dokud dva
po sobé nasledujici odhady nejsou dostateéné blizké. Tomuto postupu se tika

metoda iterovangch vazenijch ctverci, iterated WLS (Weighted Least Squares).

9.4 Stochastické regresory

Také predpoklad v klasickém modelu, ze matice X obsahuje pevné hodnoty, u kte-
rych neni tfeba uvazovat s jejich rozptylem a korelaci, je v mnoha aplikacich nerea-
listicky. Pro tzv. nezdvislou stochastickou regresi, kdy predpoklddame, ze matice X
je stochastickd, tvoii (k + 1) rozmérny ndhodny proces a ndhodné slozka e nezavisi

na X, uvedeme strucné dulezité vysledky, podrobnéji viz napt. [d].
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OLS-odhady b, spocitané podle rov.(I), s* podle rov.(I3) a
Sbb = 82(XTX)_1

jsou nestranné. Ale nejsou to linedrni odhady, nebot’ jsou stochastickou funkei na-
hodného vektoru y a nejsou to BLU-odhady. Za predpokladu, ze v pravdépodobnosti
konverguje e’e/n — 02 a XTX/n — Xyxx (kde Lxx je kovarianéni matice regre-

soru) vSak plati:

e b = (XTX)"'XTy je konzistentnim odhadem vektoru regresnich koeficientt
B

e 5% podle rov.(3) je konzistentnim odhadem parametru o>

o Sy = s2(XTX)™! lze vzit za konsistentni odhad asymptotické kovarianéni

matice odhadovanych parametru b.

To znamend, ze OLS-odhady lze uzit k béznym testum a urceni intervalu spolehli-

vosti pro parametry.

Pokud jsou ndhodné slozky modelu normalné rozdéleny, jsou OLS-odhady podle
rov.(Id) také ML-odhady, takze maji dobré asymptotické vlastnosti, jsou konsis-

tentni a asymptoticky eficientni.

9.5 Diskrétni regresory, umeélé proménné

Dosud jsme se zabyvali ilohami, ve kterych vysvétlujici veliciny byly spojité. Docela
casto se v analyze dat stdva, ze data pochazeji ze dvou nebo vice populaci, vzpo-
menme napi. na dvouvybérové testy ¢i analyzu rozptylu. I na takova data muzeme
aplikovat linearni regresi. Uvazujme nyni nejjednodussi ptripad — linedrni regresni
model s jednim regresorem

EY; = By + Bi;.

Parametr (8, je smérnice primky, tzn. vyjadfuje zménu stfedni hodnoty nahodné
veli¢iny Y;, zméni-li se hodnota regresoru o jednicku. Uvazujme, ze regresor = je
diskrétni a ma hodnoty {0, 1}, jinymi slovy jen rozdéluje data do dvou skupin (vy-
béru) ze dvou populaci 0 a 1. Pak test hypotézy $; = 0 znamend totéz jako test
hypotézy o = g1 (shoda stfednich hodnot obou populaci), tj. dvouvybérovy t-test
pri shodnych rozptylech.
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Priklad 9.1 Mame otestovat hypotézu, ze stiedni hodnoty veliciny Y ze dvou
populaci jsou shodné. Vybérové charakteristiky pro oba nezavislé vybéry jsou v na-

sledujici tabulce a obrazku.

vybér | n | prumér | sm. odchylka
0 30 | 5,06 1,04
1 20 | 5,96 2,09

K testu si muzeme vybrat nékolik metod, které nam daji shodné vysledky:

metoda Hy predpoklad | statistika | p

t-test(shodné rozptyly) | po =1 | 02 =03 2,01 0,05
linedrni regrese B =0 o5 =o? 2,01 0,05
ANOVA Mo = f1 o2 = o} 4,03 0,05

Jak vidime, ve vsech tfech ptipadech nam vysla stejna hodnota p, pro t-test a line-
arni regresi i stejna hodnota statistiky, ackoliv testujeme ruzné hypotézy, v analyze
rozptylu je hodnota F-statistiky rovna druhé mocniné ¢-statistiky u ostatnich dvou
metod. V pripadé linedrni regrese je odhad by = 41 — 9o a by = 4o a testujeme, zda
rozdil prumeéru je dostateéné veliky k zamitnuti hypotézy po = py (pfipomenme, ze

smérnice primky je zména veli¢iny y pfi zméné veli¢iny = o jednicku).

To, ze uvedené statistiky vysly stejné, neni zadné prekvapeni, nebot’ se vycisluji ze
stejnych formuli. Také predpoklady pro vSechny uvedené testy jsou shodné, normélné

rozdélend residua a shodné rozptyly v obou populacich.

Uvedeny priklad ilustruje moznost podobného pohledu na analyzu rozptylu a linedrni
regresi, ukazuje, ze diskrétni regresory mohou byt docela snadno interpretovany a

naznacuje sméry dalstho zobecnéni linedrnitho modelu.

Pokud diskrétni regresor nabyva vice nez dvou hodnot, lze k rozliseni uzit tzv. umeélé
promenné, dummy variables. Obvykle se jedna z r kategorii vybere jako referencni a
r —1 dummy proménnych s hodnotami {0, 1} pak kéduje kategorie. Odhad smérnice
u konkrétni dummy proménné znamena odhad zmény stfedni hodnoty vysvétlované

veli¢iny oproti referencni kategorii. Podrobnéji viz kapitola Logisticka regrese.

Pti vice diskrétnich regresorech pomocné proménné dovoluji zkoumat regresni ana-
lIyzou i velmi komplikované struktury zavislosti, ptipadné i v kombinaci s dalsimi
spojitymi regresory tyto zavislosti ,,o¢ist’ovat® od vlivu jinych veli¢in. Podrobnéjsi
vyklad takovych postupu piresahuje rozsah tohoto kursu, v ptripadé potieby se ob-
rat'te na literaturu, napr. Draper a Smith nebo Andél atd. Tam najdete i dalsi

moznosti zavedeni pomocnych proménnych.
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Shrnuti

e tranformace regresoru, polynom, model druhého Tddu, linearizace
e heteroskedascita, metoda vdZenijch nejmensich ctvercu

o diskrétni regresory, umélé promeénné

Kontrolni otazky

1. Jaké zjednoduseni predstavuje metoda viZenych nejmensich c¢tverci proti Ait-
kenovu odhadu?

2. Jak interpretovat smérnici regresni primky v pripadé spojitych regresori a jak
v pripadé diskrétnich regresoru?

3. Co jsou umélé (dummy) proménné?
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10 Zobecnény linearni model (GLM)

Privodce studiem

Zobecnény linedrni model (GLM) projdéte spise pro celkovy prehled, snazte se vak
dukladné pochopit ¢ast o logistické regresi véetné reseného prikladu. Na tuto kapitolu
pocitejte negméné se ctyrmi hodinams studia s tim, Ze se k probirané ldatce budete jeste

vracet po pochopeni dalsich souvislosti.

Zobecnény linedrni model ( Generalized Linear Model) oznac¢ovany jako GLM nebo
GLIM, je podrobnéji popsan v knize McCullagh a Nelder [[A] a do zdkladnich pojmu

tohoto modelu nyni nahlédneme.

Zobecnény linedrni modle (GLM) zahrnuje:

linedrni regresi

ruzné modely analyzy rozptylu (ANOVA)
logistickou regresi

probitovy model

log-linearni model (multinomicky model pro ¢etnosti v analyze mnohorozmér-

nych kontingenénich tabulek)
Oznaceni datovych struktur a vyznam symbolu v GLM:

Pozorovani zavisle proménné (response) je sloupcovy vektor nahodnych veli¢in
aje typu (n x 1), tedy y = [y1, 42, -+, yal"-
Pokud z kontextu je ziejmé, Ze se jedna o libovolny prvek vektoru y, bude

oznacovan y (netucna kursiva bez indexu)

Matice X nezdvislych proménnych (regresort, covariates) je typu (n x p). Jeji

j-ty sloupec oznacujeme x;.
Vektor parametri je 8 = [f1, B2, -, 8]
Néhodn4 slozka modelu m4 vektor sttednich hodnot E(Y) = p typu (n x 1) a

kovarianéni matici cov(Y)

Linearni prediktor i je systematicka slozka v linearnim modelu, tedy
p
n=>_ %
j=1

kde x; je j — ty sloupec matice X, tj. vektor (n x 1).

Kazda slozka vektoru Y ma rozdéleni z exponencialni rodiny rozdéleni s hustotou

Sy (y,0,0) = exp{(y8 — b(0))/a(0) + c(y,0)}, (32)
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kde 6 a ¢ jsou parametry rozdéleni, a(.),b(.),c(.) jsou funkce, jejichz tvar je dén
konkrétnim rozdélenim z exponencialni rodiny. Pokud ¢ je zndmé, je rov.(B2) hustota
rozdéleni z exponencialni rodiny a ma kanonicky parametr 6. Pokud ¢ je neznamé,

pak to muze, ale nemusi byt dvouparametrické rozdéleni z exponencialni rodiny.

Napf. pro normélni rozdéleni, Y ~ N(u, 0?)

fr(y.0,9) = m=exp{—(y — n)*/20°} =

2mo

= exp{(yu — 1/2)/0* — 3(y*/0” + In(2m0?)) },

takze v tomto pripadé
0= Hs ¢ = 027

a(6) =6 WO = /2 cly,0) = —5(s*/0 +In(20?))

Logaritmus vérohodnostni funkce (pi zndmém y funkce parametru 6, ¢) je

Z(Q’ Qb, y) =1In fY<y7 07 ¢)

Sttedni hodnota a rozptyl mohou pak byt uréeny ze vztahu znamych pro vérohod-

ol 021 o1\ 2
EQ%)_O E<aﬁ)+E(&9 _0

Vérohodnostni funkci pro jedno pozorovani z jakéhokoli rozdéleni z exponencialni

nostni funkei:

rodiny lze zapsat
10,0,y) = (yd — 0(0))/a(¢) + c(y, ¢)
Derivace podle kanonického parametru jsou 9l/90 = (y — b'(9))/a(¢) a 9*1/06* =
b"(0)/a(¢).
Polozime-li je rovny nule, muzeme vyjadrit stfedni hodnotu a rozptyl vysvétlované

nahodné velic¢iny:

E(%)=W—U@VM@=OiE@7=M=W®

AN var(Y) = b"(0)a
var(Y) D) 0= var(Y) =b"(0)a(9).

Sttedni hodnota je funkci pouze kanonického parametru 6. Rozptyl nahodné veli¢iny

Y je souc¢inem dvou funkci. Jedna, b”(0) zavisi pouze na kanonickém parametru
rozdéleni (a tedy na stfedni hodnoté p ndhodné veliciny Y'). Nazyva se varianéni
funkce (variance function) a muzeme ji zapsat jako funkeci stfedni hodnoty, V().

Druhd funkce v souc¢inu je nezavisld na kanonickém parametru 6 a zavisi jen na ¢.



I0)

Funkce a(¢) mé obvykle tvar a(¢) = ¢/w. Parametr ¢ se nazyva disperzni parametr
a je konstantni pro vSechna pozorovani, w je apriorné znama vaha pozorovani, muze

byt rizna pro ruzna pozorovani.

GLM tedy dovoluje i jind rozdéleni z exponencidlni rodiny nez jen normalni uzité
v klasickém modelu. Dalsi zobecnéni je v tom, ze linearni prediktor nemusi vysvét-
lovat jen (podminénou) stiedni hodnotu ndhodné veliciny, ale i néjakou jeji funkci.
Vztah mezi linedrnim prediktorem 7 a stfedni hodnotou p vysvétlované ndhodné

velic¢iny Y vyjadiuje spojovaci funkce (link):

ni = g(p:)

Spojovaci funkce g(.) muze byt jakdkoli monoténni diferencovatelna funkce.

V klasickém linearnim modelu je spojovaci funkei identita, tj. 7 = p. U jinych modela

se uzivaji zejména tyto spojovaci funkce:

logit n=1In{u/(1—u)} O<pu<l
probit n=o"u) O<pu<l
®(.) je distribuéni funkce
rozdéleni N(0,1)

komplementarni
log-log n=In{-In(1—u)} O<pu<l1
A A#0
mocninové funkce 7 = . pro A 7 >0
Inpg proA=0

Jelikoz stfedni hodnota u = ¥'(0), je tedy jen funkei kanonického parametru 6 a
spojovaci funkce je monoténni, existuje inverzni funkce, kterou muzeme vyjadrit jako
funkci sttedni hodnoty, 6(u). Néekterd rozdéleni maji zvlastni spojovaci funkce, kdy
kanonicky parametr rozdéleni je roven linearnimu prediktoru, # = 7. Tyto spojovaci
funkce se nazyvaji kanonické (canonical link). Pro bézna rozdéleni jsou kanonickymi

nasledujici spojovaci funkce:

normdlni rozdéleni, N (u,0?) n=p

Poissonovo, P(u) n=Inu
alternativni, A(m) n=In{r/(1-m)}
gamma, G(u,v) n=p"

inversni Gaussovo, IG(pu,0?) n= 2
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V klasickém modelu se vystiznost modelu (tésnost prolozeni) vyjadiuje obvykle po-
moci koeficientu determinace R?, tj. jako podil variability z4vislé veliciny vysvétlené

modelem na celkové variabilité.

RSS
> (Y — 1)?

Celkov4 variabilita > (y; — ¥)? odpovida RSS linedrniho modelu s jednim paramet-

R*=1-

rem, jehoz odhad je by = 4. Pro takovy model je

2 _Z(yi—@Q:
R =1 —Z(yi—w 0.

Pro model vysvétlujici variabilitu veliciny y iplné je RSS = 0 a tedy je R? = 1.

Ve zobecnéném linearnim modelu lze model (tésnost prolozeni) posuzovat analogicky.
Uvazujme tak zvany uplny model s n parametry, ktery by vysvétloval pozorované
hodnoty y presné, tzn. y; = p;. Jelikoz muzeme kanonicky parametr vyjadrit jako
funkei sttedni hodnoty, 0(u), muzeme vérohodnostni funkei zapsat jako I(y, ®,y).

To je maximalné dosazitelna hodnota vérohodnostni funkce.

Pro model jen s jednim parametrem, kdy p; = konst (nulovy model, obsahuje jen
intercept), bychom dostali vérohodnostni funkci minimélni hodnoty pro dand data.
Dvojnasobek rozdilu mezi témito vérohodnostnimi funkcemi je analogii k celkové
variabilité v klasickém modelu. Oznacime-li odhad strednich hodnot v modelu s p
parametry jako @t a odhad kanonického parametru pro tento model jako = O(p) a
0 = O(y) a predpokladame-li a;(¢) = ¢/w;, pak dvojnasobek rozdilu vérohodnost-
nich funkei I(y, ¢,y) a (@, ,y) je

Z 2wi{yi(0; — 6:) — b(0;) + b(6:)} /& = D(y, 1) /-

D(y, j1)/¢, kterd je funkci pozorovanych dat, se nazyva deviance a je to analo-
gie residudlni sumy ctvercu, RSS. Klasicky linedrni model je zvlastnim pripadem
zobecnéného modelu, kdy spojovaci funkce je identita a pak pro normalné roz-

délenou nahodnou slozku modelu je deviance rovna residualnimu souctu c¢tvercu,
D(y,p)/é = >2(yi — fiz)* = RSS
D*(y, i) = D(y, 1)/ ¢ je tzv. scaled deviance, je to deviance vyjddiena jako nasobek

disperzniho parametru.

Ve zobecnéném linearnim modelu je tedy cilem nalézt model, ktery zmensuje celko-
vou devianci (imérnou rozdilu logaritmu vérohodnostnich funkei mezi iplnym mo-
delem a nulovym modelem s jednim parametrem). Takovy model muze byt vytvéren
i postupné, mohou byt do modelu zarazovany ty regresory, které nejvice snizuji de-
vianci vzhledem k aktudlnimu modelu se zafazenymi k parametry, tedy muze byt

pouzit krokovy (stepwise) postup pro vyhledavani regresniho modelu. Regresory ve
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zobecnéném linedrnim modelu mohou byt i kvalitativni (faktory) a regresory mohou
byt i interakce (souciny) puvodnich regresoru, takze pomoci zobecnéného modelu je

mozné odhadovat parametry i slozitych modelt analyzy rozptylu.

10.1 Logisticka regrese

K logistickému regresnimu modelu dojdeme ze zobecnéného linearniho modelu
(GLM)
glE(Y |x)] = x"B, (33)

ve kterém néjaka funkce g podminéné stfedni hodnoty nahodné veliciny Y je vy-
jadfena jako linedrn{ funkce vektoru regresorit x? = (1,1, %9, ...,Ts) s regresnimi
koeficienty 87 = (8o, f1,. .., fs). Pokud ma nahodné veli¢ina Y alternativni roz-
déleni, tedy Y ~ A(p), které m4, jak zndmo, sttedni hodnotu E(Y) = p, a jako

spojovaci (t. zv. link) funkci ve zobecnéném linearnim modelu zvolime logit,

logit(p) = In (%) , (34)

-Pp

dojdeme k logistickému regresnimu modelu

In <L> = X', (35)

I—p

ve kterém logit podminéné sttedni hodnoty je vyjadien jako linearni funkce regre-

soru.
Parametry fy, 51, . . ., Os regresniho modelu (B3) lze odhadovat metodou maximé&lni
vérohodnosti. Algoritmy pro nalezeni téchto odhadu by, by, ..., bs jsou jiz fadu let

implementovany v dostupnych statistickych programech. Logisticky regresni model
mé pomérné snadnou a primocarou interpretaci. Pomeér p/(1 — p), tedy pomér prav-
dépodobnosti ,,ispéchu” ku pravdépodobnosti ,neispéchu”, je v anglosaském svéteé
oznacovan jako odds a je zcela samoziejmé pouzivan i mimo statistiku, napt. pii saz-

kach. Ceska terminologie neni ustalend, uziva se pomeér Sanci nebo sazkové riziko.

Necht’ tedy

oddsy = ] Po pii hodnotéach regresoru x = xg

— Po

pii hodnotéach regresoru x = x3

odds; = 1 P
— D1

Pomeér dvou odds je oznacovan jako odds ratio, zkratkou OR.

odds; p1/<1 - Pl)
OR = =
oddsy Po/(l - Po)

(36)
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Odhad regresniho koeficientu b;, i € [1, s], znamend odhad zmény logitu pti zméné

regresoru x; o jednicku a pii konstantnich hodnotach regresoru ostatnich, tedy
b; = ln(@]\%), jestlize 1, —xo; =lax; =0, Jj#i, j=12,...,s
Odhad OR pfti zméné regresoru x; o jednicku lze spocitat jednoduse jako
OR = ¢"

Interpretaci vysledku logistické regrese ilustruje nasledujici priklad nejjednodussiho
logistického modelu s jednim dichotomickym regresorem. Pro vétsi ndzornost si pied-
stavime, Ze regresor X znamena expozici (vystaveni riziku), vysvétlovand proménnd
Y znamend piftomnost pifznaku nemoci. Cetnosti pozorovanych piipadi pak mi-

zeme zapsat do ¢tyrpolni tabulky

Expozice
Nemoc | X =1 X =0
Y = a b
Y = c d

Pak, je-li a,b,c,d > 0

b
odds, = @+ _a g Wb HD b
c/la—+ c +

Pro rozptyl tohoto odhadu asymptoticky plati - viz na pf. [g]

var(by) = var (m (%l)) —a+1/b+1/c+1/d

Je tedy zrejmé, Ze logistickou regresi je mozno aplikovat i v ptipadech, kdy regresor je
diskrétni dichotomicka velicina. Pokud je regresor nomindlni, lze takovou proménnou
transformovat na dichotomické veli¢iny s hodnotami {0, 1}, tzv. indikdtory (dummy
variables). Uvazujme regresor x;, i € [1, s], ktery je nomindlni s k; kategoriemi a mé
pozorované hodnoty x;;, [ =1,2,...,n, n je pocet pozorovani. Hodnoty kategorii
muzeme oznacit ¢iselnymi kédy {0,1,..., k; — 1}. Kategorii s kédem 0 zvolime jako
referenéni (t.zv. baseline category) a vytvofime k; — 1 indikdtoru s ohodnocenim

podle nésledujiciho pravidla

1 kdyz x; =7
(dij), = j=12,....k -1, 1=1,2,... s (37)
0 jinak
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Regresni koeficienty korespondujici s témito indikdtory muzeme oznacit 53,5, j =
1,2,k —1,

koeficientu u jednotlivych indikdtort jsou vlastné logaritmem odhadovaného poméru

t=1,2,...,s, jejich odhady pak oznacime b;;. Odhady regresnich

odds prislusné kategorie k odds kategorie referencni, tedy logaritmem ptislusného
odds ratio. Pro velké vybéry muzeme 100(1 — «)-procentni oboustranny interval

spolehlivosti pro regresni koeficient j3;; vyjadiit jako

<bij — U(l — Q/Q)SE(Z)U), bij + U(l — CY/2)SE(Z)ZJ)>

a interval spolehlivosti pro OR

(exp b — u(l — a/2)SE(b)],  explby +u(l — a/2)SEby)]),  (39)
kde u(1—a/2) je kvantil normovaného normélntho rozdéleni N (0, 1) a SE(b;;) je smé-
rodatna odchylka odhadu regresniho koeficientu. Neobsahuje-li interval spolehlivosti
pro OR jednicku, lze odds v této kategorii povazovat za odlisny od odds kategorie
referencni, takze interpretace vysledku regresniho modelu je velice pirimocard. Pokud
mame regresni model s vice regresory, odhad regresniho parametru vyjadiuje linearni
zavislost predikované veliciny na daném regresoru po adjustovani vlivu ostatnich re-
gresorti. Tedy v logistické regresi je odhad regresniho koeficientu roven logaritmu

odhadovaného odds ratio po adjustaci vlivu ostatnich regresoru.

Piiklad 10.1 Data pro tuto tlohu jsou v souboru LOGREG2.XLS. Vysvétlovana
veli¢ina Y je dichotomicka s hodnotami {0, 1}. Hodnota 1 znamend, ze pozorovand
osoba je nemocnd, hodnotu 0 méa osoba zdrava. Regresory jsou velic¢iny expozice
(dichotomicka, hodnota 1 znamend, Ze osoba pracuje v rizikovém provozu, hodnota
0 znamend opak), vek (roky) a koureni (pocet cigaret za den) jsou spojité, resp. i

pocet cigaret za spojity muzeme povazovat.

Zkraceny vystup z modulu Logistic Regression [[@] nésleduje:
Logistic Regression Report
Response Y

Parameter Estimation Section

Regression Standard Chi-Square Prob
Variable Coefficient Error Beta=0 Level
Intercept -25.35205 5.291554 22.95 0.000002
expozice 2.285141 0.4990213 20.97 0.000005
vek 0.6799906 0.1548485 19.28 0.000011
koureni 5.641818E-02 1.658742E-02 11.57 0.000671
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Model in Transformation Form

-25.35205 + 2.285141*expozice + .6799906%*vek +

+ 5.641818E-02*koureni

Note that this is XB. Prob(Y=1) is 1/(1+Exp(-XB)).

Odds Ratio Estimation Section

Regression Odds Lower 95}, Upper 95%
Variable Coefficient Ratio Conf.Limit Conf.Limit
Intercept -25.352054
expozice 2.285141 9.827076  3.695359 26.133163
vek 0.679991
koureni 0.056418

Model Summary Section

Model Model Model Model
R-Squared D.F. Chi-Square Prob
0.345596 3 77.63 0.000000

V prvni ¢asti jsou odhady parametru logistického modelu a statistiky pro test hy-
potéz o nulovosti parametri. Vidime, ze u vSech ¢tyf parametri zamitdme nulovou
hypotézu §; = 0, odhadované parametry u vsech tif regresoru jsou kladné, tzn. logit
roste s hodnotou regresoru, je tedy vyssi u exponovanych, roste s vékem a poctem
vykoutenych cigaret. V ¢asti Odds Ratio Estimation jsou znovu uvedeny odhady pa-
rametru a pro dichotomicky regresor je uveden i OR a 95%-n{ interval spolehlivosti.
Jelikoz tento interval neobsahuje hodnotu 1 (dolni hranice intervalu je 3,7), znamena
to, ze OR je vyznamné vétsi nez 1 i po odecteni (adjustaci) vlivu véku a kouteni a ze
expozice vyznamné zvysuje riziko onemocnéni. Model Summary Section je analogii
sekce ANOVA v linearni regresi a slouzi k testu hypotézy, ze vSechny parametry jsou

nulové.
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Shrnuti

o zobecnény linedrni model (GLM)
e spojovact funkce, kanonické spojovaci funkce pro béind rozdeleni

e logistickd regrese, odds ratio

Kontrolni otazky

1. Vyswvétlete hlavni myslenky zobecneéného modelu.
2. Co je linedarni prediktor?
3. Jaké rozdéleni ma vysvétlovand velicina v logistické regresi?

4. Co je to logit? Je funkci stredni hodnoty vysvétlované veliciny?

Koresponden¢ni tloha
Korespondencni ilohy budou zadavany ke kazZdému kursu samostatné.
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11 Nelinearni regresni model

Privodce studiem
Kapitola je vénovdana zdkladum nelinedrni regrese. Na tuto kapitolu pocitejte

nejméné se tremi hodinami studia. Prostudujte dukladné i Teseny priklad na konci

kapitoly.
Zékladni predstava pro nelinearni regresni model je, ze stfedni hodnoty slozek na-
hodného vektoru y, tj. E(y;), ¢ = 1,2,...,n, muzeme vyjadiit jako néjakou funkci
regresoru

Ey; = f(xi, B), (39)

kde x; je k-clenny vektor nendhodnych vysvétlujicich proménnych (x7 je i-ty iddek
matice regresoru X, matice X je typu n X k) a 8 je p-¢lenny vektor parametru.
Obvyklou zakladni tlohou nelinedrni regrese je pro dand data [y, X] a dany tvar

funkce f(x;,3) odhadnout hodnoty parametru B3 tak, aby model (B9) co nejlépe

vysvétloval pozorované hodnoty nahodného vektoru y.

Zda je model (B9) opravdu nelinedarni v parametrech pozname podle parcidlnich

derivaci

g = af(axz‘,ﬁ)
B;
Pokud
g; = const pro véechna j =1,2,...,p (40)

tzn. parcidlni derivace nejsou zavislé na f;, pak model (B9) je linearni v parametrech,
pokud alespon pro jeden z parametru (; podminka (E0) neplati, je model nelinearni.
Pokud podminka (E0) neni splnéna pro zadny z parametru modelu, fikdme, Ze model

je neseparabilni. To je napt. nasledujici model s jednim regresorem (k = 1)

f(zi, B) = exp(Br7;) + exp(Ba;).

Pokud pro nékteré parametry je podminka (E0) splnéna, je model separabilni, napf.

f(zs,8) = Bi + Baexp(Bsz;).

To je model, ktery je nelinearni jen vzhledem k parametru f3. Néktery tvar neline-

drnich modelu (B9) muzeme vhodnou transformaci linearizovat, napf.

f(zi,8) = B eXP(ﬁ—?)

(2

po zlogaritmovani prejde na tvar

In(Ey;) = In[f(zi, B)] = 11 + 122,
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coz je linearni funkce proménné z; = 1/x; a parametry v, = In 8y a v, = [s.

Hodnoty regresoru z matice X] muzeme zobrazit jako n bodu v (k)-rozmérném pro-
storu. Nelinedarni regresni model (B3) je plocha v k£ + 1-rozmérném prostoru (srovnej
s linearnim modelem s jednim regresorem — hodnoty regresoru jsou zobrazeny na
vodorovné ose, tj. v 1D, piimka v roviné, tj. v 2D). Na rozdil od linedrniho mo-
delu tuto plochu nelze vyjadiit jako linedrni kombinaci regresoru (,neni rovna‘“),
ma zaktiveni. PTi danych datech a modelové funkci je tvar této plochy zavisly na
hodnotach parametru ;. Ulohou odhadu parametru nelinearniho regresniho modelu
je tedy nalézt takové hodnoty parametru, pro které tato plocha dobfe aproximuje
pozorované hodnoty nahodného vektoru y. Podobné jako u linedrni regrese muizeme

tuto ulohu tesit metodou nejmensich ¢tverci.

Uvazujme tzv. aditivni model pro ndhodnou slozku

vi = f(x:,8) + & (41)

Predpokladejme, ze proi =1,2,...,n

e ¢; jsou vzajemné nezavislé ndhodné veli¢iny (nejsou korelovany),

e F(g;) =0, hodnoty y; ndhodné kolisaji okolo proklddané plochy, sttedni hod-

nota tohoto kolisani je nulova,

e var g; = 02, tzn. maji konstantn{ rozptyl o2.

Potom soucet ¢tvercu rozdili pozorovanych a modelovych hodnot vyjadieny jako

funkce parametru je
n

QB) = i~ f(xi. ) (42)

i=1
Odhad metodou nejmensich ¢tverci znamena nalézt takové odhady B parametri 3,
aby Q(8) bylo minimélni. Zderivujeme-li Q(8) podle §;, j = 1,2,...,p a polozime-li

derivace rovny nule, dostaneme soustavu p rovnic

Z |:yi - f(Xmé)] %ﬁ:ﬂ)bza, (43)

Na rozdil od linearni regresni funkce, kdy je soustava normélnich rovnic linedrni
(parcidlni derivace jsou konstantni) a Q(3) elipticky paraboloid s minimem v bodé
B = b, které lze za dosti obecnych podminek jednoznacné urcit, je u nelinearniho
modelu soustava normalnich rovnic nelinearni. Jeji feSeni je narocné, nebot” nemusi
vzdy existovat jednoznacné, navic je nutno uzivat iterativnich metod, které nezaru-

¢uji nalezeni globalniho minima funkce (E2).
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U nelinedrnich modelu lze ziskat informace o tvaru funkce Q(3) v okoli bodu By

z jejitho Taylorova rozvoje druhého stupné:

QB) = QB.) + Mg + S ABIHLAB,. (1)
kde AB, = B — B4, gk je gradient (vektor) s prvky

_0Q(B)
9j = aﬂj |ﬂ:ﬁk

a Hy, je symetrickd matrice fddu p (Hessidan) s prvky

_ 0°Q(B) |
~ 9B0B; P

Gradient lze vyjadrit
gr — —2JTd,

kde d je vektor typu (n x 1) s prvky d; = y; — f(x3,8;), J je matice typu (n X p)
(Jakobidn) s prvky

af(Xz', /Bk)

L, i=1,2,...n, j=12,....p.
85;

Jij -
Pak pro Hessian plati:
H, =2J7J + By,

kde By, (fadu p) ma prvky:

0* f (xi, :
:_22 zaﬁk]%, j,l:1,2,...,p.

Regresni parametry 1ze odhadnout jednoznacné jen tehdy, jsou-li

af(Xi, /Bk)
0B,

linedrné nezdvislé. To znamend, Ze neexistuji ¢; # 0, aby

L 0f(x.8
IR )

j=1
Pokud plati (£3), tj. JTJ je singuldrni, pak je model nevhodné specifikovan a nelze
odhadnout jednotliva 3;. Rikdme, ze model je preurcen. Jedind cesta k nipraveé je
zména modelu, kterd vétsinou vede pres snizeni poCtu parametru, tj. zjednoduseni
funkce f(x;,3). Pokud rov. (E3) plati pfiblizné (analogie s multikolinearitou v line-

arnim modelu), pak jsou odhady @ silné korelované a jejich odhad neni spolehlivy.
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Numerické metody odhadu regresnich parametru, uzivané ve statistickém software,
jsou vétsinou algoritmy, které minimalizuji Q(3) iterativné. Vychazeji z poc¢atecéniho,

uzivatelem zadaného ,nastrelu” hodnot parametri. Reseni probiha po krocich

B(O)?B(l)a s 7B(H)

Zménu mezi jednotlivymi iteracnimi kroky muzeme vyjadrit jako pficteni ptirustko-
vého vektoru Ay,
Bty = Bw) + An,

pri cemz itera¢ni proces by mél splnovat podminku:

Q(Bn+1)) < Q(By)

Prirustkovy vektor muzeme vyjadrit jako soucin tzv. smérového vektoru vy, a koefi-
cientu ay,

A = o v

Jednotlivé algoritmy se lisi ve volbé smérového vektoru v, a zpusobu adaptace ko-

eficientu oy, béhem vypoctu.

Z rovnice (E4) dostaneme smérovy vektor ve tvaru
vi=—-H'g=J"J-B) 'J7g, (46)

kde é je vektor residui. Optimalni je « = 1. Tato metoda se nazyva Newtonova. Jeji
nevyhodou je, Ze potiebuje vypocet matice druhych derivaci kriteridlni funkce Q(3).
V metodé Gauss-Newtonové se zanedbava matice B a smérovy vektor se urcuje ze

vztahu
v, = (JTJ)1J7e. (47)

Dalsimi bézné uzivanymi metodami jsou ruzné modifikace Marquardtovy metody,

kdy smérovy vektor se urcuje podle vztahu
vy, = (J'T + ADID;,) 17, (48)

kde Dy, je diagonalni matice eliminujici vliv ruznych velikosti slozek matice J a A je
parametr, jehoz hodnota se adaptuje béhem iteracniho procesu. Podrobnéji viz napi.
Meloun a Militky [EO]. Jedna z variant této metody je implementovéna i v NCSS
2000 [r=2).

Pro vSechny iterativni algoritmy je vsak velmi podstatny uzivatelem zadany ,nastiel”
pocatecnich hodnot parametri a jejich minima a maxima. Spatné volba po¢atecnich
hodnot muze zpusobit bud’ pomalou konvergenci, pripadné ukonceni v néjakém lo-

kalnim minimu, nebo dokonce iplné selhani algoritmu. Vzdy se vyplati obor hod-
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not parametru vécné i numericky predem dukladné analyzovat a teprve pak spustit
vypocet. Pokud standardni iterativni algoritmy selhavaji, Ize k odhadu parametru
nelinearniho regresniho model uzit néktery ze stochastickych algoritmu globalni op-

timalizace.

Odhadneme-li parametry nelinedrniho regresnitho modelu, muzeme (a vétsinou i mu-
sime, nebot’ spravnost odhadu, tj. nalezeni globdlniho minima funkce @Q(3) neni
zaruc¢ena) posoudit vhodnost modelu a spravnost nalezenych odhadu. K prvnimu

hrubému posouzeni poslouzi index determinace R?,

RSS

2
-1 ==
i TSS’

N

kde RSS = Q(), celkovd suma ctvercu T'SS je definovéna stejné jako u linedrniho
modelu. Dalsimi uzite¢nymi jednoduchymi charakteristikami je odhad residualniho

rozptylu
o“ = = s
n—p

pripadné odhad smérodatné odchylky residui, ktera je odmocninou residualniho roz-
ptylu.

Déle je vzdy potfeba posoudit, zda regresni funkce s nalezenymi hodnotami para-
metriu dobfe vystihuje pozorované veliciny vysvétlované veliciny y. Pokud méame
v modelu jen jeden regresor, vétsinou postaci jen vizualni posouzeni grafu nalezené
funkce a hodnot y proti hodnotam regresoru. Pokud je regresoru vice, muzeme uzit

grafy residui podobné jako je popsano v kapitole o linearnim regresnim modelu.

Je také vhodné posoudit, jak silné jsou odhady parametru korelovany. Kovarianéni

matice odhadu se obvykle nejjednoduseji aproximuje
Sp = s? (JTI) ™,

po ptipadé presnéjsimi aproximacemi s vyuzitim i druhych derivaci kriteridlni funkce
Q(B) v bode B, tj. s vyuzitim matice H. V matici Sy, jsou na diagonsle odhady
rozptylu jednotlivych odhadu parametru, takze lze pak snadno z kovarianéni matice
Sy, 1 korelacéni matici. Pokud se absolutni hodnota nékterého z korela¢nich koeficientu
blizi jedné, je model bud’ preurceny nebo Spatné podminény. Pak je potieba cely

problém znovu analyzovat a bud’ zjednodusit model nebo domérit dalsi data.

Za predpokladu, ze v modelu (E0) maji nahodné slozky normalni rozdéleni, tj. € ~
N(0,071), lze pak spocitat i intervalové odhady pro parametry a testovat hypotézy
HO: B; = 0, 7 = 1,2,...,p. Jak intervaly spolehlivosti, tak testy je vSak nutno
uzivat s opatrnosti, nebot’ v piipadé nelinearni regrese odhady parametru ziskané

metodou nejmensich ¢tvercu obecné nemusi byt nestranné a intervaly spolehlivosti i
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testy hypotéz jsou zalozeny jen na aproximaci tvaru funkce Q(3) v okoli nalezenych

hodnot odhadi 3.

Piiklad 11.1 Data v souboru NLR1.XLS obsahuji 44 pozorovani velicin X a Y.
Regresni funkce ma tvar Y = A + (0.49 — A) * exp(—B * X ). Mame odhadnout

parametry A, B a posoudit vhodnost modelu.

Vystup z modulu nonlinear regression [[] je nasledujici:
Nonlinear Regression Report
Dependent Y

Minimization Phase Section

Itn Error Sum

No. Lambda Lambda A B

0 3.58328 0.00004 0.1 0.13

1 2.387233E-02 0.000016 0.3856243  7.893059E-02

Stepsize reduced to 0.9189852 by bounds.
Stepsize reduced to 0.9202212 by bounds.
Stepsize reduced to 0.9325328 by bounds.

2 1.453589E-02 0.064 0.3846167 3.805048E-02
3 9.619339E-03 0.0256 0.3635308 3.545998E-02
4 9.364404E-03 0.01024 0.3440655 2.731663E-02
5 8.930465E-03 0.004096 0.3211968 2.272922E-02
6 8.764675E-03 0.0016384 0.3023451 2.005132E-02
7 8.722906E-03 6.5536E-04 0.2922916 0.0189681

8 8.720914E-03 2.62144E-04  0.2899626 1.874566E-02
9 8.720909E-03 1.048576E-04 0.2898918 1.874063E-02
10 8.720909E-03 4.194304E-05 0.2898947 0.018741

Convergence criterion met.

Ve vystupu vidime, jak z poc¢dteénich hodnot parametru (A = 0.1, B = 0.13) po-

stupuje iterativni proces hledani minima residualni sumy ctvercu.




38 11 NELINEARNI REGRESNI MODEL

Model Estimation Section

Parameter Parameter Asymptotic Lower Upper

Name Estimate Standard Error 95} C.L. 95% C.L.

A 0.2898947  6.939709E-02 0.1498457 0.4299437

B 0.018741 8.529059E-03 1.528661E-03 3.595333E-02

Z odhadu parametru a jejich interval spolehlivosti vidime, ze odhady jsou vyznamné

odlisné od nuly.

Model Y = A+(0.49-A)*EXP (-B*X)

R-Squared 0.779217

Iterations 10

Estimated Model
(.2898947)+(0.49-(.2898947) ) *EXP (- (.018741)* (X))

Index determinace ukazuje, ze model vysvétluje asi ti ¢tvrtiny z celkové variability

veli¢iny Y.

Analysis of Variance Table

Sum of Mean
Source DF Squares Square
Mean 7.9475 7.9475
Model 2 7.978279 3.98914
Model (Adj) 3.077909E-02 3.077909E-02
Error 42 8.720909E-03 2.076407E-04
Total (Adj) 43 0.0395
Total 44 7.987

Tabulka analyzy rozptylu méa podobny ucel, jako u linearniho modelu, mtuzeme za-

mitnout hypotézu, ze vektor parametru je nulovy.
Asymptotic Correlation Matrix of Parameters

A B
A 1.000000 0.996008
B 0.996008 1.000000

Z korela¢ni matice odhadu je zfejmé, ze odhady jsou silné korelovany. To je u neli-
nearnich modela tohoto typu (jeden parametr je v souciniteli vyrazu, ve kterém je

druhy parametr v exponentu) casty jev. Indikuje, ze minimalizovana ucelova funkce
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(soucet residudlnich ¢tvercu) je v okoli nalezeného minima malo zakiivena a zména
v hodnotdach odhadu nezpusobuje dramatickou zménu v hodnoté minimalizované
funkce.

Z diagnostickych grafu vidime, ze predpoklady modelu jsou zhruba splnény, rozptyl

residui muzeme povazovat za konstantni, residua jsou zhruba normélné rozdélen4.

Residuals vs Predictor
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Normal Probability Plot of Residuals

Residuals

30 15 00 15 30

Expected Normals

Nalezeny model ukazuje nésledujici graf. Pozorované hodnoty jsou vyznaceny

krouzky, odhadované (modelové) hodnoty ¢tverecky.
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Z grafu je zrejmé, ze model dobte prokladda pozorované hodnoty. Muzeme tedy
uzaviit, ze navrzeny model je pro tuto zavislost vhodny, index determinace je 0.78,

odhadovana residudlni odchylka je 0.0144, odhady parametru jsou vyse.

Priklad 11.2 Na tomto prikladu si ukdzeme postup pri feseni jedné praktické
ulohy, ve které je potieba prolozit néjakou vhodnou funkci namérenymi daty. Tato
uloha je prevzata od Ing. Moravky z firmy Ttinecky inzenyring, a.s. Data pro tento
piiklad jsou v souboru moravka_prikl.xls. Méfila se zavislost koncentrace (conc) na

case (t). Zjisténd empiricka zavislost je nakreslena na nasledujicim obrazku:

4.00
S,
_ ge%?
3.00 g?;
O 3 080
S 2.00-0 o éogoo
(&) 0®
i ‘%%éa
1 OO_ O&c‘%m%(%%ooooooooooooooooo
0.00 , | | |
6 30 100 150 200
t

Pozadavek byl prolozit tuto zavislost funkci, kterd bude mit nasledujici vlastnosti:

e v Case t = 0 ma mit koncentrace hodnotu rovnou nule f(0) =0
e v Case t — oo ma mit koncentrace hodnotu rovnou jedné

e funkce ma dobte proklddat empirickou zavislost

Z grafu zavislosti vidime, ze pocatecni (rostouci) ¢ast zavislosti i za ni nésledujic

prudky pokles bychom mohli vystihnout souc¢inem dvou funkei:

e néjaké zavislosti prochézejici pocatkem, napt. ve tvaruy = A t, kde A je néjaky
neznamy parametr, jehoz hodnotu pak odhadneme z dat, nebo funkci s dvéma

parametry y; = A 2, kterd umozni rychlost ristu aproximovat pruznéji.
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e exponencialni funkce ve tvaru y, = exp(C t), kterd muze dobfe prokladat
klesajici cast zavislosti koncentrace na ¢ase, C' je opét parametr modelu. (Ex-

ponencialni zavislost y, klesd rychleji nez roste y).

Pak nam jesté zbyva vyftesit to, aby s rostoucim casem se funkce blizila hodnoté
jedna. To znamena, ze k vySe uvedenému soucinu potfebujeme pticist néjakou funkci
Y3, kterd ma malé hodnoty pii malych hodnotach ¢ a limys(t) = 1 pro t — oo.

Tomuto pozadavku vyhovuje napt. funkce ve tvaru

1

— 1
vs exp(D t)

Pro lepsi pochopeni téchto tvah si zkuste nakreslit prubéhy funkci y;, y2, y3 pro ruzné
hodnoty jejich parametri a 0 < t < 100 pomoci néjakého software, muzete tieba

uzit moznost ,,function plot® v nabidce ,Graphics* v NCSS.

Empirickou zavislost tedy muzeme zkusit modelovat funkei

1

_ _ B -
J) = xya+ys=At" exp(Ct)+1 xp(D 1)’

kde A, B,C, D jsou Ctyfi neznamé parametry, jejichz hodnoty odhadneme z dat
metodou nejmensich ¢tvercu. K tomu muzeme vyuzit standardni statisticky software,

napt. NCSS.

Vime uz, ze pro uspésny odhad parametru nelinearnitho modelu iterativnimi me-
todami je velmi dulezité vhodné volit jejich pocatecni ,nastiely” a dovoleny obor
hodnot, tj. minimum a maximum. Pfi tom musime vzit v ivahu jak tvar funkce, tak

i obor hodnot nezavisle proménné, tj. casu .

U parametru A je to celkem snadnd tloha: jelikoz hodnoty koncentrace jsou neza-
porné, i hodnota A musi byt nezdporna. Hodnoty koncentrace jsou mensi nez 4,
takze maximalni hodnota parametru A nemuze byt piilis velkd, interval [0, 20] je

postacujici, startovaci hodnota A = 1 muze byt dobra volba.

U parametru B musime uvazit, jak rychle ma funkce rust. Pokud by B = 1, pak by
rust podle ys byl linedrni, pro B < 1 pomalejsi, pro B > 1 rychlejsi. Muzeme zkusit

pocatecni hodnotu B = 1 a dovolené hodnoty z intervalu [0, 2].

U parametru C' a D musime byt opatrnéjsi. Oba parametry jsou v exponentu, navic
v soucinu s veli¢inou ¢, kterd ma hodnoty z intervalu [0, 160], tzn. hrozi numerické
problémy — preteceni nejvétsi v pocitaci reprezentované hodnoty ¢isla v pohyblivé
carce. Je ztejmé, ze hodnoty C' a D musi byt kladné, ale malé. Tedy zkusime nastiely
C' =0.01 a D =0.01 a interval pro oba parametry [0, 0.1] a zjistime, ze v prubéhu
iteraci doslo k preteceni (overflow). Zménime-li nastiel na D = 0.001, iteraéni proces

konverguje po 25 krocich a dostaneme nésledujici vysledky:
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Database D:\UZIVATELE\Moravka\moravka_prikl.SO

Dependent conc

Model Estimation Section

Parameter Parameter Asymptotic Lower Upper

Name Estimate Standard Error 95} C.L. 95% C.L.

A 1.685585 9.694253E-02 1.493156 1.878015

B 0.5552467 3.312053E-02 0.489503 0.6209905

C 5.248904E-02 3.513403E-03 4.551499E-02 5.946309E-02
D 2.545075E-02 7.617775E-03 1.032959E-02 4.057191E-02

(A*xT"B) *EXP (-C*T)+1-1/EXP (D*T)
R-Squared 0.963863

Iterations 25

Estimated Model

((1.685585) *(T) " (.5552467) ) *EXP (- (5.248904E-02) *(T) )
+1-1/EXP((2.545075E-02) *(T))

Model conc =

Analysis of Variance Table

Sum of Mean
Source DF  Squares Square
Mean 1 378.8356 378.8356
Model 4  469.3829 117.3457
Model (Adjusted) 3 90.54733 30.18244
Error 96  3.394817 3.536267E-02
Total (Adjusted) 99  93.94215
Total 100  472.7778

Asymptotic Correlation Matrix of Parameters

A B C D
A 1.000000 -0.913029 -0.572957 -0.339223
B -0.913029 1.000000 0.810758 0.531945
C -0.572957 0.810758 1.000000 0.885083
D -0.339223 0.531945 0.885083 1.000000

Vidime, Zze index determinace je ptiblizné 0.964, tedy model dobte prokldada em-
pirickou zavislost. Graf rezidui na nasledujicim obrazku ukazuje, ze vétsi odchylka

modelovych hodnot od pozorovanych se vyskytuje predevsim pro malé hodnoty ¢,
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kde i z grafu empirické zavislosti je patrné, ze v této oblasti byla pfesnost méreni

nejmensi.

Residuals vs Predictor

Residuals
o
o
¢ IQ
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Vhodnost zvoleného modelu ukazuje i nasledujici obrézek, kde jsou kromé empirické

zavislosti nakresleny i modelové hodnoty (body vyznacené trojuhelniky).
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Shrnuti

e nelinedrni regresni model, metoda nejmensich ctverci
e aproximace tvaru kriteridalni funkce v okoli nalezeného minima

e metody odhadu parametri

Kontrolni otazky

1. Vyswvétlete hlavni rozdily mezi linearnim a nelinedrnim regresnim modelem.
2. 'V ¢em je nalezeni odhadu parametri modelu obtizné?

3. Vysvétlete principy algoritmi pro odhad parametru nelinedrnich regresnich

model.

Korespondenc¢ni tloha

Korespondencni ulohy budou zaddvdiny ke kaZdému kursu samostatneé.
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12 Mnohorozmérné metody

Pravodce studiem
Na tuto rozsahlou kapitolu pocitejte nejméne s deseti hodinami usilovného studia
s tim, Ze se k probirané latce budete jesté vracet po pochopeni dalsich souuvislosti.

Vénugjte pozornost resenym prikladim.

Dosud jsme se zabyvali regresi, kdy jedna ndahodnd veli¢ina je vysvétlovana (nebo
predikovéna) pomoci jinych veli¢in. Hledd se zavislost podminéné stiedni hodnoty
nahodné velic¢iny na regresorech. Je to nejcastéji aplikovana statistickda metoda. Od-
haduje se, ze vice jak 90% aplikaci statistiky se opird o regresi. Pochopeni principu
regrese je velmi uzitecné pro pochopeni ostatnich metod analyzy mnohorozmérnych
dat. Regresni analyza byva povazovana za zcela samostanou ¢ast stojici vedle mno-
horozmérnych metod (methods of multivariate analysis). Ve vétsiné statistického
software je regresni a korelaéni analyza uvadéna jako samostatnd polozka stojici
vedle mnohorozmérnych metod. Také ucebnice a monografie byvaji vénovany samo-

statné regresi a samostatné zbyvajicim metodam mnohorozmérné analyzy dat.

Mezi mnohorozmérné metody jsou zatrazovany predevsim:

e testy shody vektoru stfednich hodnot
MANOVA (multivariate analysis of variance) - mnohorozmeérna analogie ana-
lyzy rozptylu

e kanonické korelace, které muzeme povazovat za jisté zobecnéni linedrni regrese,

kdy vysvétlujeme ne jednu nahodnou velic¢inu, ale vektor ndhodnych veli¢in

e metody klasifikace, kdy predpokladame, ze data pochézeji z vice populaci a

— hleddme pravidlo umoznujici zafadit (klasifikovat) objekt charakterizo-
vany vektorem hodnot do jedné z populaci (diskriminaéni analyza, logis-

tickd regrese, neuronové sité atd.)

— pokousime se najit v datech podmnoziny podobnych objektu (shlukovéa

analyza — cluster analysis)

e metody redukce dimenze tlohy, kdy proménlivost a zavislosti v datech se po-
kousime vyjadrit pomoci méné veli¢in. Analyza hlavnich komponent (principal
components) vysvétluje rozptyl. Faktorova analyza vysvétluje kovarianéni (ko-

relacni) strukturu.
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12.1 Test shody vektoru strednich hodnot

Pro test shody vektoru stfednich hodnot se uziva Hottelingtiv T? (¢ti té-kvadrat)
test. Je to mnohorozmérna analogie t-testu. Ve strucnosti uvedeme zakladni mys-

lenky:.

Jednovijbérovy Hottelingiiv T? test:
Testuje se hypotéza, ze p-rozmérny vektor stiednich hodnot p je roven néjakému
danému konstantnimu vektoru. Piedpokldda se, ze vybér je z mnohorozmérného

normalniho rozdéleni. Testovou statistikou je pak
T*=nE-p)'S7H (X —p). (49)

Tato statistika ma Hottelingovo rozdéleni. Lze také uzit statistiku

T2 n—p
n—1 p

~ Fp,nfp (5())

Intervaly spolehlivosti pro p-rozmérny vektor stfednich hodnot odvodime z (E9) a

T? n—p

< Fi_o(p,n — =1-
m—] 1—a(p,n = p) a

Po dpravé dostaneme

n—1 p

(x—p)'S (x—p) < Fi_a(p,n —p),

n n—p
kde (x — p)TS71(x — u) = ¢ znamend plochu elipsoidu se stfedem X, jehoz tvar
a velikost zavisi na vybérové kovariancéni matici S. Volbou a uré¢ime hodnotu c a

muzeme urcit intervaly spolehlivosti pro vektor stfednich hodnot g.

Duvouviybérovy Hottelingiv T? test:

Testujeme shodu dvou vektoru strednich hodnot (mnohorozmérné analogie dvouvy-
bérového t-testu). Mame dva vybéry z p-rozmérného normalniho rozdéleni o rozsa-
zich ny, ng, n1 + ny = n. Vektory vybérovych prumeéru jsou X;, Xs. Za predpokladu
shody kovarian¢nich matic 3; = 3y = X muzeme z vybérovych kovarianénich matic

S1,Ss odhadnout spole¢nou vybérovou kovarianéni matic

(711 — 1)81 + (n2 — 1)82
ny+ ny — 2

S:

Oznacime § = p, — p,. Pak statistika

ning

T2 - ()_{1 - }_(2 - 6)Tsil()_{1 - }_(2 - 5)

n
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méa Hottelingovo rozdéleni a

n—p—1 T?

~F(p,n—p—1
p n_2 (p7n p )7

kterou muzeme uzit k testu hypotézy
Ho: py = py

Pokud 3; # 3j, jednd se o mnohorozmérnou analogii dvouvybérového t-testu

s nestejnymi rozptyly. Pak je test ponékud komplikovanéjsi, viz napt. Hebak a kol.



12.2  Diskriminaé¢ni analyza 99

12.2 Diskriminacéni analyza

Diskriminaéni analyza je postup, ktery hledd vhodné pravidlo (rozhodovaci funkei)
umoznujici na zakladé zadanych hodnot vektoru x zaradit objekt do nékteré, fek-
néme h-té skupiny. Napt. velmi jednoduchou tlohou tohoto typu je rozhodnout podle
zmeétené teploty osoby o tom, zda je zdrava ¢i nemocné. V tomto piipadé x je skalar
(teplota) a rozhodovaci pravidlo velice jednoduché: je-li teplota vyssi nez 37° C, pak
zatad’ do skupiny nemocnych, jinak do skupiny zdravych. Tedy klasifikujeme osobu,
u niz prislusnost do skupiny nezname a uzivame rozhodovaciho pravidla ziskaného

z dat popisujicich vztah teploty prislusnosti ke skupiné.

Je jasné, ze nasim zajmem je najit takové pravidlo, které by klasifikovalo pokud
mozno spravné. V redlném svété vétsinou neni mozné najit pravidlo klasifikujici
spravné vzdy. Proto dobré pravidlo bude takové, které minimalizuje pravdépodob-
nost chybnych rozhodnuti. Jak uvidime za chvilku, za jistych predpokladu je tako-
vym pravidlem linearni diskriminacni funkce. Odvozeni jejiho tvaru si ukazeme pro

klasifikaci do dvou skupin.

Zavedeme nasledujici oznaceni:

h = 1,2 — index skupiny

Ay — jev ,prislusnost k h-té skupiné®

P(A}) = m, — apriorni pravdépodobnost
frn(x) — sdruzend hustota pro h-tou skupinu

P(Ap|x) —aposteriorni pravdépodobnost, tj. pravdépodobnost piislusnosti k h-
té skupiné za podminky danych hodnot x

Hustotu muzeme zapsat f,(x) = f(x|A4x) pro h = 1,2, tj. sdruzena hustota pro

h-tou skupinu je hustota za podminky, ze nastane jev Aj,.

Podle Bayesova vzorce vyjadiime aposteriorni pravdépodobnost:

P(Ap) fu(x]|An) _ Th fn(x)
P(A) f(x]A1) + P(A2) f(x|A2)  mifi(x) + Tafa(x)’

h=1,2.

P(Anlx) = (51)

Klasifikovat budeme do skupiny s nejvétsi aposteriorni pravdépodobnosti.

Déle ozna¢me S — vybérovy prostor (mnozinu vsech moznych vysledku x). Nasim

cilem je rozdélit tento vybérovy prostor na dvé ¢asti spliujici podminky:
S=5US, &5 NS =0.

Pak kdyz x € §),, zaradime do h - té skupiny.
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Pravdépodobnost chybného zarazeni objektu z h-té skupiny do h'-té skupiny je

P(X € Sh”Ah) = fh(X)dX, h = 1, 2.
Syr

Podle véty o uplné pravdépodobnosti je celkova pravdépodobnost chybné klasifikace
w=m [ fix)dx+m [ fi(x)dx. (52)
So S1

Pokud obé chyby klasifikace maji stejnou vahu, je optimalni rozhodovaci pravidlo,
které minimalizuje w dané vztahem (B2). Chceme-li chybdam klasifikace dat ruznou

vahu, uzijeme ztratovou matici:

Z:[ 0 z(2[1)]
2(12) 0

Pak celkova ztrata z chybné klasifikace je:

T=z2|)m [ fix)dx+ z(1]2)m [ fo(x)dx
Sa S1

a optimalni je postup, ktery minimalizuje 7.

Objekt fadime do skupiny s vyssi aposteriorni pravdépodobnosti, napt. z rov. (BI)
do skupiny 1 zaradime objekt, kdyz m fi(x) > mafo(x) (jmenovatel je shodny pro
obé skupiny). Klasifikacni pravidlo pro zafazeni do skupiny 1 je tedy

[l T (53)

fox) = m

Predpokladdme-li p-rozmérné normélni rozdéleni vektoru x, tj. N,(py, 21) v 1. sku-

piné a N, (., X2) ve 2. skuping, pak hustota je:
Fu(x) = (27) 7 S 72 exp [—(x — 1) TS5 (x — ) /2]
Po dosazeni do (BE3) a zlogaritmovani dostaneme
xX'Tx4+n'x+£>0,

kde
I'=0,52"-37),

n' = p BT - Xyt

1 1 _ _
= 5111@ - n7r_1 3 (M1T21 ey — s s 1#/2)
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Jsou-li kovariancni matice v obou skupinach shodné, tj. 3; = 35, pak odpadne

kvadraticky ¢len a rozhodovaci pravidlo se podstatné zjednodusi:

,BTX +v >0,
kde
IBT = (Ih - .UJ2)T2_1
a4 1 1
T 2
S — Zln=2
Y 2/6 (g + Uz) 9 n P
Funkce
L(x) = B"x (54)

se nazyva linedrni diskriminacni funkce, zkratkou LDF.

Pokud x mé p-rozmérné normalni rozdéleni, pak i L(x) ma normdalni rozdéleni.

Ctverec Mahalanobisovy vzdélenosti vektort strednich hodnot je
N = (b1 — N2)T2_1(N1 — M),
stfedni hodnoty LDF jsou pak pro skupinu 1 a skupinu 2 jsou
Lo L o
BL() =507 B =4
Oba rozptyly jsou shodné
var[L(x)] = vary[L(x)] = A?

Oba podprostory &1 a S; v p-rozmérném podprostoru S oddéluje nadrovina urcend
rovnici
Blx+~y=0 dcli L(x)=—y

LDF (B4) lze vyjadrit také jako
Ty—1 | N
Lp(x) =pp ¥ 'x — §Mh2 w,

a klasifikovat do té skupiny, pro kterou je L (x) nejvétsi. Tak se postupuje, kdyz se

klasifikuje do vice nez dvou skupin.

LDF je optimalni rozhodovaci pravidlo pro klasifikaci do skupin, pokud nahodny

vektor x m&a normalni rozdéleni a skupiny se lisi jen vektorem stiednich hodnot,

nikoliv kovarianéni strukturou.

Procedura diskriminac¢ni analyzy z dat, u kterych je klasifikace znama, odhaduje

hodnoty parametru linedrni diskriminaéni funkce 8. Pak LDF ve tvaru (B4) s hod-
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notami odhadu Ize uzit pro klasifikaci objektu, jejichz prislusnost do skupiny znama

neni.

Priiklad 12.1 V souboru DISKRIM.XLS jsou na 30 objektech, které pochazeji ze
dvou populaci (velicina skup), zméteny hodnoty 10 spojitych veli¢in (z1 az x10).
Nasim tkolem je nalézt pravidlo pro klasifikaci objektu. Pravidlo ma byt co nej-
jednodussi (¢im méné veli¢in, tim lépe). Pouzijeme jednak diskrimina¢ni analyzu
(linedrn{ diskriminacni funkei), jednak logistickou regresi [[4].

Abychom ovérili, zda vubec muzeme linearni diskriminaéni funkci uzit, je nutné,
aby se populace lisily ve stfednich hodnotach. To lze zjistit pomoci dvouvybérového

Hotellinova testu:
Two-Sample Hotelling’s T2 Report
Group skup

Descriptive Statistics

Means Standard Deviations

Variable 0 1 0 1

x1 12.45333 17.25333 2.289375 2.207088
x2 14.996 13.638 2.427947 2.424848
x3 12.05333 17.23333 3.346612 2.916129
x4 183.5267 236.06 73.80299 62.96599
x5 180.28 232.2533 37.71711 47.72365
x6 187.74 233.14 43.81628 48.71579
x7 190.1267 240.2667 42.31836 47.44453
x8 188.4933 233.7267 37.21266 52.34204
x9 190.2333 238.74 31.271 54.68576
x10 188.08 231.4333 50.21964 61.33117
Count 15 15 15 15

Uz letmy pohled na popisné statistiky vysSe naznacuje, ze mezi prumeéry nékterych
veli¢in ve skupindch jsou vyznamné rozdily. To potvrzuje jak Hotellinguv test, tak

dvouvybérové t-testy pro jednotlivé veliciny.

Hotelling’s T2 Test Section

Covariance Prob
Assumption T2 DF1 DF2 Level
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Equal 101.988 10 28 0.0002
Unequal 101.988 10 27 0.0002

Student’s T-Test Section

Prob
Variable |Student’s T| Level
A11 (T2) 101.988 0.0002
x1 5.846 0.0000
x2 1.533 0.1366
x3 4.520 0.0001
x4 2.097 0.0451
x5 3.309 0.0026
x6 2.684 0.0121
X7 3.055 0.0049
x8 2.728 0.0109
x9 2.982 0.0059
x10 2.118 0.0432

These individual t-test significance levels

should only be used when the overall T2 value is significant.

Stepwise procedura diskriminacni analyzy poskytne nasledujici vystup:

Discriminant Analysis Report

Dependent skup

Variable-Selection Summary Section

Action Independent Pct Chg In Prob
Iteration This Step Variable Lambda F-Value Level
0 None
1 Entered x1 54 .97 34.18  0.000003
2 Entered x3 25.24 9.12 0.005481

Variable-Selection Detail Section - Step 2

Independent Pct Chg In Prob R-Squared
Status Variable Lambda F-Value Level Other X’s
In x1 41.77 19.37 0.000152  0.226687

In x3 25.24 9.12 0.005481 0.226687
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Out x2 4.74 1.29 0.265589  0.118719
Out x4 6.85 1.91 0.178413  0.749175
Out x5 0.17 0.04 0.836049  0.398169
Out x6 6.30 1.75 0.197650  0.505648
Out x7 1.46 0.39 0.539842  0.485859
Out x8 6.35 1.76 0.195840 0.505363
Out x9 0.33 0.09 0.772237  0.485821
Out x10 2.25 0.60 0.445960 0.320911

Overall Wilks’ Lambda = 0.336670

Action this step: None

Linear Discriminant Functions

skup
Variable 0 1
Constant -22.93688 -44.95984
x1 2.481297 3.438486
x3 1.242258 1.775299

Classification Count Table for skup

Predicted
Actual 0 1 Total
0 15 0 15
1 1 14 15
Total 16 14 30

Jako veliciny vyznamné odlisujici dvé skupiny byly do klasifikacniho pravidla kro-
kovou procedurou vybrany x1 a x3. Ze 30 objektu je pak 29 klasifikovano spravné
a jen jeden chybné. Toto empirické ovéreni spolehlivosti klasifikace je vsak nutno
brat s opatrnosti, nebot’ spolehlivost klasifikacniho pravidla je ovéfovana na datech,
ze kterych byly koeficienty linearni diskrimina¢ni funkce spocitany, nikoliv na ne-
zavislych pozorovanich, kde musime pocitat s nizsi tispésnosti. Realistictéjsi odhad
ocekavané uspesnosti klasifikace 1ze ziskat bud’ tak, ze data rozdélime nahodné na
skupinu ucici a testovaci, parametry linearni diskriminacni funkce se spocitaji jen z
ucici skupiny a uspésnost klasifikace se odhadne ze zjisténé klasifikace testovaci sku-
piny. Tento postup ma ovsem nevyhodu, ze parametry linedrni diskriminac¢ni funkce
se pocitaji z podstatné mensiho poctu pozorovani, tzn. nevyuzije se informace v
datech. V nékterych programech (v NCSS prozatim nikoliv) je proto jackknife pro-

cedura, ktera postupné spocitda parametry linearni diskriminacni funkce z n — 1
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objektu a uspésnost klasifikace se vzdy ovéruje na objektu, ktery byl vyjmut. Tak

se ziska odhad spolehlivosti klasifikace na nezavislych pozorovanich.

Na obrazku, ktery nasleduje, vidime nespravné klasifikovany objekt 15 (ze skupiny
1), ktery lezi uvnitt shluku objektu skupiny 0 (,kazi“ linedrni separabilitu). Pro

ostatni body v roviné lze skupiny od sebe oddélit linedrni funkei (piimkou).

X1 vs X3
26.0-
: A1z
A 14
i & 10
18.34 @27 &13 7
] a9 447
| @ 30 5 ay &0
)
= i Lhen agh?
azs  AD
- 015
i @23
| ez
| oq @19
i o1
5':' T T T T T T T T T T T T T T 1
5.0 1.7 18.3 250
%]

Stejnou ulohu hledani klasifika¢niho pravidla pro klasifikaci do dvou skupin lze fesit
i logistickou regresi. Ptislusnost do skupiny je nutno oznacit { 0, 1 }. Klasifikace
je pak zalozena na odhadu pravdépodobnosti, ze pro dané hodnoty regresori ma
velicina Y ma hodnotu 1. Tvar klasifika¢ni funkce lze snadno vyjadrit z modelu
logistické regrese (B3)
exp(x'B)
1+ exp(x”3)

Je-li p vétsi nez zvolend hodnota (vétsinou 0,5), pak objekt klasifikujeme do sku-
piny 1, jinak do skupiny 0. Klasifikacni pravidlo na rozdil od linearni diskriminaéni
dech je vyhodou, nebot’ lze najit vhodné klasifika¢ni pravidlo i pro skupiny, které
nejsou linearné separabilni nebo v situacich, kdy nejsou splnény pomérné piisné
predpoklady pro aplikaci linedrni diskriminacéni funkce (mnohorozmérné norméalni
rozdéleni, shoda kovarian¢nich matic ve skupindch). Nékdy je ovsem tato vyhoda

problematickd, jak ukazuje nésledujici vystup z postupné logistické regrese (metoda
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forward, tj. postupné pridavani vyznamnych regresoru bez vylucovani nadbytec-

nych).
Priklad 12.2

Logistic Regression Report
Response skup

Forward Variable-Selection

Action Variable
Added x1
Added x3
Added x5
Added x2

Parameter Estimation Section

Regression Standard Chi-Square Prob
Variable Coefficient Error Beta=0 Level
Intercept -231.4874 68355.56 0.00 0.997
x1 4.703548 2773.934 0.00 0.998
x3 4.343548 1478.741 0.00 0.997
xb 2.484694 322.7473 0.00 0.993
x2 -27.89017 5084.675 0.00 0.995

Model Summary Section

Model Model Model Model
R-Squared D.F. Chi-Square Prob
0.624562 4 41.59 0.000000

Classification Table

Predicted
Actual 0 1 Total
0 Count 15 0 15
1 Count 0 15 15

Total Count 15 15 30
Percent Correctly Classified=100

Logistickou regresi se podarilo nalézt pravidlo se ¢tyfmi regresory x1, x3, x5 a x2,
které ma stoprocentni tispésnost klasifikace. Linearni diskrimininaéni funkce pro tato
data stoprocentni tspésnosti klasifikace nedosahne ani pri zarazeni vSech deseti ve-

licin. Ale pfi podrobnéjsim pohledu na odhady parametru logistického modelu a
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statistiky s nimi spojené vidime, ze smérodatné odchylky odhadu parametru jsou
velmi vysoké v porovnani s hodnotami odhadu, takze vlastné zadny z odhadu pa-
rametru nemuzeme povazovat za vyznamné odlisny od nuly. Klasifikaéni pravidlo je
,Usito na miru“ datum. Pokud zpfisnime kritérium pro zarazovani regresoru, dosta-

neme nasledujici vystup:
Logistic Regression Report

Forward Variable-Selection

Action Variable
Added x1
Added x3

Parameter Estimation Section

Regression Standard Chi-Square Prob
Variable Coefficient Error Beta=0 Level
Intercept -26.49609 10.43108 6.45 0.011082
x1 1.113222 0.5043868 4.87 0.027309
x3 0.7096213 0.3449301 4.23 0.039658

Model Summary Section

Model Model Model Model
R-Squared D.F. Chi-Square Prob
0.540694 2 31.78 0.000000

Classification Table

Predicted
Actual 0 1 Total
0 Count 15 0 15
1 Count 1 14 15
Total Count 16 14 30

Percent Correctly Classified=96.67

Toto klasifikacni pravidlo obsahuje dva regesory (stejné jako LDF), vSechny parame-
try tohoto logistického modelu muzeme povazovat za nenulové a klasifikaéni pravidlo

ma stejnou uspésnost jakou méla LDF.



108 12 MNOHOROZMERNE METODY

12.3 Shlukova analyza

Cilem shlukové analyzy je nalézt v datech podmnoziny podobnych objekti. Mé&jme

mnozinu m objektu, tuto mnozinu ozna¢me M.

Pro kazdé dva objekty a,b € M méme ¢islo o(a,b), kterému fikdme numerickd
podobnost.
o MxM-— R

Pozadavky na vlastnosti numerické podobnosti:

=~ w (] —
Q
. ~—
e
>
S~—
I
Q
oS
=
Q
S~—

. min(o(a,b),o(b,c)) < o(a,c) — slabsi trojihelnikova nerovnost

Charakteristiku (1 — o(a, b)) muzeme chapat jako normovanou vzdélenost dvou ob-
jektu a, b.
Ulohou shlukové analyzy je najit rozklad {M;}%_ |, mnoziny M tj.
k
L UM=M
i=1
2. MiNM;=0proi#j
3. vagni kritérium: objekty uvnitt M; jsou si podobnéjsi mezi sebou nez s objekty

z mnoziny M;, napt. kdyz a,b € M;,c € M;, pak o(a,b) < o(a,c),o(a,b) <
o(b,c)

Je mnoho moznosti,

— jak definovat numerickou podobnost,

— jak formulovat postup zatazovani objektu do podmnozin,

tedy existuje mnoho metod shlukovani.

12.3.1 Hierarchické metody

Vychézi se z matice podobnosti objektu (symetrickd matice s jednickami na dia-
tvofen jednim objektem a spojuje ty shluky, které jsou si nejpodobnéjsi, az skonci
jednim shlukem, obsahujicim vSech m objektu. Pro takovou posloupnost rozkladu

{Mij};?:l, pro i1 < ig plati M;, ; € M,, ; , tj. rozklady jsou do sebe zasunuty, objekty
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jednou spojené do shluku zustavaji spolu. Posloupnost spojovani muzeme je graficky

znazornit dendrogramem. Podobnou tlohu fesi taxonomie v biologii.

Nejcastéji uzivané strategie spojovani shluku jsou:

— single linkage (nejblizsi soused, nearest neiborough) - shluk tvoii souvisly pod-
graf, tj. existuje aspon jedna cesta mezi dvéma uzly podgrafu, nejméné ptisna

metoda na podobnost uvniti shluku, shluky maji tvar ,,souhvézdi*

— complete linkage (nejvzdalenéjsi soused, furthest neiborough) shluk tvori aplny
podgraf, tj. kazdé dva uzly podgrafu jsou spojeny hranou, nejptisnéjsi na po-

dobnost uvniti shluku

— average linkage - spojuje shluky podle jejich prumérné vzdalenosti

Rozdily mezi strategiemi shlukovani ilustruji nasledujici piiklady.

Piiklad 12.3 Data pro tento piiklad jsou z knihy [[8] a jsou uvedena i v souboru
EMPLOY.XLS. Obsahuji udaje o podilu zaméstnanych v deviti odvétvich ve 26
evropskych zemi. [jdaje jsou z konce 70. let 20. stoleti, proto jsou v nich uvedeny
i staty, které uz nyni neexistuji. Jednotlivé veli¢iny znamenaji: AGR = agriculture
(zemedelstvi), MIN = mining (tézba), MAN = manufacturing (tézky prumysl), PS
= power supplies (energetika), CON = construction (stavebnictvi), SER = service
industries (lehky prumysl), FIN = finance, SPS = social and personal services (so-

cidlni sluzby), TC = transport and communications (doprava a spoje).

Ve vSech ukazkach je zvolena Fukleidovska vzdalenost mezi objekty, vSechny velic¢iny
byly standardizovéany, po standardizaci tedy maji jednotkovy rozptyl. Vystupy se lisi

jen podle pouzité strategie (metody) shlukovani.

Hierarchical Clustering Report

Variables AGR to TC

Clustering Method Single Linkage (Nearest Neighbor)
Distance Type Euclidean

Scale Type Standard Deviation
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2.00

Dendrogram

1.00
Dissimilarity

Na dendrogramu vidime, jak postupné byly vytvareny shluky. Jako prvni se spojily

nejpodobnéjsi objekty, tj. Dansko a Svédsko, pak Belgie s Francif atd. Dendrogram

ukazuje typické chovani metody nejblizsiho souseda, kdy k velkym shlukum jsou

pripojovany jednotlivé objekty nebo shluky s malym poctem objekti. Na trovni

nepodobnosti (vzdalenosti) zhruba 0,85 jsou zemé rozdéleny do 6 shluki:

1
2
3
4.
)
6

. zépadoevropské zemé s vyjimkou Spanélska a Lucemburska
. Lucembursko
. zemé byvalého socialistického bloku
Spanélsko
. byvala Jugoslavie
. Turecko

Priklad 12.4

Hierarchical Clustering Report
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Variables AGR to TC
Clustering Method Complete Linkage (Furthest Neighbor)
Distance Type Euclidean

Scale Type Standard Deviation

Dendrogram

2.00 1.00

Dissimilarity

Jako prvni se opét spojily nejpodobnéjsi objekty, tj. Dénsko a Svédsko, pak Belgie
s Francii atd. Metoda nejvzdélenéjsiho souseda ma tendenci vytvaret kompaktnéjsi
shluky, ve kterych je pocet objektu rovnomérnéjsi. Na drovni nepodobnosti (vzda-

lenosti) zhruba 0,95 jsou zemé rozdéleny do 6 shluku:

1. zapadoevropské Belgie az Finsko, seznam viz dendrogram
2. SRN, Svycarsko, Italie, Lucembursko a Spanélsko

3. Recko, Portugalsko a piimofské zemé byvalého socialistického bloku s vjim-
kou NDR

4. Ceskoslovensko, NDR a Mad’arsko
5. Turecko

6. byvala Jugoslavie
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Priklad 12.5

Hierarchical Clustering Report
Variables AGR to TC
Clustering Method Simple Average (Weighted Pair-Group)
Distance Type Euclidean

Scale Type Standard Deviation

Dendrogram

aFA

22l )

AFgLEREBEL T

Balpla

1.50 1.00
Dissimilarty

2.50

Metoda prumérné vzdalenosti vedla k vysledkum, které jsou podobné metodé nej-
vzdalenéjsiho souseda, rozdily jsou predevsim uprostied shlukovaci procedury, napi.
Spanélsko se ke shluku zépadoevropskych zemfm pfipojilo pozdéji nez SSSR ke
shluku Rumunska, Polska atd.
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12.3.2 Nehierarchické metody

Mezi nejpopularnéjsi nehierarchické metody patii metoda k-means . Pocet shluku
k je predem znam, objekty se rozdéluji do shluku tak, aby rozptyl uvniti shluku
(within sum of squares) byl co nejmensi. Jde tedy o to, abychom nalezli takové

pritazeni objektu do shluku tak, aby stopa matice W byla minimalni.

k
W=>) W, (55)
g=1
W, je Wishartova matice pro shluk g, tj.
g
W, =) (x¥ —x9)(xl? — x@)T, (56)
j=1

kde Xg»g) je vektor hodnot wveli¢in j-tého objektu v g-tém shluku, %9 =

<Z?i1 Xg-g)) /ng je vektor prumeéru (centroid) g-tého shluku. Kritériem, jez méd byt
minimalizovano, je pak

TRW = tr(W). (57)

Najit globalni minimum je algoritmicky obtizny problém, ktery neumime vytesit
v polynomialnim case. Obvykle se uziva se Hartiganuv algoritmus k-means, ktery
umi najit ptijatelné lokalni minimum pro vétsinu jednodussich klasifika¢nich tloh

nebo se v posledni dobé pro optimalizaci klasifikace vyuzivaji evolucni algoritmy:.

Algoritmus k-means je velmi jednoduchy:

1. Nejdiive se k centroidu (tézist’ shluku) zvoli ndhodné, bud’ se vybere nahodné
k objektt ze zadanych dat nebo se objekty nahodné klasifikuji do k& shluku a

2. Objekty se zaradi do shluku, jehoz tézisti jsou nejblizsi a spocita se nové tézisté
kazdého shluku.
3. Krok 2 se opakuje tak dlouho, dokud dochéazi ke zméné klasifikace objekt.
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Priklad 12.6 Vyuzijeme opét data ze souboru EMPLOY.XLS. Strucné vysledky

pro Sest shluku nasleduji.

K-Means Cluster Analysis Report

Iteration Section

Iteration No. of Percent of Bar Chart

No. Clusters Variation of Percent

1 2 72.59 NERRRN RN RN
2 3 52.48 NARRRRRRRRRRRRE

3 4 43.44 FEEEEEEEEETTTd

4 5 36.60 FITEEETTET

5 6 33.70 FEETETTTET

Vidime, jak s poc¢tem shluku klesd podil variability uvnitt shluku (within sum of
squares) na celkové variabilité. Nejvyraznéjsi skok je mezi 2 a 3 shluky,pak uz se

rychlost snizovani zmensuje.

Prumeéry (tj. souradnice tézisté shluku) jsou v nésledujici tabulce. Podobnou tabulku

volitelné obsahuje vystup z procedury k-means 4] i pro smérodatné odchylky uvnitt
shluku.

Cluster Means
Variab Clustl Clust2 Clust3 Clust4 Clustb Clust6

AGR 31.7 12.9 20.13 9.76 6.78 57.75
MIN 0.95 0.97 2.45 1.20 0.4 1.1

MAN 25.17 26.75 31.68 31.9 24.04 12.35
PS 0.62 1.35 1.08 0.78 0.82 0.6

CON 9.17 7.7 8.33 8.98 8.44 3.85
SER 10.1 16.3 8.66 17.06 16.6 5.8

FIN 3.72 4.72 0.85 4.50 6.04 6.2

SPS 12.8 22.55 19.18 19.92 29.46 8.6

TC 5.72 6.77 7.71 5.88 7.46 3.6

Count 4 4 6 5 5 2

Zemé byly do shluku zafazeny takto:

1. Recko, Portugalsko, Spanélsko, Rumunsko

2. Irsko, Britanie, Rakousko, Finsko

3. Bulharsko, Ceskoslovensko, NDR, Mad’arsko, Polsko, SSSR
4. Francie, SNR, Italie, Lucembursko, Svycarsko
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5. Belgie, Dansko, Holandsko, Norsko, Svédsko

6. Turecko, Jugoslavie

Vysledky se s tim, co poskytly hierarchické procedury, shoduji jen ¢astecné, ovsem
podstatné rysy mozné klasifikace jsou spoleéné. Pravé porovnani vysledku vice shlu-
kovacich procedur a nalezeni jejich spolecnych rysu je uzitecné pro tvahy o mozné
klasifikaci.

K této tloze se jesté vratime v kapitole o hlavnich komponentéach.
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12.4 Analyza hlavnich komponent

Analyza hlavnich komponent (Principal components analysis, PCA) je jedna z metod
redukce dimenze tilohy. Snazi se vysvétlit celkovy rozptyl vektoru nahodnych veli¢in,

resp. jeho podstatnou ¢ast pomoci méné velicin.

x = (X1, Xo,..., X,)T nédhodny vektor
V = [eov(X;, X;)] = [o4],

i,j=1,2,...,p kovarianéni (varianéni) matice

Kovarianéni matice V typu (pxp) je symetricka (vlastni ¢isla jsou redlnd) a pozitivné
semidefinitni, tj. y?Vy > 0 pro jakykoliv vektor y # 0. Tzn., Ze vSechna vlastni

¢isla jsou nezdpornd, — dukaz viz napi. Andél, str. 28 [B]

Vlastni ¢isla muzeme usporadat:
AM>X>...>0>0
Matici V muzeme napsat jako
V = UAUT, UuU” =1, (58)

kde A = diag(A1,...,),) a k — ty sloupec matice U je vlastni vektor v; matice
V, ktery pifslusi vlastnimu ¢fslu A; a pro ktery plati vivy, = 1. Tedy vy jsou

ortonormalni vlastni vektory kovariancni matice V, plati

VVk = )\kvk
V = \vivl + Xovovl + 0+ )\pvpvg

— T T T
I=vivi +vovy +...+ Vv,

Vektory vi,vg,...,v, tvoil bazi prostoru RP?, takze libovolny vektor y € R” lze
vyjadrit jako

y=cvi+cve+...+¢v,
Plat{ pro kazdy vektor y € RP jednotkové délky (yTy = 1), Ze kvadratickd forma
yI'Vy < A\, pfi éemz rovnost plati pro ¢ = vy, tj. pro prvni vlastni vektor — viz
Andeél, str. 297 [B].

Celkové variabilita ndhodného vektoru x = (X1, Xo, ..., X,)” je soucet diagondlnich

prvku kovarianéni matice (rozptylu jednotlivych ndhodnych velicin):
0% = var(X,) + var(Xy) + ... + var(X,)

Hleddame novou nahodnou veli¢inu, ktera vznikne linearni transformaci vektoru x =

(X1, X2,...,X,)7, tj. vlastné hleddme ¢ € R?, c¢’c = 1, aby ndhodn4 veli¢ina méla
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co nejvétsi rozptyl. Tim tato nova veli¢ina vyéerpa co nejvétsi ¢ast celkové variability,
tzn. jeji rozptyl je roven A\;. Tedy ¢ = v;. Ndhodnou veli¢inu Y] = vIx nazyvdme

prvni hlavni komponentou.

Pak hleddme dalsi ndhodnou veli¢inu, tj. dalsi ¢ € R?, ¢’c = 1, aby ndhodna
veli¢ina c¢’x byla nekorelovans s Y; = vIx. Tomu vyhovuje ¢ = vy, takZe druha
hlavn{ komponenta je Y5 = vIx a jeji rozptyl je var(Y;) = var(vix) = A\y. Podobné

i pro tfeti a dalsi hlavni komponenty.

Celkova variabilita

o = var(X;) + var(Xy) + ... + var(X,) =

=var(Y;) + var(Ys) + ... +var(Y,) = Z i

Relativni podil celkové variability vysvétlovany i-tou hlavni komponentou je \; /0.

Prvnich k& hlavnich komponent vysvétluje Zle \i/0? 7 celkové variability.

V praktickych aplikacich se vychazi z vybérové kovariancéni matice nebo castéji z vy-
bérové korelaéni matice (abychom se vyhnuli vlivu volby jednotek, ve kterych mérime
veli¢iny, na hodnoty vybérovych rozptyli). Korelaéni matice je vlastné kovarianéni

matice standardizovanych veli¢in. Pak celkova variabilita je rovna poctu veli¢in,

p
azzz&zp
i=1
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Priklad 12.7 Zékladni moznosti analyzy hlavnich komponent ukdzeme na pii-
kladu o strukture zameéstnanosti ve 26 evropskych zemich, data jsou v souboru
EMPLOY.XLS. Vychazime z vybérové korela¢ni matice.

Principal Components Report

Database C:\avdat\employ.SO

Eigenvalues
Individual Cumulative
No. Eigenvalue Percent Percent Scree Plot
1 3.487151 38.75 38.75 LELTETT
2 2.130173 23.67 62.41 LT
3 1.098958 12.21 74.63 |11
4 0.994483 11.05 85.68 |l
5 0.543218 6.04 91.71 N
6 0.383428 4.26 95.97 |
7 0.225754 2.51 98.48 |
8 0.136790 1.52 100.00 |
9 0.000046 0.00 100.00 |

Vidime, ze tii vlastni ¢isla jsou vétsi nez 1, ¢tvrté témeétr rovno jedné. Prvni dvé
hlavni komponenty vysvétluji 62 % z celkové variability, prvni ¢tyfi uz 85 % celkové

variability.

Prvni ¢tyti vlastni vektory jsou v nésledujici tabulce:

Eigenvectors

Variables  Factorl Factor2 Factor3 Factor4
AGR 0.523791 0.053594 0.048674 0.028793
MIN 0.001323 0.617807 -0.201100 0.064085
MAN -0.347495 0.355054 -0.150463 -0.346088
PS -0.255716 0.261096 -0.561083  0.393309
CON -0.325179 0.051288 0.153321 -0.668324
SER -0.378920 -0.350172 -0.115096 -0.050157
FIN -0.074374 -0.453698 -0.587361 -0.051567
SPS -0.387409 -0.221521 0.311904 0.412230
TC -0.366823 0.202592 0.375106  0.314372

Na dvourozmérnych grafech v rovinach dvojic prvnich ti{ hlavnich komponent vi-
dime, ze pti takto podstatném snizeni dimenze, ve kterych objekty zobrazujeme, lze

sledovat podobnosti a odlisnosti zobrazenych objektu. Zejména na obrazku prvnich
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dvou hlavnich komponent jsou viditelné shluky objektu (zemi) v souladu s klasifikaci

nalezenou shlukovou analyzou.
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12.5 Faktorova analyza

Faktorova analyza je jedna z metod redukce dimenze tlohy. Snazi se vysvétlit ko-

varianéni strukturu (korelaéni matici) vektoru ndhodnych veli¢in, pomoci méné tzv.

faktoru, tj. jakychsi skrytych veli¢in, které nemuzeme nebo neumime piimo meérit.

Uvazujme, Ze naméiend data jsou matice X typu n X p (n objektu, p veli¢in). Stan-

dardizovana matice dat je matice Z opét typu n x p, kde

_ i
Zij el ——
Sj

T, 8; jsou vybérovy prumér a smérodatnd odchylka j-té veliciny.

Model faktorové analyzy muzeme pak zapsat

zij = ajfin + ajafio + ..o+ Gy fim + €55, m<p

tj. naméfenou hodnotu j-té veli¢iny na ¢-tém objektu vysvétlujeme jako vazeny

soucet m faktoru a néjaké slozky, ktera témito faktory vysvétlit nelze.

Zavedeme nasledujici matice:

A je typu (p x m), ma prvky ajx, oznacuji se jako faktorové zatéze (syceni, satu-
race, loadings)
F je typu (n x m), ma prvky fi, iika se jim faktorové skory

E je typu (n x p), ma prvky e;;, jsou to rezidua, tj. to z hodnot z;;, co nemizeme

vysvétlit pomoci faktor

Maticové pak muzeme model faktorové analyzy zapsat takto:

7Z=FAT + E

Predpokladejme, ze faktory jsou ortonormalni (nekorelované, jednotkové délky),

tzn. FIF = I. Ozna¢me U = ETE. U je diagondlni matice typu p x p, tedy

U = diag(uy, us, . .., up), kde u; = > ", e?j, tj. variabilita j-té veliciny, kterou nelze
vysveétlit faktory, tzv. specificita.
Pak .
hj :1—Uj :Za?k
k=1

je tzv. komunalita j-té veli¢iny, tj. variabilita vysvétlitelna faktory.

Korela¢ni matici muzeme vyjadrit jako

R=AAT+U
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Matice AAT vysvétluje korelaéni matici az na diagonalni prvky, kde misto jednicek

jsou komunality.

Faktorova analyza hledd model, aby

— piispévek specifickych faktoru (u;) byl co nejmensi
— faktorové zatéze byly v absolutni hodnoté co nejblizsi jedné nebo nule

— pocet faktoru byl co nejmensi (podstatné mensi nez pocet velic¢in)

Tyto pozadavky jsou ve vzajemném rozporu a ,uméni* faktorové analyzy spociva

v nalezeni vhodného a ptijatelného kompromisu:

extrakce faktort - stanovit jejich pocet, napt. z vlastnich ¢isel korelacni matice

problém komunalit R} < h; < 1, kde R? je koeficient mnohondsobné korelace

(j-ta veli¢ina na ostatnich)

rotace faktoru tj. nalezeni ,, jednoduché struktury“, aby faktorové zatéze v abso-

lutni hodnoté byly co nejblizsi jedné nebo nule

Ortogonalni rotace znamend najit takovou transformaci matice A na B = AT, aby
B spliiovalo pozadavek jednoduché struktury, T je ortogondlni matice, tj. TTT =1,
takze AAT = BB”.

Je mnoho moznych metod takové rotace faktoru, nejbéznéjsi je tzv. VARIMAX,

zalozena na maximalizaci vyrazu

=14

(a?j - a-2j>27

1

e~

p

kde a? = i ©_yaz;, tj. pramér ctvercu zatézl pro j-ty faktor.

Po rotaci muzeme nahlédnout, kterd velicina ,patii kterému faktoru (faktorové
zatéze v absolutni hodnoté blizké jedné), pripadné faktorové zatéze jednotlivych
velicin vynést do grafi pro dvojice faktoru. Lze pak spocitat i faktorové skory a na
grafech faktorovych skéru hledat, zda zobrazené objekty nevytvareji néjaké shluky

signalizujici mozny rozklad pozorovanych objektu do dvou ¢i vice podskupin.

Piiklad 12.8 Data pro tento piiklad jsou ptevzata z knihy [B]. Puvodni data byla
vysledky dosazené ve vybéru 220 chlapci v Sesti pfedmétech - galsting, anglicting,
déjepisu, aritmetice, algebte a geometrii. K dispozici pro analyzu méame vybérovou

korela¢ni matici (dolni trojihelnik, predméty jsou ve vyse uvedeném poradi):

1.00
0.44 1.00
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0.41 0.35 1.00

0.29 0.35 0.16 1.00

0.33 0.32 0.19 0.59 1.00

0.256 0.33 0.18 0.47 0.46 1.00

Abychom si uvédomili rozdily mezi analyzou hlavnich komponent a faktorovou ana-
lyzou, uvadime nejdiive strucné vysledky analyzy hlavnich komponent, ktera vy-

svetluje celkovy rozptyl, tedy hlavni diagonalu korela¢ni matice.

Principal Components Report

Database C:\avdat\subject.SO
Eigenvalues
Individual Cumulative
No. Eigenvalue Percent Percent Scree Plot
1 2.728683 45.48 45.48 NERRRRRRN
2 1.128792 18.81 64.29 111
3 0.615291 10.25 74.55 |11
4 0.602809 10.05 84.59 |
5 0.522514 8.71 93.30 |
6 0.401910 6.70 100.00 |

Factor Loadings

Variables Factorl Factor2
Gaelic -0.660803 -0.444475
English -0.688465 -0.289771
History -0.516356 -0.639552
Arithmetic  -0.735620 0.417018
Algebra -0.741868 0.372759
Geometry -0.678168 0.354100

Dveé vlastni cisla jsou vétsi nez jedna, pro faktorovou analyzu tedy zvolime pocet

faktoru 2, rotaci varimaz a dostaneme néasledujici vysledky:
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Factor Analysis Report

Database C:\avdat\subject.S0

Eigenvalues after Varimax Rotation

Individual Cumulative

No. Eigenvalue  Percent Percent Scree Plot

1 1.596863 56.94 56.94 NERERRERRRY
2 1.207981 43.08 100.02 ARRERREN

3 0.050820 1.81 101.83 |

4 0.011910 0.42 102.26 |

5 -0.008657 -0.31 101.95 |

6 -0.054642 -1.95 100.00 |

Vlastni ¢fsla se tykaji matice AAT = R — U po rotaci, cilem faktorové analyzy je
predevsim vysvétlit korelacni strukturu, tj. mimodiagonélni prvky korela¢ni matice.

Celkovy vysvétleny rozptyl je roven jen souc¢tu komunalit.

Po rotaci jsou faktorové zatéze néasledujici:

Factor Loadings after Varimax Rotation

Variables Factorl Factor2
Gaelic -0.233132 -0.659253
English -0.322810 -0.552071
History -0.084713 -0.589192
Arithmetic -0.765986 -0.170657
Algebra -0.718105 -0.214689
Geometry -0.573340 -0.214994

Absolutni hodnoty faktorovych zatézi jsou znazornény graficky:

Bar Chart of Absolute Factor Loadings

after Varimax Rotation

Variables Factorl Factor2
Gaelic [T NERRNRRRRNRRN
English FITETT NERNRRERREN
History | ] NERNRRERREN
Arithmetic NERRERRRRNRRREY [T

Algebra NERRENRRRNRRRY LT
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Geometry

Faktor 1 je sycen velicinami aritmetika, algebra a geometrie, faktor 2 velicinami

galstina, anglictina a déjepis.

Podily faktortu na komunalitach ukazuje nasledujici tabulka:

Communalities after Varimax Rotation

Factors
Variables Factorl Factor2 Communality
Gaelic 0.054350 0.434614 0.488965
English 0.104206 0.304783 0.408989
History 0.007176 0.347147 0.354324
Arithmetic 0.586735 0.029124 0.615859
Algebra 0.515675 0.046091 0.561766
Geometry 0.328719 0.046222 0.374942

Vztah veli¢in k faktorum je graficky znazornén v grafu faktorovych zatézi, ve kterém
vidime shluk veli¢in 1, 2 a 3 s nizkymi absolutnimi hodnotami zatézi prvniho faktoru,
které syti predevsim druhy faktor, a shluk veli¢in 4, 5 a 6 s nizkymi absolutnimi

hodnotami zatézi druhého faktoru, syticich predevsim prvni faktor.

Factor Loadings

0.00+

o1

T o2

Loading1
o
=

L

040
Loading2
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Korela¢ni strukturu pozorovanych dat (studijnich vysledku v Sesti predmétech) lze

tedy uspokojive vysveétlit dvé faktory. Prvni faktor vyjadiuje matematickou dispozici

zéka, druhy dispozici jazykové-humanitni.

Shrnuti

tlohy resené mnohorozmeérnymi metodami
test shody vektoru strednich hodnot
metody klasifikace objekti, diskriminacni analyjza, logistickd regrese

metody shlukovdni, numerickd podobnost, hierarchické a nehierarchické metody

shlukovani

redukce dimenze, analyjza hlavnich komponent, faktorovd analijza

Kontrolni otazky

~

.V cem jsou shodné a v cem odlisné cile diskriminacni analyzy a shlukové ana-

lyzy?
Proc¢ se pri hleddni linedrni diskriminacni funkce musi lisit stredni hodnoty
skupin?

Jaké jsou vyhody a nevyhody linedrni diskriminacni funkce oproti jinym klasi-

fikacnim pravidlum (napt. logistickd regrese, neuronové sité ap.)?

4. Jaké jsou rozdily mezi hierarchickymi a nehierarchickymi metodamsi?

9.
10.

V' éem se lisi faktorovd analyza od analyzy hlavnich komponent?

Jak zjistite souradnice jednotlivgch objektu (fadku datové matice) v roviné pro-

nich dvou hlavnich komponent?

Jak urcit pocet faktoru?

Co je to komunalita?

Co jsou faktorové zatéze? Co lze vycist z grafu faktorovych zdtézi?

Jakou ¢dst celkové variability vysvétluje pruni hlavni komponenta?

Korespondencni tloha

Korespondencni ulohy budou zadavdny ke kazZdému kursu samostatne.
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