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Úvod

Skripta Modelovánı́ - základy metody konečných prvků mohou, jak doufám, posloužit nejen stu-
dentům bakalářského programu na Strojnı́ fakultě TUL. Pokusil jsem se zde vyložit hlavnı́
myšlenky, na kterých je metoda konečných prvků postavena. A pokusil jsem se to udělat
způsobem, který by byl co nejlépe přı́stupný studentům strojařiny. Je pravděpodobné, že
některým čtenářům se budou některá odvozenı́ zdát zbytečně rozvláčná. Pro ně bude jistě
hračkou přeskočit kroky, které jsou jim zřejmé. Věřı́m však, že pro studenty, kteřı́ se te-
prve nedávno seznámili s maticovým počtem, může rozvedenı́ některých kroků být vı́c než
užitečné.

V prvnı́ kapitole skript jsou zopakovány některé pojmy ze základnı́ pružnosti a pevnosti
a jsou převedeny do maticového zápisu, ve kterém figurujı́ v následujı́cı́ch kapitolách.

Druhá kapitola podává výklad rovinné úlohy MKP počı́naje vlastnostmi sı́tě, přes odvo-
zenı́ tuhostnı́ matice prvku a jejı́ch vlastnostı́ až po sestavenı́ celkové tuhostnı́ matice a jejı́ch
vlastnostı́, matice pravé strany a jejich modifikace.

Ve třetı́ kapitole je naznačeno, jakým způsobem se dajı́ zobecnit úvahy z kapitoly druhé.
Čtvrtá kapitola se stručně věnuje rotačně symetrickým úlohám.

Rozsáhlá pátá kapitola ukazuje odvozenı́ tuhostnı́ matice prutu pro prostorovou prutovou
soustavu s tuhými styčnı́ky. Takovou soustavu lze zjednodušit na soustavu s kloubovými
styčnı́ky.

Text jsem doplnil několika přı́klady. Jsou od ostatnı́ho textu odlišené nepatrně menšı́m
pı́smem a hustšı́m řádkovánı́m. Každý z přı́kladů je uvozen symbolem kličky # a ukončen
symbolem �. Pomocı́ symbolu # jsou přı́klady také vyznačeny v obsahu.

Matice jsou ve skriptech označené tučným podtrženým symbolem. Napřı́klad tuhostnı́
matice K, matice elastických koeficientů E a podobně. Vektory jsou označeny obvyklým
způsobem, napřı́klad vektor posunutı́ ~u .

Abych zdůraznil to, že matice je sloupcová, použil jsem neobvyklé značenı́, využı́vajı́cı́
fakt, že o sloupcové matici se někdy mluvı́ jako o vektoru (např. vektor pravé strany). Nenı́
to ovšem vektor ve fyzikálnı́m třı́rozměrném prostoru, v němž řešı́me naši úlohu, ale vek-
tor v nějakém matematickém vı́cerozměrném prostoru. Sloupcové matice jsou proto v textu
označené tučným symbolem se šipkou dole. Uved’me napřı́klad matici poměrných defor-
macı́ ε−→ nebo matici zobecněných sil F−→.

T. Hruš, květen 2019
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2.10.2 Logická eliminace neznámé . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 49
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5.1 Zatı́ženı́ na konci prutu . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 60
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Kapitola 1

Zakladnı́ pojmy z mechaniky

Pojmy z této kapitoly jsou studentům známé už ze základnı́ch kurzů mechaniky. Zde je
pouze zopakujeme, zobecnı́me a přepı́šeme s použitı́m maticové symboliky.

1.1 Posunutı́

Když se těleso deformuje, jednotlivé jeho body měnı́ svou polohu. Napřı́klad bod A se po-
sune do bodu A′, bod B do bodu B′ a podobně. Vektor

−−→
AA′ nazveme vektorem posunutı́

bodu A. Každý bod tělesa má své souřadnice x, y, z a svůj vektor posunutı́ ~u , který mu
můžeme přiřadit. Vektor ~u je tedy funkcı́ souřadnic. To zapı́šeme obvyklým způsobem

~u = ~u(x, y, z). (1.1)

Vztah (1.1) popisuje pole posuvů tělesa.

Vektor ~u má tři složky ~u = [u, v, w] a každá složka je funkcı́ souřadnic. Předcházejı́cı́ vztah
můžeme proto také rozepsat do třı́ vztahů

u = u(x, y, z),

v = v(x, y, z), (1.2)

w = w(x, y, z).

1.2 Poměrná deformace

Měnı́-li body tělesa svou polohu, nemusı́ to ještě znamenat, že se těleso zdeformuje. Když
napřı́klad šroubujeme šroub do otvoru se závitem, všechny body šroubu měnı́ svou polohu,
k deformacı́m však nedocházı́. Musı́me proto najı́t způsob, jak z posuvů vypočı́tat poměrné
deformace.

Stejně jako každému bodu tělesa přı́slušı́ vektor posuvu, bude mı́t každý bod tělesa nějaké
(třeba i nulové) poměrné deformace. Mluvı́me o poli poměrných deformacı́.
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1.2.1 Normálová poměrná deformace

Podı́vejme se na obrázek 1.1. Jde o jednoosou deformaci. Bod A se z původnı́ souřadnice
x posune do polohy x + u(A). Bod B se z původnı́ souřadnice x + dx posune do polohy
x+dx+u(B). Posuv u(A) je posuv bodu na souřadnici x, posuv u(B) znamená posuv bodu,
který má souřadnici x+ dx. Platı́ tedy

u(A) = u(x),
(1.3)

u(B) = u(x+ dx).

Posuv u(B) vyjádřı́me pomocı́ Taylorova rozvoje

u(B) = u(x+ dx) = u(x) +
∂u

1!∂x
dx+

∂2u

2!∂x2
dx2 +

∂3u

3!∂x3
dx3 + . . . , (1.4)

z něhož použijeme pouze prvnı́ dva členy

u(B) = u(x+ dx) = u(x) +
∂u

∂x
dx. (1.5)

Z obrázku 1.1 přı́mo vidı́me shodnou délku úseček

dx+ u(B) = u(A) + dx′, (1.6)

čili
dx′ = dx+ u(B)− u(A). (1.7)

Poměrná deformace ε úsečky AB je

ε =
dx′ − dx
dx

=
dx+ u(B)− u(A)− dx

dx
. (1.8)

Dosadı́me z (1.3) a (1.5) a dostaneme prvnı́ Cauchyho vztah

ε =
dx+ u(x) + ∂u

∂xdx− u(x)− dx
dx

=
∂u

∂x
. (1.9)

Výše uvedené úvahy se týkaly prvnı́ osy souřadnicové soustavy. Stejně bychom mohli
postupovat i u druhé a třetı́ osy a dostali bychom podobné vztahy. Výsledkem jsou prvnı́ tři
Cauchyho vztahy

εx =
∂u

∂x
,

εy =
∂v

∂y
, (1.10)

εz =
∂w

∂z
.

A B A′ B′

x dx u(B)

u(A) dx′

Obr. 1.1: Sousednı́ body A a B se při jednoosé
deformaci posunou do bodů A′ a B′. Poměrná
deformace úsečky AB je ε = dx′−dx

dx .

6



1.2.2 Zkos

Přı́mky AB a AC svı́rajı́ před deformacı́ pravý úhel, zatı́mco po deformaci úhel ostrý – viz
obr. 1.2. Body A, B a C majı́ souřadnice

A = [x, y],

B = [x+ dx, y], (1.11)

C = [x, y + dy].

Složky posuvů bodů B a C vyjádřı́me pomocı́ prvnı́ch dvou členů přı́slušných Taylo-
rových řad:

u(B) = u(x+ dx, y) = u(x, y) +
∂u

∂x
dx,

v(B) = v(x+ dx, y) = v(x, y) +
∂v

∂x
dx,

(1.12)
u(C) = u(x, y + dy) = u(x, y) +

∂u

∂y
dy,

v(C) = v(x, y + dy) = v(x, y) +
∂v

∂y
dy.

Na obrázku 1.2 vidı́me, že platı́

tan(ϕ1) =
v(B)− v(A)

u(B) + dx− u(A)
. (1.13)

dx

d
y

A
B

C
A′

B′

C ′

u(A)

u(B)

u(C)

v
(A

)

v
(B

)

v
(C

)

u(B) + dx− u(A)

v(B)− v(A)

v
(C

)
+
d
y
−
v
(A

)

u(C)− u(A)

A′

B′

C ′

ϕ1

ϕ2

Obr. 1.2: Úsečky AB a AC byly před deformacı́
navzájem kolmé, ve zdeformovaném stavu už
kolmé nejsou. Úsečka AB se pootočı́ o úhel ϕ1,
úsečka AC o úhel ϕ2. Změna původně pravého
úhlu CAB je rovna ϕ1 + ϕ2.
Dole: trojúhelnı́ky, ze kterých určı́me velikosti
úhlů ϕ1 a ϕ2.
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Budeme předpokládat, že úhel ϕ1 je malý a že tedy

tan(ϕ1)
.
= ϕ1. (1.14)

Dosazenı́m z 1.12 dostaneme po úpravě

ϕ1 =
∂v
∂x

1 + ∂u
∂x

=
∂v
∂x

1 + εx
. (1.15)

Předpokládejme, že velikost ε1 je velmi malá a proto bude jmenovatel v poslednı́m vztahu
velmi blı́zký jedničce. Dostáváme

ϕ1 =
∂v

∂x
. (1.16)

Analogickým postupem je možné určit velikost úhlu ϕ2:

ϕ2 =
∂u

∂y
. (1.17)

Součet ϕ1 + ϕ2 je vlastně změna původně pravého úhlu mezi úsečkami AB a AC. Nazveme
ho zkos a označı́me γ12:

γxy =
∂u

∂y
+
∂v

∂x
. (1.18)

Stejným způsobem je možné určit zbývajı́cı́ dvě složky zkosu. Výsledkem je druhá trojice
Cauchyho vztahů ve tvaru

γxy =
∂u

∂y
+
∂v

∂x
,

γyz =
∂v

∂z
+
∂w

∂y
, (1.19)

γzx =
∂w

∂x
+
∂u

∂z
.

Všechny Cauchyho vztahy majı́ tvar

εx =
∂u

∂x
,

εy =
∂v

∂y
,

εz =
∂w

∂z
,

(1.20)

γxy =
∂u

∂y
+
∂v

∂x
,

γyz =
∂v

∂z
+
∂w

∂y
,

γzx =
∂w

∂x
+
∂u

∂z
.
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1.3 Matice diferenciálnı́ch operátorů

Tvary na pravé straně ve vztazı́ch (1.20) nejsou zlomky, ale vyjádřenı́ derivace. Můžeme
např. řı́ct, že tvar ∂f/∂x vyjadřuje předpis aplikuj operátor derivovánı́ podle x na funkci f . Z toho
důvodu bývá zápis někdy upravován do tvaru

∂

∂x
f,

který názorněji odděluje operátor (zde derivovánı́ podle x) od operandu (funkce f ).
Přepišme Cauchyho vztahy tı́mto způsobem:

εx =
∂

∂x
u,

εy =
∂

∂y
v,

εz =
∂

∂z
w,

(1.21)

γxy =
∂

∂y
u+

∂

∂x
v,

γyz =
∂

∂z
v +

∂

∂y
w,

γzx =
∂

∂x
w +

∂

∂z
u.

Pokud operátory uspořádáme vhodně do matice, můžeme vztahy (1.21) zapsat ve tvaru

εx

εy

εz

γxy

γyz

γzx



=



∂

∂x
0 0

0
∂

∂y
0

0 0
∂

∂z
∂

∂y

∂

∂x
0

0
∂

∂z

∂

∂y
∂

∂z
0

∂

∂x



·


u

v

w

 . (1.22)
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Matici

D =



∂

∂x
0 0

0
∂

∂y
0

0 0
∂

∂z
∂

∂y

∂

∂x
0

0
∂

∂z

∂

∂y
∂

∂z
0

∂

∂x



(1.23)

nazveme maticı́ diferenciálnı́ch operátorů. Vztah (1.22) můžeme pak přepsat do podoby

ε−→ = D · ~u, (1.24)

kde ε−→ je sloupcová matice poměrných deformacı́.

1.3.1 Matice diferenciálnı́ch operátorů v rovině

Pro rovinnou deformaci bude mı́t vektor ~u pouze dvě složky a z matice poměrných defor-
macı́ zmizı́ všechny složky, které majı́ v indexu pı́smeno z. Cauchyho vztahy v maticové
podobě nabývajı́ tvaru 

εx

εy

γxy

 =



∂

∂x
0

0
∂

∂y
∂

∂y

∂

∂x


·

u
v

 (1.25)

a pro matici diferenciálnı́ch operátorůD platı́

D =



∂

∂x
0

0
∂

∂y
∂

∂y

∂

∂x


. (1.26)
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1.4 Hookův zákon

Pro jednoosou deformaci (např. při tahové zkoušce) má Hookův zákon známý tvar

σ = Eε (1.27)

resp.
ε = E−1σ. (1.28)

Ve třech osách můžeme napsat

εx =
1

E
σx −

µ

E
(σy + σz),

εy =
1

E
σy −

µ

E
(σx + σz),

εz =
1

E
σz −

µ

E
(σx + σy),

(1.29)

γxy =
1

G
τxy,

γyz =
1

G
τyz,

γyz =
1

G
τzx.

Vezmeme-li v úvahu, že platı́ vztah

E

G
= 2(1 + µ), (1.30)

dostaneme maticový tvar vztahů (1.29) v této podobě:

εx

εy

εz

γxy

γyz

γzx



=



1

E
− µ
E
− µ
E

0 0 0

− µ
E

1

E
− µ
E

0 0 0

− µ
E
− µ
E

1

E
0 0 0

0 0 0
2(1 + µ)

E
0 0

0 0 0 0
2(1 + µ)

E
0

0 0 0 0 0
2(1 + µ)

E



·



σx

σy

σz

τxy

τyz

τzx



. (1.31)

Vzhledem k analogii se vztahem (1.28) označujeme matici z předcházejı́cı́ho vztahu jako
E−1, tedy

ε−→ = E−1σ−→, (1.32)
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kde

E−1 =



1

E
− µ
E
− µ
E

0 0 0

− µ
E

1

E
− µ
E

0 0 0

− µ
E
− µ
E

1

E
0 0 0

0 0 0
2(1 + µ)

E
0 0

0 0 0 0
2(1 + µ)

E
0

0 0 0 0
2(1 + µ)

E



. (1.33)

Matici elastických koeficientů E dostaneme inverzı́ matice E−1 a má tvar

E =
E

1 + µ



1 + µ

1− 2µ

µ

1− 2µ

µ

1− 2µ
0 0 0

µ

1− 2µ

1 + µ

1− 2µ

µ

1− 2µ
0 0 0

µ

1− 2µ

µ

1− 2µ

1 + µ

1− 2µ
0 0 0

0 0 0
1

2
0 0

0 0 0 0
1

2
0

0 0 0 0
1

2



. (1.34)

Hookův zákon pak zapı́šeme takto

σ−→ = E · ε−→. (1.35)

1.4.1 Rovinná napjatost

Při rovinné napjatosti platı́

σz = 0,

τyz = 0, (1.36)

τzx = 0.
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Dosadı́me do vztahu (1.31)

εx

εy

εz

γxy

γyz

γzx



=



1

E
− µ
E
− µ
E

0 0 0

− µ
E

1

E
− µ
E

0 0 0

− µ
E
− µ
E

1

E
0 0 0

0 0 0
2(1 + µ)

E
0 0

0 0 0 0
2(1 + µ)

E
0

0 0 0 0
2(1 + µ)

E



·



σx

σy

0

τxy

0

0



(1.37)

a dostaneme vztahy

εx =
1

E
σx −

µ

E
σy,

εy =
1

E
σy −

µ

E
σx,

(1.38)
εz = − µ

E
(σx + σy),

γxy =
2(1 + µ)

E
τxy.

Třetı́ složka normálové poměrné deformace εz vycházı́ nenulová. To znamená, že rovinné
napjatosti odpovı́dá prostorová (třı́osá) deformace!

εx

εy

εz

γxy


=



1

E
− µ
E

0

− µ
E

1

E
0

− µ
E
− µ
E

0

0 0
2(1 + µ)

E


·


σx

σy

τxy

 . (1.39)

1.4.2 Rovinná deformace

Při rovinné deformaci platı́

εz = 0,

γyz = 0, (1.40)

γzx = 0.
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Dosazenı́m do Hookova zákona

σx

σy

σz

τxy

τyz

τzx



=
E

1 + µ



1 + µ

1− 2µ

µ

1− 2µ

µ

1− 2µ
0 0 0

µ

1− 2µ

1 + µ

1− 2µ

µ

1− 2µ
0 0 0

µ

1− 2µ

µ

1− 2µ

1 + µ

1− 2µ
0 0 0

0 0 0
1

2
0 0

0 0 0 0
1

2
0

0 0 0 0
1

2



·



εx

εy

0

γxy

0

0



(1.41)

dostaneme vztahy

σx =
E

1 + µ

(
1 + µ

1− 2µ
εx +

µ

1− 2µ
εy

)
,

σy =
E

1 + µ

(
µ

1− 2µ
εx +

1 + µ

1− 2µ
εy

)
,

(1.42)
σz =

E

1 + µ

(
µ

1− 2µ
εx +

µ

1− 2µ
εy

)
,

τxy =
E

2(1 + µ)
γxy.

Třetı́ složka napětı́ σz vycházı́ nenulová. To znamená, že rovinné deformaci odpovı́dá prostorová
(třı́osá) napjatost! 

σx

σy

σz

τxy


=

E

1 + µ



1 + µ

1− 2µ

µ

1− 2µ
0

µ

1− 2µ

1 + µ

1− 2µ
0

µ

1− 2µ

µ

1− 2µ
0

0 0
1

2


·


εx

εy

γxy

 . (1.43)
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# Přı́klad – rovinné pole posuvů

Deformace tělesa je možné měřit napřı́klad optickými me-

1

2

3

4
5

6

1′

2′

3′

4′

5′

6′

Obr. 1.3: Malá oblast desky se
znázorněnými polohami několika
bodů před a po deformaci. Přestože
se posuvy na prvnı́ pohled zdajı́
stejné, tabulka s čı́selnými hodnotami
dokládá, že tomu tak nenı́. Rozdı́lné
posuvy jednotlivých bodů představujı́
deformaci desky. S deformacı́ souvi-
sejı́ i odpovı́dajı́cı́ napětı́.

todami. Řekněme, že budeme určovat napětı́ na povrchu
ocelové desky, přičemž známe modul pružnosti a Pois-
sonovo čı́slo materiálu. Na desku jsou natištěné body,
které jsou snı́mané kamerami. Výsledkem měřenı́ je ta-
bulka, která pro každý bod obsahuje jeho souřadnice [x, y]
a složky jeho vektoru posuvu [u, v].

Podı́vejme se na část takové tabulky, která obsahuje
šestici bodů ležı́cı́ch v těsné blı́zkosti. Souřadnice bodů a
jejich posuvy shrnuje následujı́cı́ tabulka

č. x [m] y [m] u [m] v [m]

1 11.3502 −6.2011 0.0196922 −0.00372062

2 11.3703 −6.0596 0.0196944 −0.00372568

3 11.3781 −5.9511 0.0197015 −0.00373158

4 11.2985 −5.9808 0.0197015 −0.00373719

5 11.2001 −6.0015 0.0197098 −0.00373861

6 11.2832 −6.1143 0.0197029 −0.00373217

Protože jsme si zvolili šest bodů, můžeme interpolovat
funkce u = u(x, y) a v = v(x, y) jako polynomy druhého
stupně, tj. hledat celkem dvě šestice koeficientů pro dva in-
terpolačnı́ polynomy. Tyto polynomy majı́ tvar

u = a0 + a1x+ a2x
2 + a3y + a4y

2 + a5xy,

v = b0 + b1x+ b2x
2 + b3y + b4y

2 + b5xy.

Hodnoty koeficientů a0 až b5 musejı́ být takové, aby hodnoty funkcı́ u a v v bodech 1 až 6 od-
povı́daly hodnotám v tabulce. Dostaneme

u = 0.00861179− 0.00151627x+ 0.000249752x2 − 0.00668489y + 0.0000990934y2 + 0.000698295xy,

v = 0.0614503− 0.0105835x+ 0.000418328x2 + 0.00197173y − 0.0000193251y2 − 0.00019936xy.

Tyto vztahy jsou tedy polynomiálnı́ interpolacı́ posuvů u a v v dané oblasti. Graf interpolačnı́ funkce
u je na obrázku 1.4.

Ve skutečnosti bude na desce velké množstvı́ bodů. V takovém přı́padě nebude možné si volit
různé šestice a hledat lokálnı́ interpolace. Pro takový přı́pad budeme mı́sto interpolace použı́vat
regresi.

Použitı́m Cauchyho vztahů (1.21) určı́me rovinné složky poměrné deformace ve tvaru

εx = −0.00151627 + 0.000499504x+ 0.000698295y,

εy = 0.00197173− 0.00019936x− 0.0000386502y,

γxy = −0.0172684 + 0.00153495x− 1.17345 · 10−6y.

Pro určenı́ napětı́ použijeme Hookův zákon. Protože je povrch desky volný (jinak bychom ho nemohli
opticky měřit), můžeme předpokládat, že z-ová složka napětı́ bude nulová a jedná se proto o rovinnou
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napjatost. Použijeme vztah (1.43), v matici ale třetı́ řádek nahradı́me nulami. Tı́m zı́skáme vztah σz =
0.

Dosadı́me-li E = 2.1 · 105 MPa a µ = 0.3, dosta-

0.019684

0.019688

0.019692

0.019696

0.0197

0.0197040.0197040.019708

0.019712

0.019716

0.01972

0.019724

0.019728
1

2

3

4

5

6

11.20 11.25 11.30 11.35 11.40

-6.20

-6.15

-6.10

-6.05

-6.00

-5.95

Obr. 1.4: Graf zı́skané interpolačnı́ funkce
u(x, y) v okolı́ tabelovaných bodů.

neme vztahy pro napětı́ ve tvaru

σx = −5.57161 · 108 + 2.38086 · 108x+ 3.61922 · 108y,

σy = 8.51456 · 108 − 4.41473 · 107x+ 6.43098 · 107y,

σz = 0,

τxy = −1.39475 · 109 + 1.23977 · 108x− 94778.4y.

Protože jsme předpokládali rovinnou napjatost,
můžeme nynı́ z napětı́ určit z-ovou složku poměrné
deformace pomocı́ třetı́ho vztahu z (1.29)

εz = −0.000420422− 0.000277056x− 0.000608903y.

Výsledné vztahy můžeme znázornit graficky (po-
suvy jsou kvadratické funkce souřadnic, napětı́ a
poměrné deformace jsou funkce lineárnı́), nebo tabe-
lovat. Hodnoty poměrných deformacı́ a napětı́ v šesti
zvolených bodech uvádějı́ tabulky na následujı́cı́
straně.

102030
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Obr. 1.5: Graf ekvivalentı́ho napětı́ v MPa
(podle hypotézy HMH) u v okolı́ bodů z ta-
bulky.
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č. εx [-] εy [-] εz [-] γxy [-]

1 −1.76995 · 10−10 −5.13762 · 10−11 2.10804 · 10−10 1.60908 · 10−10

2 −6.81465 · 10−11 −6.08523 · 10−11 1.19076 · 10−10 1.91594 · 10−10

3 1.15146 · 10−11 −6.66009 · 10−11 5.08489 · 10−11 2.03439 · 10−10

4 −4.89853 · 10−11 −4.95839 · 10−11 9.09869 · 10−11 8.12922 · 10−11

5 −1.12591 · 10−10 −2.91668 · 10−11 1.30854 · 10−10 −6.97226 · 10−11

6 −1.4985 · 10−10 −4.13739 · 10−11 1.76514 · 10−10 5.79641 · 10−11

č. σx [MPa] σy [MPa] τxy [MPa]

1 −99.1469 −48.4162 12.9964

2 −43.1494 −40.2037 15.4749

3 −2.02377 −33.5704 16.4316

4 −31.7245 −31.9663 6.5659

5 −62.644 −28.9534 −5.63144

6 −83.6839 −39.8762 4.68171

�
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1.5 Castiglianova věta

Představme si těleso, na které působı́ sı́ly. Velikost všech sil postupně vzrůstá z nuly do
maxima. Je-li těleso lineárnı́ (platı́-li Hookův zákon), jsou posuvy působišt’ sil přı́mo úměrné
velikosti sil. Práce všech sil má velikost

W =
1

2

n∑
i=1

Fiui, (1.44)

kde ui je posuv působiště sı́ly do směru sı́ly.

Práce sil zůstane akumulována v tělese jako jeho deformačnı́ energie U . Deformačnı́ ener-
gie je tedy závislá na velikostech působı́cı́ch sil Fi. Protože velikosti sil a posuvů spolu
vzájemně jednoznačně souvisejı́, můžeme také prohlásit, že deformačnı́ energie U je funkcı́
posuvů ui

U = U(u1, u2, . . . , un). (1.45)

Nekonečně malá změna posuvů (variace) δui způsobı́, že sı́ly vykonajı́ práci

δW = F1δu1 + F2δu2 + · · ·+ Fnδun, (1.46)

čili

δW =
n∑
i=1

Fiδui. (1.47)

Variaci deformačnı́ energie vyjádřı́me ve tvaru

δU =
∂U

∂u1
δu1 +

∂U

∂u2
δu2 + · · ·+ ∂U

∂un
δun, (1.48)

neboli

δU =

n∑
i=1

∂U

∂ui
δui. (1.49)

Samozřejmě i práce vykonaná silami při variaci posuvů se změnı́ na deformačnı́ energii:

δW = δU, (1.50)

neboli
n∑
i=1

Fiδui =

n∑
i=1

∂U

∂ui
δui. (1.51)

Variace δui mohou být libovolné (při respektovánı́ vazeb). Zvolı́me si proto zvláštnı́
přı́pad, kdy pouze jedna položka z [δu1, δu2, . . . , δun] bude různá od nuly. Předpokládejme
napřı́klad

δuk 6= 0,

(1.52)
δui = 0 pro i 6= k.
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Dosadı́me-li z poslednı́ho vztahu do (1.51), dostáváme

Fkδuk =
∂U

∂uk
δuk, (1.53)

neboli
Fk =

∂U

∂uk
. (1.54)

Poslednı́ vztah nazýváme Castiglianovou větou.

1.5.1 Castiglianova věta pro momenty a natočenı́

Zcela analogicky jako pro sı́ly a posuvy je možné odvodit Castiglianovu větu i pro momenty
a natočenı́. V takovém přı́padě dostaneme tvar

Mk =
∂U

∂ϕk
. (1.55)

1.5.2 Lineárnı́ materiál

U těles z materiálu s Hookovým zákonem vı́me, že vztah mezi působı́cı́ silou a posuvem je
lineárnı́. Z toho plyne, že výsledek derivace ∂U/∂uk v (1.54) musı́ být lineárně závislý na uk.
Proto musı́ u lineárnı́ch materiálů U na uk záviset kvadraticky.
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Kapitola 2

Rovinná úloha metody konečných
prvků

Rovinnou úlohou rozumı́me bud’ rovinnou napjatost, nebo rovinnou deformaci – viz kapi-
toly 1.4.1 a 1.4.2.

2.1 Analytické a numerické řešenı́

V pružnosti a pevnosti je materiál považován za kontinuum a jeho chovánı́ popisováno
diferenciálnı́mi rovnicemi. Pro některé jednoduché přı́pady je snadné tyto rovnice přesně
vyřešit. Výsledkem je analytické řešenı́ v podobě funkce. Přı́kladem může být průhyb
nosnı́ku jako funkce souřadnice x. Funkce udává funkčnı́ hodnotu pro každou hodnotu
souřadnic.

Většina reálných přı́padů však analyticky vyřešit nejde. V takovém přı́padě nastupuje
numerické řešenı́, nejčastěji metodou konečných prvků. Pomocı́ metody konečných prvků
určı́me konečný (ačkoli třeba hodně vysoký) počet hodnot hledané funkce v předem daných
bodech, nazvaných uzly. Mezi uzly budeme funkčnı́ hodnoty interpolovat.

Zvyšovánı́m počtu uzlů můžeme (za cenu zvyšovánı́ výpočetnı́ch nároků) výsledek
zpřesňovat.

Obr. 2.1: Přı́klad rovinného tělesa po-
krytého sı́tı́ trojúhelnı́kových prvků.
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2.2 Sı́t’

Prvnı́m krokem metody konečných prvků je rozdělenı́ tělesa na malé jednoduché části –
prvky. V rovině se jedná nejčastěji o trojúhelnı́ky a čtyřúhelnı́ky, v prostoru o čtyřstěny a
šestistěny. Tvar jednotlivých prvků je určen polohou jejich vrcholů – uzlů.

Sı́t’ musı́ splňovat základnı́ (a dosti evidentnı́) podmı́nky:

• prvky pokrývajı́ těleso beze zbytku;

• žádné dva prvky se nesmějı́ protı́nat;

• žádný prvek ani jeho část neležı́ mimo těleso.

Jak ale pokrýt beze zbytku trojúhelnı́kovými prvky těleso, jehož hranici tvořı́ křivka? To nenı́
možné udělat zcela přesně, můžeme to ale udělat s libovolnou, předem zvolenou přesnostı́.
Pokud nejsme spokojeni s tı́m, jak prvky kopı́rujı́ hranu, můžeme prvky zmenšit. Hrana
bude prvky kopı́rována přesněji.
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# Přı́klad – sı́t’

Jednoduchá sı́t’ je znázorněna na obrázku 2.2. Každý uzel má dvě souřadnice. Každý prvek je určen
třemi uzly. Abychom měli celou sı́t’ definovanou, je třeba znát:
• souřadnice uzlů;

• čı́sla uzlů, které tvořı́ vrcholy prvků.

Sı́t’ je popsána dvěma tabulkami.

Uzly

č. x y

1 5.0 0.0

2 5.0 0.5

3 5.0 1.0

4 0.0 0.0

5 0.0 0.5

6 0.0 1.0

7 1.25 1.0

8 2.5 1.0

9 3.75 1.0

10 1.25 0.0

11 2.5 0.0

12 3.75 0.0

Prvky

č. i j k

1 4 10 5

2 10 11 7

3 5 7 6

4 7 5 10

5 11 8 7

6 12 1 2

7 12 2 9

8 9 8 12

9 3 9 2

10 12 8 11

�

1
2

3

4
5

6

7
8

9

10

1

2

3

4

5

6 7 8 9

10 11 12

Obr. 2.2: Jednoduchá sı́t’ tvořená dvanácti
uzly a deseti trojúhelnı́kovými prvky.
Prvky jsou očı́slované tučně.
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2.3 Bázové funkce

Předpokládejme, že na oblasti Ω hledáme hodnoty

Obr. 2.3: Funkce dvou proměnných
na oblasti kruhového tvaru s kru-
hovým otvorem.

funkce f = f(x, y). Jejı́m grafem je plocha, napřı́klad
jako na obrázku 2.3.

V metodě konečných prvků budeme hledat posuvy.
Neznámými tedy budou složky vektoru ~u v uzlech.
Vektor posuvů má v rovině dvě složky

~u =

u
v

 , (2.1)

počet neznámých bude proto roven dvojnásobku
počtu uzlů.

Oblast Ω rozdělı́me na trojúhelnı́kové prvky.
Skutečný (avšak neznámý a analyticky neřešitelný)
průběh funkce ~u uvnitř prvku přibližně nahradı́me (aproximujeme) lineárnı́ funkcı́. Protože
vektor ~u má dvě složky, provedeme aproximaci pro každou z nich.

u = α1 + α2x+ α3y, (2.2)
v = α4 + α5x+ α6y.

Mı́sto hledánı́ funkcı́ u a v se od tohoto okamžiku omezı́me na hledánı́ šesti koeficientů

α−→ =



α1

α2

α3

α4

α5

α6



(2.3)
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pro každý prvek. Zapišme vztahy (2.2) maticově

u
v

 =

1 x y 0 0 0

0 0 0 1 x y

 ·



α1

α2

α3

α4

α5

α6



, (2.4)

neboli
~u(x, y) = A(x, y) · α−→. (2.5)

MaticiA nazýváme maticı́ bázových funkcı́.

Vztah (2.5) vyjadřuje skutečnost, že kdybychom znali hodnoty koeficientů α−→, mohli
bychom pro kterýkoli bod prvku (bod se souřadnicemi x, y) zı́skat hodnoty posuvů u a v
tak, že souřadnice x a y dosadı́me do maticeA a vyčı́slı́me vztah (2.4) resp. (2.5).

Nedocházı́-li k porušenı́ tělesa, musejı́ být posuvy spojité. To znamená, že aproximačnı́
funkce musejı́ být zkonstruované tak, aby na sebe na hranicı́ch prvků navazovaly – viz
obr. 2.4. Mezi koeficienty α sousednı́ch prvků musı́ tedy být nějaký vztah. Mı́sto abychom
se pokoušeli tento vztah najı́t, využijeme raději toho, že aproximace nad jednotlivými prvky
jsou roviny, procházejı́cı́ body ui, uj , uk a tyto hodnoty můžeme také k vyjádřenı́ rovnic rovin
použı́t. Protože hodnoty u jsou pro sousednı́ prvky společné (viz obr. 2.4), budou aproximace
na společné hranici navzájem navazovat. Aproximace bude spojitá.

Protože vztah (2.5) platı́ v každém bodě prvku, platı́ samozřejmě i v uzlech. Zapišme tedy

~u(xi, yi) = A(xi, yi) · α−→,
~u(xj , yj) = A(xj , yj) · α−→, (2.6)

~u(xk, yk) = A(xk, yk) · α−→.

ui
uj

uk

ul

p1

p2

0

x

y
u(x, y)

i
j

k
l

Obr. 2.4: Lineárnı́ aproximace funkce u = u(x, y) v oblasti sou-
sedı́cı́ch prvků p1 a p2. Skutečný průběh funkce u se s aproximacı́
shoduje pouze v bodech ui, uj , uk a ul.

Aby průběh funkce u byl spojitý, musı́ existovat nějaký vztah
mezi koeficienty α prvku p1 a prvku p2. Dosáhneme toho tı́m, že
rovnice lineárnı́ch funkcı́ (rovin nad prvky) vyjádřı́me pomocı́
funkčnı́ch hodnot v uzlech (ui, uj , uk, ul).

Funkčnı́ hodnoty uj a uk jsou společné pro oba prvky. Proto bude
společná i hrana mezi oběma aproximačnı́mi funkcemi a aproxi-
mace bude spojitá.
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Tyto vztahy můžeme maticově vyjádřit jediným tvarem
~u(xi, yi)

~u(xj , yj)

~u(xk, yk)

 =


A(xi, yi)

A(xj , yj)

A(xk, yk)

 · α−→, (2.7)

nebo zkráceně 
~ui

~uj

~uk

 =


Ai

Aj

Ak

 · α−→. (2.8)

Rozepı́šeme všechny matice z poslednı́ho vztahu a dostaneme

ui

vi

uj

vj

uk

vk



=



1 xi yi 0 0 0

0 0 0 1 xi yi

1 xj yj 0 0 0

0 0 0 1 xj yj

1 xk yk 0 0 0

0 0 0 1 xk yk



·



α1

α2

α3

α4

α5

α6



, (2.9)

neboli
∆−→ = S · α−→, (2.10)

kde

∆−→ =



ui

vi

uj

vj

uk

vk



(2.11)
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a

S =



1 xi yi 0 0 0

0 0 0 1 xi yi

1 xj yj 0 0 0

0 0 0 1 xj yj

1 xk yk 0 0 0

0 0 0 1 xk yk



. (2.12)

Z (2.10) vyjádřı́me α−→
α−→ = S−1 ·∆−→ (2.13)

a dosadı́me do (2.5) – dostaneme

~u(x, y) = A(x, y) · S−1 ·∆−→. (2.14)

2.3.1 inverze matice S

Nabı́zı́ se otázka, zda inverzi matice S, kterou potřebujeme ve vztahu (2.14), lze vždy
provést.

Obecný tvar matice S je

S =



1 xi yi 0 0 0

0 0 0 1 xi yi

1 xj yj 0 0 0

0 0 0 1 xj yj

1 xk yk 0 0 0

0 0 0 1 xk yk



(2.15)
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a matice S−1 vycházı́ takto

S−1 =
1

2s
·



xjyk − xkyj 0 xkyi − xiyk 0 xiyj − xjyi 0

yj − yk 0 yk − yi 0 yi − yj 0

xk − xj 0 xi − xk 0 xj − xi 0

0 xjyk − xkyj 0 xkyi − xiyk 0 xiyj − xjyi

0 yj − yk 0 yk − yi 0 yi − yj

0 xk − xj 0 xi − xk 0 xj − xi



,

kde s je plocha prvku

s =
1

2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

xi yi 1

xj yj 1

xk yk 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
. (2.16)

Je jasné, že matice S nepůjde invertovat pouze v přı́padě, když prvek má nulovou plo-
chu. Při numerickém výpočtu i nenulová ale velmi malá plocha prvku způsobı́ velkou nu-
merickou chybu při výpočtu hodnoty 1/2s. To může nastat napřı́klad pro velmi ”štı́hlé“
trojúhelnı́ky (tj, takové, jejichž jeden vrcholový úhel se blı́žı́ 180◦, zatı́mco zbývajı́cı́ dva úhly
jsou velmi malé). Takové prvky jsou proto pro výpočet nepřı́znivé a pokud se v sı́ti vyskyt-
nou, je vhodné pokusit se sı́t’ v dané oblasti upravit.

Nevhodné trojúhelnı́ky odhalı́me napřı́klad pomocı́ velikosti bezrozměrného poměru plo-
chy trojúhelnı́ka a druhé mocniny jeho obvodu

k =
s

o2
. (2.17)

Ten je maximálnı́ pro rovnostranný trojúhelnı́k (cca. 0.048) a s rostoucı́ štı́hlostı́ trojúhelnı́ka
klesá.
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# Přı́klad – matice S

U sı́tě z kapitoly 2.2 sestavı́me matici S pro prvek čı́slo 5. Z tabulek s definicemi prvků a se
souřadnicemi uzlů vyčteme přı́slušné souřadnice

Prvek č. 5

Čı́sla uzlů i = 11 j = 8 k = 7

Souřadnice uzlů
xi = 2.5 xj = 2.5 xk = 1.25

yi = 0.0 yj = 1.0 yk = 1.5

a uspořádáme je do matice S5:

S5 =



1.0 2.5 0.0 0.0 0.0 0.0

0.0 0.0 0.0 1.0 2.5 0.0

1.0 2.5 1.0 0.0 0.0 0.0

0.0 0.0 0.0 1.0 2.5 1.0

1.0 1.25 1.5 0.0 0.0 0.0

0.0 0.0 0.0 1.0 1.25 1.5


. (2.18)

Inverznı́ matice S−15 vyjde

S−15 =



2.0 0.0 −3.0 0.0 2.0 0.0

−0.4 0.0 1.2 0.0 −0.8 0.0

−1.0 0.0 1.0 0.0 0.0 0.0

0.0 2.0 0.0 −3.0 0.0 2.0

0.0 −0.4 0.0 1.2 0.0 −0.8

0.0 −1.0 0.0 1.0 0.0 0.0


. (2.19)

�
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2.4 Deformačnı́ energie prvku

Hustota deformačnı́ energie Λ má tvar

Λ =
1

2
(εxσx + εyσy + εzσz + γxyτxy + γyzτyz + γzxτzx) . (2.20)

Pro rovinný přı́pad (at’ už se jedná o rovinnou napjatost nebo rovinnou deformaci) se tvar
zjednodušı́ na

Λ =
1

2
(εxσx + εyσy + γxyτxy) . (2.21)

To zapı́šeme pomocı́ matic napětı́ a poměrných deformacı́

Λ =
1

2
· σ−→

T · ε−→. (2.22)

Za napětı́ dosadı́me z Hookova zákona (1.35)

Λ =
1

2
·
(
E · ε−→

)T
· ε−→ =

1

2
· ε−→

TET · ε−→. (2.23)

MaticeE je symetrická a platı́ tudı́žET = E. Za poměrnou deformaci dosadı́me z Cauchyho
vztahů (1.24)

Λ =
1

2
· (D · ~u)TE ·D · ~u =

1

2
· ~uT ·DT ·E ·D · ~u. (2.24)

Nakonec mı́sto skutečných (neznámých) posuvů ~u dosadı́me jejich aproximaci (2.14)

Λ =
1

2
·
(
A · S−1 ·∆−→

)T
·DT ·E ·D ·A · S−1 ·∆−→

=
1

2
·∆−→

T ·
(
S−1

)T
AT ·DT ·E ·D ·A · S−1 ·∆−→. (2.25)

Podı́vejme se nynı́ na součinB = D ·A:

B =


∂

∂x
0

0
∂

∂y

∂
∂y

∂

∂x

 ·
1 x y 0 0 0

0 0 0 1 x y



=



∂

∂x
1 + 0 · 0 ∂

∂x
x+ 0 · 0 ∂

∂x
y + 0 · 0 ∂

∂x
0 + 0 · 1 ∂

∂x
0 + 0 · x ∂

∂x
0 + 0 · y

0 · 1 +
∂

∂y
0 0 · x+

∂

∂y
0 0 · y +

∂

∂y
0 0 · 0 +

∂

∂y
1 0 · 1 +

∂

∂y
x 0 · 1 +

∂

∂y
y

∂

∂y
1 +

∂

∂x
0

∂

∂y
x+

∂

∂x
0

∂

∂y
y +

∂

∂x
0

∂

∂y
0 +

∂

∂x
1

∂

∂y
0 +

∂

∂x
x

∂

∂y
0 +

∂

∂x
y



=


0 1 0 0 0 0

0 0 0 0 0 1

0 0 1 0 1 0

 .
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Matice B vyšla konstantnı́, čili nenı́ funkcı́ souřadnic. Je to způsobeno tı́m, že matice
bázových funkcı́ A obsahuje pouze lineárnı́ a konstantnı́ členy a součin D · A představuje
vlastně jakési zobecněné derivovánı́ matice A. Při jiné volbě bázových funkcı́ (bude disku-
tována později) může maticeB vyjı́t závislá na souřadnicı́ch.

Po dosazenı́B = D ·A do (2.25) dostaneme pro hustotu deformačnı́ energie vztah

Λ =
1

2
·∆−→

T ·
(
S−1

)T
BT ·E ·B · S−1 ·∆−→. (2.26)

2.5 Tuhostnı́ matice prvku

Deformačnı́ energii prvku dostaneme jako integrál hustoty deformačnı́ energie přes celý ob-
jem prvku

U =

∫
(V )

[
1

2
·∆−→

T ·
(
S−1

)T
BT ·E ·B · S−1 ·∆−→

]
dV (2.27)

Všechny matice v integrandu jsou konstantnı́. Platı́ tedy

U =
1

2
·∆−→

T ·
(
S−1

)T
BT ·E ·B · S−1 ·∆−→ · V, (2.28)

kde V je objem prvku. Poslednı́ vztah přepı́šeme do podoby

U =
1

2
·∆−→

TK ·∆−→, (2.29)

kde matici
K =

(
S−1

)T
BT ·E ·B · S−1 · V, (2.30)

nazveme tuhostnı́ maticı́ prvku.

2.5.1 Rozměry a symetrie tuhostnı́ matice prvku

Rozměry tuhostnı́ matice prvku můžeme zı́skat analýzou vztahu (2.30). Jednoduššı́ bude ale
podı́vat se na vztah (2.29). Deformačnı́ energie je skalárnı́ veličina (můžeme ji chápat jako
matici 1×1) a dostaneme ji jako součin řádkové matice ∆−→

T, maticeK a sloupcové matice ∆−→
= · ·

Je tedy jasné, že počet řádků a sloupců matice K musı́ být roven velikosti matice ∆−→. Matice
K má rozměry 6× 6.

Násobı́me-li symetrickou matici zleva maticı́ a zprava transpozicı́ této matice, dostaneme
jako výsledek symetrickou matici. Vztah (2.30) má podobu symetrické matice E, násobené
zprava maticı́ B · S−1 a zleva transpozicı́ této matice. Z toho plyne, že tuhostnı́ matice prvku
je symetrická.
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# Přı́klad – tuhostnı́ matice prvku

Určı́me tuhostnı́ matici prvku čı́slo 8 z přı́kladu v kapitole 2.2.

Prvek č. 8

Čı́sla uzlů i = 9 j = 8 k = 12

Souřadnice uzlů
xi = 3.75 xj = 2.5 xk = 3.75

yi = 1.0 yj = 1.0 yk = 0.0

a uspořádáme je do matice S8:

S8 =



1.0 3.75 1.0 0.0 0.0 0.0

0.0 0.0 0.0 1.0 3.75 1.0

1.0 2.5 1.0 0.0 0.0 0.0

0.0 0.0 0.0 1.0 2.5 1.0

1.0 3.75 0.0 0.0 0.0 0.0

0.0 0.0 0.0 1.0 3.75 0.0


. (2.31)

Matice S−18 má tvar

S−18 =



−3.0 0.0 3.0 0.0 1.0 0.0

0.8 0.0 −0.8 0.0 0.0 0.0

1.0 0.0 0.0 0.0 −1.0 0.0

0.0 −3.0 0.0 3.0 0.0 1.0

0.0 0.8 0.0 −0.8 0.0 0.0

0.0 1.0 0.0 0.0 0.0 −1.0


(2.32)

Předpokládejme, že materiál má modul pružnosti E = 2 · 1011 Pa a Poissonovo čı́slo µ = 0.3.
Protože ve vztahu pro hustotu deformačnı́ energie pro rovinný problém nefiguruje součin σzεz ,
musı́me matici elastických koeficientů pro rovinný přı́pad (viz vztah (1.43) upravit tak, že z nı́ vy-
pustı́me třetı́ řádek. Ze vztahu σ−→ = E · ε−→ tak dostaneme jen tři složky napětı́ – σx, σy a τxy . Matice
elastických koeficientů tedy bude mı́t tvar

E =


5. · 1011 1.15385 · 1011 0

1.15385 · 1011 5.0 · 1011 0

0 0 7.69231 · 1010

 . (2.33)
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Předpokládejme, že deska má tloušt’ku t = 35 mm. Objem prvku V dostaneme ze známého vztahu

V =
1

2
t

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
xi yi 1

xj yj 1

xk yk 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

0.035

2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
3.75 1. 1

2.5 1. 1

3.75 0. 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 0.021875 m3. (2.34)

Dosadı́me do definice tuhostnı́ matice prvku (2.30) a dostaneme

K8 =



8.682 · 109 3.365 · 109 −7.0 · 109 −1.346 · 109 −1.682 · 109 −2.019 · 109

3.365 · 109 1.201 · 1010 −2.019 · 109 −1.076 · 109 −1.346 · 109 −1.093 · 1010

−7.0 · 109 −2.019 · 109 7.0 · 109 0.0 0.0 2.019 · 109

−1.346 · 109 −1.076 · 109 0.0 1.076 · 109 1.346 · 109 0.0

−1.682 · 109 −1.346 · 109 0.0 1.346 · 109 1.682 · 109 0.0

−2.019 · 109 −1.093 · 1010 2.019 · 109 0.0 0.0 1.093 · 1010


.

�

2.6 Rozbor tuhostnı́ matice prvku

Tuhostnı́ matice umožnı́ určit deformačnı́ energii akumulovanou v prvku za předpokladu,
že známe posuvy jeho uzlů ∆−→. Podle Castiglianovy věty (1.54) platı́, že derivacı́ deformačnı́
energie podle posuvu uzlu j do směru y (tedy podle vj) je sı́la na uzel j do směru y

∂U

∂vj
= Rjy. (2.35)

Nejprve si zavedeme označenı́ součinuK ·∆−→

K ·∆−→ = R−→ =



r1

r2

r3

r4

r5

r6



. (2.36)

Vzhledem k symetrii maticeK platı́

R−→
T =

(
K ·∆−→

)T
= ∆−→

T ·KT = ∆−→
T ·K. (2.37)
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Dosadı́me nynı́ do vztahu (2.35) z (2.29):

∂U

∂vj
=

∂

∂vj

(
1

2
·∆−→

TK ·∆−→

)
=

1

2

(
∂∆−→

T

∂vj
K ·∆−→+ ∆−→

T∂K

∂vj
·∆−→+ ∆−→

TK ·
∂∆−→
∂vj

)

Druhý člen v závorce obsahuje derivaci matice K podle posuvu vj . Matice K však na po-
suvech uzlů nezávisı́, jak se můžeme přesvědčit pohledem na jejı́ definici (2.30). Prostřednı́
člen v závorce je proto nulový a platı́

∂U

∂vj
=

1

2



[
∂ui
∂vj

,
∂vi
∂vj

,
∂uj
∂vj

,
∂vj
∂vj

,
∂uk
∂vj

,
∂vk
∂vj

]
K ·∆−→︸ ︷︷ ︸
R−→

+ ∆−→
T ·K︸ ︷︷ ︸
R−→

T

·



∂ui
∂vj
∂vi
∂vj
∂uj
∂vj
∂vj
∂vj
∂uk
∂vj
∂vk
∂vj





=
1

2



[0, 0, 0, 1, 0, 0] · R−→+ R−→
T ·



0

0

0

1

0

0





=
1

2



[0, 0, 0, 1, 0, 0] ·



r1

r2

r3

r4

r5

r6



+ [r1, r2, r3, r4, r5, r6] ·



0

0

0

1

0

0




= r4.
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Porovnánı́m poslednı́ho vztahu s (2.35) zjistı́me, že platı́

r4 = Rjy (2.38)

a tedy

R−→ = K ·∆−→ =



r1

r2

r3

Rjy

r5

r6



. (2.39)

Podobným postupem zı́skáme i dalšı́ členy sloupcové maticeR:

R−→ =



Rix

Riy

Rjx

Rjy

Rkx

Rky



. (2.40)

Vztah
R−→ = K ·∆−→ (2.41)

vyjadřuje fakt, že když danému prvku předepı́šeme nějaké posuvy uzlů (tj. hodnoty složek
matice ∆−→), můžeme určit sı́ly na jednotlivé uzly (složky matice R−→), kterými tyto posuvy
vynutı́me.

Dodejme, že naopak to nejde. Vztah ∆−→ = K−1 · R−→ by totiž k silám působı́cı́m na uzly
přiřazoval posuvy. I kdybychom na uzly působili takovými silami, že by prvek byl v rov-
nováze, může se v této rovnováze nacházet kdekoli v prostoru. To znamená, že existuje
nekonečně mnoho různých posuvů, které by takovým silám odpovı́daly. Pokud bychom na
uzly aplikovali sı́ly, které nezajistı́ rovnováhu prvku, tak nebudou existovat žádné posuvy,
které by takovým silám odpovı́daly. To znamená, že matici K nenı́ možné invertovat. Tu-
hostnı́ matice prvku je singulárnı́.
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Zapišme vztah R−→ = K ·∆−→ ve složkách

Rix

Riy

Rjx

Rjy

Rkx

Rky



=



k11 k12 k13 k14 k15 k16

k21 k22 k23 k24 k25 k26

k31 k32 k33 k34 k35 k36

k41 k42 k43 k44 k45 k46

k51 k52 k53 k54 k55 k56

k61 k62 k63 k64 k65 k66



·



ui

vi

uj

vj

uk

vk



(2.42)

Např. druhá rovnice soustavy má tvar

Riy = k21ui + k22vi + k23uj + k24vj + k25uk + k26vk. (2.43)

Můžeme tedy řı́ct, že

• k21 je sı́la na uzel i ve směru y, způsobená jednotkovým posuvem uzlu i do směru x;
• k22 je sı́la na uzel i ve směru y, způsobená jednotkovým posuvem uzlu i do směru y;
• k23 je sı́la na uzel i ve směru y, způsobená jednotkovým posuvem uzlu j do směru x;
• k24 je sı́la na uzel i ve směru y, způsobená jednotkovým posuvem uzlu j do směru y;
• k25 je sı́la na uzel i ve směru y, způsobená jednotkovým posuvem uzlu k do směru x;
• k26 je sı́la na uzel i ve směru y, způsobená jednotkovým posuvem uzlu k do směru y.

Podobným způsobem je možné identifikovat fyzikálnı́ význam dalšı́ch členů tuhostnı́ ma-
tice prvku. Řádek vždy představuje některou ze složek sı́ly, zatı́mco sloupec přı́slušnou složku
posuvu.

Snadno pak určı́me, že např. člen k42 představuje sı́lu na uzel j ve směru y, způsobenou
jednotkovým posuvem uzlu i do směru y, nebo že k65 představuje sı́lu na uzel k ve směru y,
způsobenou jednotkovým posuvem uzlu k do směru x a podobně.

Pokud symbolicky zapı́šeme sı́lu na uzel k do směru x, způsobenou jednotkovým posu-
vem uzlu i do směru y takto – ”Rkx//vi“, můžeme tuhostnı́ matici zapsat takto

K =



”Rix//ui“ ”Rix//vi“ ”Rix//uj“ ”Rix//vj“ ”Rix//uk“ ”Rix//vk“

”Riy//ui“ ”Riy//vi“ ”Riy//uj“ ”Riy//vj“ ”Riy//uk“ ”Riy//vk“

”Rjx//ui“ ”Rjx//vi“ ”Rjx//uj“ ”Rjx//vj“ ”Rjx//uk“ ”Rjx//vk“

”Rjy//ui“ ”Rjy//vi“ ”Rjy//uj“ ”Rjy//vj“ ”Rjy//uk“ ”Rjy//vk“

”Rkx//ui“ ”Rkx//vi“ ”Rkx//uj“ ”Rkx//vj“ ”Rkx//uk“ ”Rkx//vk“

”Rky//ui“ ”Rky//vi“ ”Rky//uj“ ”Rky//vj“ ”Rky//uk“ ”Rky//vk“



. (2.44)
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2.6.1 Bloková struktura tuhostnı́ matice prvku

Ve schématickém znázorněnı́ tuhostnı́ matice si můžeme všimnout, že prvnı́ dva řádky
představujı́ dvě složky sı́ly na uzel i, druhá dvojice řádků složky sı́ly na uzel j a třetı́ dvojice
složky sı́ly na uzel k.

Podobně prvnı́ dva sloupce představujı́ sı́ly, způsobené jednotkovými posuvy uzlu i do
směrů x a y, druhá dvojice sloupců sı́ly, způsobené posuvy uzlu j a třetı́ dvojice sı́ly,
způsobené posuvy uzlu k.

Pokud tuhostnı́ matici rozdělı́me na bloky 2 × 2 platı́, že např. druhý blok v prvnı́m blo-
kovém řádku představuje dvě složky (vektor) sı́ly na uzel i, způsobený dvěma složkami
(vektorem) posuvu uzlu j.

Označı́me-li symbolicky vektor sı́ly na uzel k, způsobený jednotkovými posuvy uzlu j

jako ”
~Rk//~uj“, můžeme tuhostnı́ matici zapsat pomocı́ bloků takto

K =


”
~Ri//~ui“ ”

~Ri//~uj“ ”
~Ri//~uk“

”
~Rj//~ui“ ”

~Rj//~uj“ ”
~Rj//~uk“

”
~Rk//~ui“ ”

~Rk//~uj“ ”
~Rk//~uk“

 , (2.45)

neboli

K =


kii kij kik

kji kjj kjk

kki kkj kkk

 . (2.46)

Tři blokové řádky tedy představujı́ postupně sı́ly na uzly i, j a k. Tři blokové sloupce
představujı́ sı́ly způsobené posuvy uzlů i, j a k.
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2.7 Celková tuhostnı́ matice soustavy

V metodě konečných prvků figurujı́ jako neznámé posuvy uzlů. Uspořádáme všechny
neznámé do sloupcové matice ∆−→c

(počet uzlů označı́me Nu)

∆−→c
=



u1

v1

u2

v2

...

uNu

vNu



. (2.47)

Vnějšı́ sı́ly působı́cı́ na jednotlivé uzly uspořádáme do matice F−→c

F−→c
=



F1x

F1y

F2x

F2y

...

FNux

FNuy



. (2.48)

Jedná-li se o lineárnı́ úlohu, bude závislost mezi posuvy ∆−→c
a silami F−→c

lineárnı́

Kc ·∆−→c
= F−→c

, (2.49)

kde maticiKc nazveme celkovou tuhostnı́ maticı́ soustavy.

Uspořádáme nejprve matice ∆−→c
a F−→c

blokově, když si uvědomı́me, že dvojice řádků ma-
tice ∆−→c

představuje vždy vektor posuvu přı́slušného uzlu a dvojice řádků matice F−→c
vždy

vektor vnějšı́ sı́ly na daný uzel. Dostaneme tak

∆−→c
=



~u1

~u2

...

~uNu


(2.50)
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a

F−→c
=



~F 1

~F 2

...

~FNu


. (2.51)

Matice Kc z rovnice (2.49) má tedy Nu blokových řádků a sloupců. Označme blok matice
Kc v blokovém řádku čı́slo m a blokovém sloupci čı́slo n symbolem kcm,n Rovnici (2.49) pak
můžeme zapsat

~Fm = kcm,1 · ~u1 + kcm,2 · ~u2 + . . .kcm,Nu ·+~uNu . (2.52)
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Obr. 2.5: Schéma sestavovánı́ celkové tuhostnı́ matice soustavy.

Tuhostnı́ matice třı́ prvků (jde o tři prvky sı́tě z kapitoly 2.2) majı́ označené bloky pomocı́ symbolů
i,j a k a současně uvedeny hodnoty těchto symbolů z tabulky na straně 22.
Blok kc m,n představuje sı́lu na uzel m od posuvů uzlu n. Sı́lu na uzel 4 od posuvů uzlu 4 máme
vyjádřenou v tuhostnı́ matici prvku čı́slo 1 – v bloku k1i,i , protože pro tento prvek je i = 4. To
znamená, tento blok tuhostnı́ matice prvku umı́stı́me do celkové tuhostnı́ matice do (blokového)
řádku č. 4 a sloupce č. 4.
Podobně blok k1i,j (i = 4, j = 10) umı́stı́me do čtvrtého řádku a desátého sloupce maticeKc.
Blok k2k,i (i = 7, k = 10) představuje sı́lu na uzel č. 10 od posuvů uzlu č. 7 a umı́stı́me ho proto na
pozici kc10,7 .
Umist’ovánı́ jednotlivých bloků je tu (kvůli přehlednosti) znázorněno pouze pro některé bloky
některých prvků, postup se ve skutečnosti samozřejmě opakuje pro všechny bloky všech tuhostnı́ch
matic prvků.
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Sı́la na uzel m se tedy skládá z přı́spěvků způsobených posuvy jednotlivých uzlů. Blok
kcm,n představuje sı́lu na uzel m způsobenou jednotkovým posuvem1 uzlu n. To je analo-
gické významu bloku tuhostnı́ matice prvku – i ten představuje sı́lu na uzel způsobenou
jednotkovým posuvem jiného uzlu.

Tyto úvahy nás přivádějı́ k postupu pro sestavenı́ celkové tuhostnı́ matice Kc pomocı́ tu-
hostnı́ch matic jednotlivých prvků. Základnı́ schéma postupu je znázorněno na obrázku 2.5
a vysvětleno v jeho legendě.

Na obrázku vidı́me, že v některých blocı́ch celkové tuhostnı́ matice se bude nacházet vı́ce
bloků různých tuhostnı́ch matic prvků. Přı́kladem může být blok kc5,5 , kde se sejdou tři
bloky tuhostnı́ch matic prvků. Přı́slušné bloky budeme sčı́tat.

Celkovou tuhostnı́ matici soustavy sestavı́me tedy ve dvou krocı́ch. V prvnı́m kroku se-
stavı́me matici tvořenou nulovými bloky. Ve druhém kroku ji postupně zaplnı́me hodno-
tami. Budeme procházet všechny prvky (cyklus přes p), v každém prvku všechny řádky
(cyklus přes r) a v každém řádku všechny sloupce (cyklus přes s):

• vytvořı́me maticiKc s blokovými rozměry Nu ×Nu, vyplněnou nulami

• pro každý prvek p = 1, 2, . . . Np

– pro každý řádek r = i, j, k

∗ pro každý sloupec s = i, j, k

· hodnotám symbolů r a s přiřadı́me odpovı́dajı́cı́ čı́sla uzlů ru a su
· blok kpr,s přičteme k bloku kcru,su

1Jednotkovým posuvem se obvykle myslı́ vektor posuvu o jednotkové velikosti. V našem přı́padě však jde o
vektor posuvu s jednotkovými složkami.
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# Přı́klad – struktura celkové tuhostnı́ matice

Na přı́kladu sı́tě z kapitoly 2.2 si ukážeme strukturu celkové tuhostnı́ matice. Označı́me si v nı́
ty bloky, které budou různé od nuly. To jsou právě ty bloky, do kterých se umı́stı́ některý z bloků
tuhostnı́ch matic prvků.

Prvek č. 1 má uzly očı́slované i = 4, j = 10, k = 5 (viz tabulka na straně 22). Jednotlivé bloky jeho
tuhostnı́ matice se tedy budou umist’ovat takto:

k1i,i → kc4,4 k1i,j → kc4,10 k1i,k
→ kc4,5

k1j,i → kc10,4 k1j,j → kc10,10 k1j,k
→ kc10,5

k1k,i
→ kc5,4 k1k,j

→ kc5,10 k1k,k
→ kc5,5

V celkové tuhostnı́ matici jsme obsadili devět bloků, jejichž čı́sla řádků a sloupců odpovı́dajı́ dvou-
prvkovým kombinacı́m čı́sel i, j a k.

Stejným způsobem umı́stı́me bloky tuhostnı́ matice prvku č. 2. Protože pro druhý prvek platı́ i =
10, j = 11, k = 7, budeme bloky matice K2 umist’ovat do celkové tuhostnı́ matice do řádků č. 10, 11
a 7 a v každém z nich do sloupců 10, 11 a 7.

Opakujeme tentýž postup pro všechny prvky. Vybarvı́me-li si v celkové tuhostnı́ matici obsazené
(nenulové) bloky, zı́skáme obrázek 2.6.
�
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Obr. 2.6: Bloková struktura celkové tuhostnı́ matice z
přı́kladu na straně 22. Černě jsou označené nenulové
bloky, bı́le nulové bloky.
Blok kc 7,3 je nulový. To znamená, že neexistuje tuhostnı́
matice prvku, která by obsahovala blok označený čı́sly 7 a
3. Neexistuje tedy prvek, který obsahuje uzly 7 a 3.
Můžeme také uvažovat opačným směrem a prohlásit, že
protože uzly 7 a 3 nepatřı́ do jednoho prvku, bude blok
kc 7,3 nulový.
Naopak nenulový blok kc 7,10 poukazuje na to, že existuje
nejméně jeden prvek, který obsahuje uzly č. 7 a 10. Pohled
na obrázek sı́tě ukazuje, že takové prvky jsou právě dva –
č. 2 a 4.
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2.7.1 Symetrie celkové tuhostnı́ matice

Diagonálnı́ bloky tuhostnı́ matice prvku majı́ indexy [i, i], [j, j] nebo [k, k]. Odpovı́dajı́cı́ čı́sla
uzlů jsou si proto rovna a tyto bloky budeme do celkové tuhostnı́ matice umist’ovat opět na
diagonálu.

Mimodiagonálnı́ symetricky umı́stěné bloky (např ty s indexy [j, k] a [k, j] budou mı́t čı́sla
uzlů pouze vzájemně přehozená a proto se budou do celkové tuhostnı́ matice také umist’ovat
na symetrické pozice.

Z toho vyplývá, že celková tuhostnı́ maticeKc je symetrická!

2.7.2 Singularita celkové tuhostnı́ matice

Rovnice
Kc ·∆−→c

= F−→c
, (2.53)

popisuje skutečnost, že pro předepsané posuvy (matici ∆−→c
) můžeme určit sı́ly, kterými jsou

tyto posuvy vynucené - matici F−→c
. Úprava rovnice (2.53) na tvar

∆−→c
= K−1

c · F−→c
, (2.54)

(který by pro zadané vnějšı́ sı́ly umožňoval určit posuvy) nenı́ možná! I kdybychom totiž
uzly zatı́žili takovou soustavou sil, že by těleso bylo v rovnováze, mohlo by se v této rov-
nováze nacházet kdekoli v prostoru, tj. velikost posuvů by nebyla jednoznačně určena, resp.
soustava by měla nekonečně mnoho řešenı́. Kdybychom uzly zatı́žili silami, které by static-
kou rovnováhu tělesa nezajišt’ovaly, pro posuvy by dokonce neexistovalo žádné řešenı́. To je
způsobeno tı́m, že na sı́t’ nejsou zatı́m aplikovány žádné vazby.

Tyto úvahy nás vedou k závěru, že maticeKc je singulárnı́!

2.7.3 Diagonálnı́ členy celkové tuhostnı́ matice

Každý uzel patřı́ alespoň do jednoho prvku. To znamená, že každý diagonálnı́ blok kcm,m cel-
kové tuhostnı́ matice bude obsazen minimálně jednı́m, častěji však několika bloky různých
tuhostnı́ch matic. Diagonála matice Kc bude tedy nenulová, což je velmi důležité pro pozdějšı́
řešenı́ soustavy rovnic Gaussovou eliminačnı́ metodou.

Napřı́klad uzel č. 8 z přı́kladu na straně 22 patřı́ do třı́ prvků (č. 5, 8 a 10). V každé z
tuhostnı́ch matic těchto třı́ prvků tedy existuje blok, který budeme umist’ovat do celkové
tuhostnı́ matice na pozici kc8,8 . U složitějšı́ch sı́tı́ nenı́ problém si představit uzel, který patřı́
velkému počtu prvků. Na přı́slušné diagonálnı́ pozici celkové tuhostnı́ matice se tak může
sčı́tat shora neomezené množstvı́ bloků tuhostnı́ch matic prvků

2.7.4 Mimodiagonálnı́ členy celkové tuhostnı́ matice

Uzly 8 a 12 z přı́kladu na straně 22 patřı́ do dvou prvků – do prvku č. 8 a prvku č. 10. To
znamená, že do bloků kc8,12 a kc12,8 se budou umist’ovat dva bloky z tuhostnı́ch matic K8 a
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K10.

Oproti tomu uzly č. 2 a 3 patřı́ pouze do jediného prvku (č. 9), takže do bloků kc2,3 a kc3,2
umı́stı́me po jediném bloku z tuhostnı́ maticeK9.

Je zřejmé, že mimo diagonálu celkové tuhostnı́ matice se budou sčı́tat maximálně dva
bloky dvou různých tuhostnı́ch matic (v třı́rozměrném prostoru je ovšem situace jiná).

2.7.5 Pásovost a řı́dkost celkové tuhostnı́ matice

Mějme jednoduché těleso pokryté pravidelnou trojúhelnı́kovou sı́tı́, jako na obrázku 2.7.
Označı́me-li si v celkové tuhostnı́ matici nenulové bloky, jasně vystoupı́ pásová struktura
matice. Celková tuhostı́ matice je pásová. Pouhé přečı́slovánı́ uzlů způsobı́, že nenulové bloky
budou uspořádané jinak a pás bude jinak široký.
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Obr. 2.7: Dvě stejné sı́tě se lišı́ pouze očı́slovánı́m uzlů. Důsledkem je odlišná struktura celkové tu-
hostnı́ maticeKc. V obou přı́padech je matice pásová. Nevhodným očı́slovánı́m uzlů můžeme docı́lit
velmi širokého pásu.

Protože sı́t’ je v obou přı́padech geometricky stejná, musı́ být stejný i výsledek výpočtu pomocı́ me-
tody konečných prvků. To znamená, že v obou tuhostnı́ch maticı́ch je uložená stejná informace. V
přı́padě užšı́ho pásu je tato informace soustředěna do menšı́ oblasti, je tedy možné řı́ct, že je uložena
efektivněji.
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Zvolme si náhodně dva libovolné uzly, např. m a n. Pravděpodobnost, že tyto dva uzly
patřı́ do jediného prvku je malá. To znamená, že blok kcm,n bude s velkou pravděpodobnostı́
nulový. MaticeKc proto bude obsahovat předevšı́m nulové bloky - bude řı́dká.

2.7.6 Úsporné uloženı́ celkové tuhostnı́ matice v paměti počı́tače

Symetrie a pásovosti celkové tuhostnı́ matice je možné využı́t pro jejı́ úsporné uloženı́ v
paměti počı́tače. Výhodou je úspora nároků na pamět’ během výpočtu, nevýhodou pak většı́
režie při prováděnı́ výpočtů. Způsob uloženı́ ukazuje obrázek 2.8.

Když si uvědomı́me, že úloha metody konečných prvků může mı́t sı́t’ tvořenou třeba mili-
onem uzlů, představuje to ve 3D tři milióny neznámých. Celková tuhostnı́ matice tak bude
mı́t rozměry 3000 000× 3000 000, tj. 9× 1012 prvků. Reálné čı́slo obvykle v počı́tači zabı́rá 8
bajtů. Kdybychom chtěli v paměti počı́tače udržet celou takovou matici, potřebovali bychom
72 × 1012 bajtů, tedy 72 Gigabajtů. To je i v dnešnı́ době hodně. A s rostoucı́mi kapacitami
pamětı́ budou samozřejmě růst i požadavky výpočtářů na velikosti matic. Proto je a nadále
bude úsporné ukládánı́ dat v paměti počı́tače nutnostı́.

2.8 Silové okrajové podmı́nky

Vztah (2.49) představuje soustavu rovnic rovnováhy všech uzlů. Na pravé straně figurujı́
vnějšı́ sı́ly na uzly. Skutečná zatı́ženı́ tělesa se však neomezujı́ na osamělé sı́ly v uzlech.
Těleso může být zatı́ženo spojitě rozloženými silami – a to bud’ na hranici (povrchové sı́ly),
nebo v objemu (objemové sı́ly). Našı́m dalšı́m cı́lem bude nahradit tyto spojitě rozložené sı́ly
staticky ekvivalentnı́mi silami působı́cı́mi v uzlech.

Obr. 2.8: Symetrii a pásovost celkové tuhostnı́ matice je
možné využı́t pro jejı́ úsporné uloženı́ v paměti počı́tače.
Mı́sto celé matice stačı́ ukládat diagonálnı́ členy a obsah
pásu vpravo od diagonály. Výsledkem je úzká matice, v
jejı́mž levém sloupci jsou diagonálnı́ členy maticeKc.

V tomto přı́padě namı́sto matice o blokových rozměrech
36× 36 postačı́ matice s rozměry 36× 6, uspořili jsme tedy
celých 5/6 (tj. 83%) pamět’ových nároků.

Nevhodné očı́slovánı́ uzlů zvětšuje šı́řku pásu a snižuje
úspornost uloženı́ matice v paměti.
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2.8.1 Objemové sı́ly

Předpokládejme, že na těleso působı́ objemová sı́la. Vektor jejı́ intenzity (v rovině) má tvar

~f =

fx
fy

 . (2.55)

Je-li prvek malý, dá se předpokládat, že se v něm velikost ~f nebude významně měnit. Cel-
ková sı́la na prvek způsobená objemovými silami bude pak

~F V = V · ~f. (2.56)

Tuto sı́lu rovným dı́lem rozdělı́me mezi všechny tři uzly prvku a dostaneme tak matici ekvi-
valentnı́ch uzlových sil

F−→V
=


1

3
~F V

1

3
~F V

1

3
~F V

 =
V

3



fx

fy

fx

fy

fx

fy



. (2.57)

2.8.2 Povrchové sı́ly

Předpokládejme, že na hranu ik prvku působı́ povrchová sı́la s intenzitou

~p =

px
py

 . (2.58)

Je-li hrana krátká, je intenzita podél hrany prakticky konstantnı́ a výsledná sı́la na hranu je

~F p = lik ·

px
py

 , (2.59)

kde lik je délka hrany ik. Tuto sı́lu rovným dı́lem rozdělı́me mezi přı́slušné uzly – tj. v tomto
přı́padě mezi uzly i a k. Na uzel j nic působit nebude. Výsledné ekvivalentnı́ uzlové sı́ly od
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povrchové sı́ly majı́ v tomto přı́padě tvar

F p =


1

2
~F p

~0

1

2
~F p

 =
lik
2
·



px

py

0

0

px

py



. (2.60)

2.8.3 Ekvivalentnı́ uzlové sı́ly

Sečtenı́m ekvivalentnı́ch uzlových sil od objemového zatı́ženı́ a ekvivalentnı́ch uzlových sil
od povrchového zatı́ženı́ dostaneme pro každý prvek matici celkových ekvivalentnı́ch uz-
lových sil

F−→ekv
= F−→V

+ F−→p
. (2.61)

2.8.4 Osamělé sı́ly

Mı́sto určovánı́ ekvivalentnı́ch uzlových sil upravı́me sı́t’ tak, aby osamělé sı́ly působily
právě do uzlů.
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# Přı́klad – tı́ha a spojité zatı́ženı́

Předpokládejme, že obdélnı́k z přı́kladu na straně 22 je ocelová deska o tloušt’ce t = 35 mm. Na
jeho hornı́ hranu působı́ šikmé spojité zatı́ženı́ s intenzitou ~p = [100,−80]T N/m a na celý objem pak
vlastnı́ tı́ha desky.

Stanovı́me ekvivalentnı́ sı́ly pro prvek čı́slo 3.
Snadno určı́me vektor tı́hové sı́ly na prvek (S3 je plocha prvku, % = 7.8 · 103 kg/m3 hustota oceli,

~g = [0,−9.81]
T m/s2 gravitačnı́ zrychlenı́).

~F g 3 = S3t%~g =

 0

−836.92

 . (2.62)

Matice ekvivalentnı́ch uzlových sil od tı́hy má tvar

F−→g 3
=



0

−278.97

0

−278.97

0

−278.97


. (2.63)

Spojité zatı́ženı́ na hornı́ hraně má intenzitu

~p =

 100

−800

 . (2.64)

V prvku čı́slo 3 tvořı́ hornı́ hranu spojnice uzlů j = 7 a k = 6. Jejı́ délka je ljk = 1.25 m a výsledná sı́la
na hranu tedy bude

~F p jk = ljk · ~p =

 125

−1000

 (2.65)

a matice ekvivalentnı́ch uzlových sil je

F−→p 3
=



0

0

62.5

−500

62.5

−500


. (2.66)
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Ekvivalentnı́ uzlové sı́ly na prvek čı́slo 3 jsou

F−→3 ekv
= F−→g 3

+ F−→p 3
=



0

−278.97

62.5

−778.97

62.5

−778.97


. (2.67)

�
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2.8.5 Sestavenı́ pravé strany

Na pravé straně soustavy rovnic (2.49) figurujı́ sı́ly na uzly. Na uzly působı́ jednak osamělé
sı́ly, jednak ekvivalentnı́ uzlové sı́ly. Matici F−→c

musı́me tedy vytvořit právě z nich.

Postup je následujı́cı́:

• vytvořı́me F−→c
s Nu blokovými řádky, obsahujı́cı́ samé nuly

• pro každý prvek p = 1, 2, . . . , Np

– pro všechny uzly prvku p u = i, j, k

∗ hodnotě u přiřadı́me skutečné čı́slo uzlu ug
∗ blok F−→ekv,u

přičteme k bloku F−→c,ug

• pro každý uzel u = 1, 2, . . . , Nu

– k bloku F−→c,u
přičteme vektor osamělé sı́ly působı́cı́ na uzel u

2.9 Soustava rovnic

V soustavě rovnic
Kc ·∆−→c

= F−→c
(2.68)

známe nynı́ jak matici Kc, tak pravou stranu F−→c
. Přesto soustavu zatı́m nelze řešit. Je to

způsobeno tı́m, že jsme dosud nepřipojili žádné informace o vazbách. Těleso nenı́ jedno-
značně uloženo a důsledkem je bud’ to, že soustava rovnic má nekonečně mnoho řešenı́
nebo (častěji) to, že soustava rovnic nemá žádné řešenı́.

2.10 Deformačnı́ okrajové podmı́nky – modifikace soustavy rovnic

Vazby (též deformačnı́ okrajové podmı́nky) omezujı́ pohyblivost uzlů. To prakticky zna-
mená, že některé z posuvů (v metodě konečných prvků neznámých veličin) ve skutečnosti
nebudou neznámé, ale budou mı́t nějakou předepsanou hodnotu (nejčastěji nulu).

Informaci o vazbách zaneseme do soustavy rovnic takzvanou modifikacı́.

2.10.1 Odebránı́ jednoho stupně volnosti v uzlu

Na obrázku 2.9 je znázorněn uzel m, který se může volně pohybovat ve směru osy x,
zatı́mco jeho posuv ve směru osy y nenı́ možný

Platı́ tedy
vm = 0. (2.69)

Zatı́ženı́ Fmy působı́ v takovém přı́padě přı́mo do rámu a vůbec nepůsobı́ na těleso. Řešenı́
soustavy rovnic tedy nesmı́ na velikosti sı́ly Fmy záviset! Jinak řečeno rovnice rovnováhy
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uzlu m do směru y ztrácı́ na důležitosti a můžeme ji ze soustavy rovnic vypustit. Stejně tak
je možné ze soustavy vypustit neznámou vm, protože jejı́ hodnota je známa.

Neznámá vm se nacházı́ (u rovinné úlohy) v matici

y

x

m

Fmy

Obr. 2.9: Uzel m má zakázaný
posuv ve směru osy y. Sı́la na
uzelm ve směru y (Fmy ) působı́
přı́mo do rámu a vůbec neo-
vlivnı́ deformace a namáhánı́
tělesa.

neznámých ∆−→c
v řádku čı́slo 2m, rovnice rovnováhy je

reprezentována členy matice Kc (a pravé strany F−→c
)

uloženými taktéž v řádku 2m.

Vypuštěnı́ neznámé tedy znamená jednak jejı́ odstraněnı́ z
matice ∆−→c

, jednak ale také vypuštěnı́ všech členů maticeKc,
kterými tato neznámá byla násobena – to jsou členy sloupce
čı́slo 2m.

Vypuštěnı́ rovnice rovnováhy pak odpovı́dá vypuštěnı́
řádku čı́slo 2m z maticeKc i z matice F−→c

.

Výsledkem takových úprav je modifikovaná soustava,
která má o jednu neznámou a o jednu rovnici méně než před
modifikacı́.

Tato úprava zachová všechny důležité vlastnosti soustavy
rovnic. Matice soustavy je nadále symetrická, pásová (šı́řka
pásu se nezvětšı́) a řı́dká.

2.10.2 Logická eliminace neznámé

Vypouštěnı́ rovnic a neznámých představuje operaci náročnou na počı́tačový čas. Vynechánı́
řádku znamená změnit indexy všech členů následujı́cı́ch řádků, totéž je třeba udělat se
sloupci. Použı́vá se tedy mı́sto toho logická eliminace neznámé, která neměnı́ rozměry ma-
tic. Soustava se nezmenšuje a řešı́ se vlastně i neznámé, jejichž hodnota je známa předem.
Přesto je výsledkem časový zisk.

Logickou eliminaci neznámé vm provedeme tak, že vyplnı́me nulami odpovı́dajı́cı́ řádek
a sloupec celkové tuhostnı́ matice Kc a odpovı́dajı́cı́ řádek pravé strany F−→c

. Na diagonálu
pak zapı́šeme jedničku.

Nulovánı́m sloupce celkové tuhostnı́ matice vypouštı́me neznámou ze všech rovnic (bude
v nich násobena nulou). Nulovánı́m řádku vypouštı́me rovnici rovnováhy uzlu m do směru
y. Zápisem jedničky na diagonálu a nuly do pravé strany nahrazujeme vypuštěnou rovnici
rovnováhy rovnicı́

vm = 0. (2.70)

Modifikovaná soustava rovnic má stejné rozměry jako nemodifikovaná.

2.10.3 Vynucený posuv uzlu

Pokud platı́, že posuv uzlu m má předepsanou hodnotu (např. δ), postupujeme obdobně
jako v předcházejı́cı́ch odstavcı́ch. Vynulujeme odpovı́dajı́cı́ řádek a sloupec maticeKc a na
diagonálu zapı́šeme jedničku. Na pravou stranu pak zapı́šeme do přı́slušného řádku veli-
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kost předepsaného posuvu. Tı́m jsme vynechali neznámou ze všech rovnic, vynechali jsme
také odpovı́dajı́cı́ rovnici rovnováhy a nahradili ji rovnicı́

vm = δ. (2.71)

# Přı́klad – vazby

U sı́tě ze strany 22 předpokládejme, že celá levá hrana obdélnı́ka je vetknutá. To znamená, že obě
složky posuvů budou nulové pro uzly s čı́sly 1, 5 a 6. Těmto složkám posuvů odpovı́dajı́ řádky a
sloupce s čı́sly 1, 2, 9, 10, 11 a 12. Provedeme modifikaci celkové tuhostnı́ matice a pravé strany tak,
že v uvedených řádcı́ch a sloupcı́ch Kc a v řádcı́ch F−→c

přepı́šeme původnı́ hodnoty nulami. Na
diagonáluKc v těchto řádcı́ch zapı́šeme jedničky.
�

2.11 Řešenı́ soustavy rovnic

Odebereme-li modifikacı́ dostatečný počet stupňů volnosti, stane se úloha řešitelnou. Jinak
řečeno, modifikacı́ změnı́me singulárnı́ matici Kc na regulárnı́ matici Kc mod. Matici pravé
strany F−→c

se modifikacı́ změnı́ na F−→c mod

Soustavu
Kcmod ·∆−→c

= F−→cmod
(2.72)

je možné vyřešit např. Gaussovou eliminačnı́ metodou. Výsledkem je matice ∆−→c
, která obsa-

huje posuvy všech uzlů. Obsahuje i posuvy uzlů, které měly pomocı́ modifikace předepsané
hodnoty posuvů. Právě tyto hodnoty při řešenı́ musejı́ samozřejmě vyjı́t.

2.12 Deformace tělesa

Nové souřadnice uzlů dostaneme jednoduše tak, že velikosti posuvů (které jsou pro všechny
uzly uspořádané v matici ∆−→c

) přičteme k souřadnicı́m odpovı́dajı́cı́ch uzlů. To nám umožnı́
vykreslenı́ zdeformované sı́tě.

# Přı́klad – zobrazenı́ deformacı́

Budeme-li řešit přı́klad ze strany 22, vyjdou posuvy uzlů velmi malé ve srovnánı́ s rozměry tělesa.
Největšı́ složka posuvu je pouhých devět setin milimetru! Chceme-li posuvy zobrazit, musı́me jejich
velikost významně zvětšit.

Výsledek s tisı́cinásobným zvětšenı́m posuvů je na obrázku 2.10.
�

Obr. 2.10: Nezdeformovaná a zdeformo-
vaná sı́t’. Skutečné posuvy jsou zvětšené
tisı́cinásobně.
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2.13 Poměrné deformace a napětı́

Pro každý prvek můžeme nynı́ sestavit matici posuvů jeho uzlů. Stačı́ se podı́vat na čı́sla
uzlů, kterými je prvek tvořen a přı́slušné blokové řádky matice ∆−→c

uspořádat do matice ∆−→
daného prvku.

Rovnici (2.14) pak dosadı́me do vztahu (1.24) a dostaneme vyjádřenı́ poměrných defor-
macı́

ε−→ = D ·A · S−1 ·∆−→ = B · S−1 ·∆−→. (2.73)

MaticeB je konstantnı́, matice S−1 také. To znamená, že poměrné deformace budou v celém
prvku konstantnı́. Důvodem je volba lineárnı́ aproximace posuvů, kterou jsme udělali na
začátku. Derivovánı́m posuvů (výpočtem poměrných deformacı́ pomocı́ Cauchyho vztahů)
musı́me pak dostat konstanty.

Napětı́ zı́skáme z poměrných deformacı́ pomocı́ Hookova zákona. Platı́

σ−→ = E · ε−→ = E ·B · S−1 ·∆−→. (2.74)

2.14 Výsledek v prvcı́ch a v uzlech

Metoda konečných prvků předepisuje pouze spojitost posuvů. Poměrné deformace i napětı́
vycházejı́ na hranicı́ch prvků nespojité.

Vyhodnocujeme-li výsledky zı́skané pomocı́ MKP tak, jak nám vyšly aproximace v jednot-
livých prvcı́ch, pracujeme s takzvaným element solution (český ekvivalent tohoto zavedeného
názvu se nepoužı́vá). Vykreslı́me-li si napřı́klad element solution napětı́ σx, zı́skáme průběh
se skoky na hranicı́ch prvků.

Jeden uzel patřı́ zpravidla do několika prvků. Pro takový uzel dostáváme několik různých
hodnot napětı́. Nabı́zı́ se proto prohlásit za výsledek průměr těchto hodnot. Výsledky
využı́vajı́cı́ průměrné hodnoty v uzlech majı́ zavedený název nodal solution.

Protože element solution nenı́ spojité, zatı́mco nodal solution ano, tyto dva výsledky se
navzájem lišı́. Velikost rozdı́lu mezi nimi je možné použı́t pro odhad chyby výpočtu.
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Kapitola 3

Dalšı́ typy prvků

3.1 Trojúhelnı́kový prvek se šesti uzly

Podı́vejme se na trojúhelnı́kový prvek se šesti uzly (viz

i

j

k

l

m

n

Obr. 3.1: Trojúhelnı́kový prvek
se šesti uzly. Uzly ve vrcholech
určujı́ tvar prvku. Uzly ve
středech hran sloužı́ ke zvýšenı́
řádu aproximačnı́ funkce.

obr. 3.1). Můžeme tu rozlišit dva typy uzlů. Tři ze šesti uzlů
určujı́ tvar prvku, zbývajı́cı́ tři jsou umı́stěny do středů hran.
Uzly majı́ celkem dvanáct stupňů volnosti. Protože aproxi-
maci posuvů uvnitř prvku chceme vyjádřit pomocı́ hodnot v
uzlech, znamená to, že pro aproximaci musı́me použı́t stejný
počet konstant, jako je počet stupňů volnosti. Protože apro-
ximujeme dvě složky posuvu, máme pro každou z nich k
dispozici šest konstant a dostáváme

u = α1 + α2x+ α3y + α4x
2 + α5y

2 + α6xy,

v = α7 + α8x+ α9y + α10x
2 + α11y

2 + α12xy,

neboli
~u(x, y) = A(x, y) · α−→, (3.1)

kde matice bázových funkcı́A o rozměrech [2× 12] má tvar

A(x, y) =

 1 x y x2 y2 xy 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 1 x y x2 y2 xy

 .
Protože aproximace platı́ v celém prvku, platı́ i v jeho uzlech, tedy
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∆−→ =



~ui

~uj

~uk

~ul

~um

~un


=



Ai

Aj

Ak

Al

Am

An


· α−→ = S · α−→. (3.2)

Matice S má tvar

S =



1 xi yi x2
i y2

i xiyi 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 1 xi yi x2
i y2

i xiyi

1 xj yj x2
j y2

j xjyj 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 1 xj yj x2
j y2

j xjyj

1 xk yk x2
k y2

k xkyk 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 1 xk yk x2
k y2

k xkyk

1 xl yl x2
l y2

l xlyl 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 1 xl yl x2
l y2

l xlyl

1 xm ym x2
m y2

m xmym 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 1 xm ym x2
m y2

m xmym

1 xn yn x2
n y2

n xnyn 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 1 xn yn x2
n y2

n xnyn



. (3.3)

Z rovnice (3.2) vyjádřı́me α−→ a dosadı́me do (3.1). Zı́skáme aproximaci vyjádřenou pomocı́
posuvů v uzlech ve tvaru

~u(x, y) = A(x, y) · S−1 ·∆−→. (3.4)

Tento tvar je shodný s rovnicı́ (2.14). Rozdı́l je pouze v rozměrech a obsahu matic, které ve
vztahu figurujı́. Nadále ale platı́, že maticeA obsahuje zvolené aproximačnı́ (bázové) funkce
a matice S se skládá z maticA, do nichž jsou dosazeny souřadnice jednotlivých uzlů.

Budeme-li pokračovat v úvahách stejně jako na straně 29, dostaneme vztah pro hustotu
deformačnı́ energie

Λ(x, y) =
1

2
·∆−→

T ·
(
S−1

)T
A(x, y)T ·DT ·E ·D ·A(x, y) · S−1 ·∆−→, (3.5)
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kdeD je matice diferenciálnı́ch operátorů v rovině (viz (1.26))

D =



∂

∂x
0

0
∂

∂y
∂

∂y

∂

∂x


. (3.6)

MaticeB = D ·A tentokrát nebude konstantnı́. To je způsobeno tı́m, že maticeA obsahuje
kvadratické členy. MaticeB má tvar

B(x, y) =


0 1 1 2x 0 y 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 2y x

0 0 1 0 2y x 0 1 0 2x 0 y

 . (3.7)

Integracı́ hustoty deformačnı́ energie dostaneme deformačnı́ energii prvku ve tvaru

U =

∫
(V )

[
1

2
·∆−→

T ·
(
S−1

)T
B(x, y)T ·E ·B(x, y) · S−1 ·∆−→

]
dV. (3.8)

Zohlednı́me-li konstantnı́ a nekonstantnı́ matice, zı́skáme definici tuhostnı́ matice prvku v
této podobě

K =
(
S−1

)T ∫
(V )

[
B(x, y)T ·E ·B(x, y)

]
dV · S−1. (3.9)

Integrál matice je matice integrálů. Integrujı́ se jednoduché polynomy a výsledek je možné
obecně odvodit jako funkci souřadnic uzlů i, j a k.

Protože pro deformačnı́ energii U platı́ vztah

U =
1

2
·∆−→

T ·K ·∆−→, (3.10)

můžeme dovodit, že rozměry matice K jsou [12x12]. Blokové rozměry jsou [6x6], což od-
povı́dá počtu uzlů prvku. Protože jde o rovinný prvek, má každý blok velikost [2x2].

3.2 Čtyřstěn s deseti uzly

U prostorového prvku musı́me ve třech rozměrech aproximovat tři složky posuvu. Protože
prvek z obrázku 3.2 má deset uzlů (každý se třemi složkami posuvů), musı́me aproximaci
vytvořit tak, aby procházela deseti body. To odpovı́dá aproximaci s deseti koeficienty pro
každou složku posuvu

u = α1 + α2x+ α3y + α4z + α5x
2 + α6y

2 + α7z
2 + α8xy + α9yz + α10zx,

v = α11 + α12x+ α13y + α14z + α15x
2 + α16y

2 + α17z
2 + α18xy + α19yz + α20zx,

w = α21 + α22x+ α23y + α24z + α25x
2 + α26y

2 + α27z
2 + α28xy + α29yz + α30zx,
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neboli
~u(x, y, z) = A(x, y, z) · α−→, (3.11)

kde matice bázových funkcı́A o rozměrech [3× 30] má tvar

1 x y z x2 y2 z2 xy yz zx 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 x y z x2 y2 z2 xy yz zx 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 x y z x2 y2 z2 xy yz zx



a sloupcová matice α−→ obsahuje třicet koeficientů α1 . . . α30.

Protože vztah (3.11) platı́ pro celý prvek, platı́ i pro všechny jeho uzly. Dosadı́me-li tedy
za souřadnice postupně souřadnice uzlů, dostaneme deset rovnic, které můžeme zapsat do
matice 

~u1

~u2

...

~u10


=



A(x1, y1, z1)

A(x2, y2, z2)

...

A(x10, y10, z10)


·



α1

α2

...

α30


=



A1

A2

...

A10


· α−→ (3.12)

neboli
∆−→ = S · α−→ (3.13)

odkud
α−→ = S−1 ·∆−→ (3.14)

a proto
~u(x, y, z) = A(x, y, z) · S−1 ·∆−→. (3.15)

Tuhostnı́ matice prvku je definována vztahem

K =
(
S−1

)T ∫
(V )

[
B(x, y)T ·E ·B(x, y)

]
dV · S−1. (3.16)

a jejı́ blokové rozměry jsou [10x10], přičemž bloky majı́ rozměry [3x3].

1

2

3

4

5 6

10

8

7
9

Obr. 3.2: Prvek ve tvaru čtyřstěnu s deseti uzly. Tvar
prvku je určen uzly ve vrcholech. Uzly ve středech
hran sloužı́ ke zvýšenı́ stupně bázových funkcı́.
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3.3 Šestistěn

Pro prvek z obrázku 3.3 bude rovnice (3.15) v maticové symbolice mı́t zcela stejný tvar.
Rozdı́l bude spočı́vat v tom, že maticeA bude mı́t tři řádky a šedesát sloupců, matice S bude
obsahovat dvacet matic A1 . . .A20 nad sebou a matice ∆−→ bude mı́t šedesát řádků. V matici
A budou uspořádané tyto bázové funkce:

1, x, y, z, x2, y2, z2, xy, yz, zx, x3, y3, z3, x2y, xy2, y2z, yz2, z2x, zx2, xyz. (3.17)

Tuhostnı́ matice bude mı́t blokové rozměry [20x20] s jednotlivými bloky typu [3x3].

3.4 Shrnutı́

Zobecnı́me-li úvahy z předcházejı́cı́ch odstavců, zjistı́me, že matice A má (podle dimenze
úlohy) dva nebo tři řádky. Počet sloupců je roven součinu dimenze úlohy a počtu uzlů prvku.
Počet blokových sloupců je roven počtu uzlů prvku.

Matice S má stejný počet sloupců jako matice A a počet řádků roven součinu dimenze
úlohy a počtu uzlů prvku. Blokových řádků má matice S stejný počet, jako prvek uzlů.

Matice ∆ má počet řádků rovný součinu dimenze úlohy a počtu uzlů prvku. Počet blo-
kových řádků matice ∆ je roven počtu uzlů prvku.

Tuhostnı́ matice prvku K má počet řádků a sloupců roven součinu počtu uzlů a dimenze
úlohy. Blokových řádků a sloupců má stejný počet, jako je počet uzlů prvku.

1
2

3

4

5
6

7

8

9 10

11
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17

18

19

20

Obr. 3.3: Prvek ve tvaru šestistěnu s dvaceti uzly.
Tvar prvku je určen osmi uzly ve vrcholech. Uzly
ve středech hran sloužı́ ke zvýšenı́ stupně bázových
funkcı́.
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Kapitola 4

Rotačně symetrické úlohy

Je-li úloha rotačně symetrická, je výhodné této symetrie využı́t. Přinese to velkou úsporu
výpočetnı́ho času bez ztráty přesnosti výsledků.

Na obrázku 4.1 je přı́klad rotačně symetrické úlohy. Body tělesa vykazujı́ posuvy pouze
v radiálnı́m (osa x) a axiálnı́m (osa y) směru. Osový posuv v způsobı́ osovou poměrnou
deformaci stejným způsobem, jaký jsme popisovali v kapitole 1.2.1. Platı́ tedy

εy =
∂

∂y
v. (4.1)

Podobně pro radiálnı́ poměrnou deformaci a pro zkos platı́ vztahy

x
x

+
u

x u(x)

Obr. 4.1: Přı́klad rotačně symetrické úlohy. Při
radiálnı́m posuvu u vznikne nejen radiálnı́
poměrná deformace εx, ale změnı́ se také ob-
vod čárkovaně znázorněné kružnice. Vznikne
tak tečná poměrná deformace εt. Dvě složky po-
suvu u a v způsobı́ vznik čtyř složek poměrné
deformace – εx, εy , εt a γxy . Matice di-
ferenciálnı́ch operátorů proto bude mı́t dva
sloupce a čtyři řádky. Znázorněný prvek nenı́
rovinný, ale jedná se o torus vytvořený rotacı́
trojúhelnı́ku.
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εx =
∂

∂x
u,

γxy =
∂

∂y
u+

∂

∂x
v.

Radiálnı́ posuv u způsobı́ také změnu délky přı́slušného kruhového vlákna – viz obr. 4.1.
To odpovı́dá tečné poměrné deformaci a pro ni platı́

εt =
∆o

o
=

2π(x+ u)− 2πx

2πx
=
u

x
. (4.2)

Uvedené čtyři vztahy přepı́šeme do maticové formy



εx

εy

εt

γxy


=



∂

∂x
0

0
∂

∂y
1

x
0

∂

∂y

∂

∂x


·

u
v

 . (4.3)

U rotačně symetrické úlohy má proto matice diferenciálnı́ch operátorů tvar

D =



∂

∂x
0

0
∂

∂y
1

x
0

∂

∂y

∂

∂x


. (4.4)

Čtyřem složkám poměrné deformace odpovı́dajı́ čtyři složky napětı́ σx, σy, σt, τxy. Hookův
zákon v maticové podobě je

σ−→ = E · ε−→. (4.5)

Matici elastických koeficientů uvedeme bez odvozenı́, jejı́ tvar je

E =
E

(1 + µ)(1− 2µ)


1− µ µ 0

µ 1− µ 0

0 0
1− 2µ

µ

 . (4.6)
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Tuhostnı́ matice prvku vznikne integracı́ hustoty deformačnı́ energie přes celý objem
prvku. Rovinný prvek na obrázku 4.1 představuje toroid, což musı́me při integrovánı́ zo-
hlednit.

K = 2π

∫
(S)

[
(S−1)T ·BT ·E ·B · S−1 · x

]
dxdy. (4.7)

MaticeB pro trojúhelnı́kový prvek se třemi uzly má tvar

B = D ·A

=



∂

∂x
0

0
∂

∂y
1

x
0

∂

∂y

∂

∂x


·

1 x y 0 0 0

0 0 0 1 x y



=



0 1 0 0 0 0

0 0 0 0 0 1

1

x
1

y

x
0 0 0

0 0 1 0 1 0


.
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Kapitola 5

Prutové soustavy s tuhými styčnı́ky

Začneme s představou prutu, který je v jednom uzlu vetknutý. Prut je zatı́žen:

• silou ~F a momentem ~M na volném konci;

• spojitě rozloženou (konstantnı́) silou ~q a spojitě rozloženým (konstantnı́m) momentem
~m po celé délce;

• změnou teploty ∆T .

Prut se zdeformuje a volný uzel se posune o ~u a natočı́ o ~ϕ .

5.1 Zatı́ženı́ na konci prutu

Mějme prut na jednom konci vetknutý - viz obrázek 5.1. Uzel m zatı́žı́me silou a momentem.
Prut se bude deformovat a výsledkem bude posuv ~um a natočenı́ ~ϕm bodu m.

m

n
~Fm

~Mm

~um

~ϕm

x

y

z
m

n

α1

α2

α3

Obr. 5.1: Nahoře: Prut s jednı́m volným (m) a jednı́m
vetknutým (n) uzlem. Z uzlu m působı́ na prut sı́la
~Fm a moment ~Mm. Prut se zdeformuje, což se v
uzlu m projevı́ posuvem ~um a natočenı́m ~ϕm.

Dole: Směrové úhly prutu.
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Zaved’me matici zobecněných sil z uzlu m na prut mn

F−→m
=

 ~F
~M


m

=



Fx

Fy

Fz

Mx

My

Mz


m

(5.1)

a matici zobecněných posuvů uzlu m

u−→m
=

~u
~ϕ


m

=



u

v

w

ϕx

ϕy

ϕz


m

. (5.2)

Předpokládejme, že zobecněné posuvy jsou malé. Platı́-li Hookův zákon, bude deformace
přı́mo úměrná zatı́ženı́. To vyjádřı́me vztahem

u−→m
= Bmn · F−→m

, (5.3)

kde matice B vyjadřuje poddajnost prutu. Odvozenı́ matice B ukážeme v části 5.5 na
straně 63.

5.2 Spojité zatı́ženı́ prutu

Předpokládejme, že prut je po celé své délce zatı́žen konstantnı́m spojitým zatı́ženı́m ~q

a konstantnı́m spojitým momentem ~m . Uspořádáme je do matice zobecněných spojitých

61



zatı́ženı́

q
−→mn

=

 ~q
~m


mn

=



qx

qy

qz

mx

my

mz


mn

. (5.4)

Podobně jako v minulé části – i zde za předpokladu malých deformacı́ a platnosti Hookova
zákona bude vztah mezi zatı́ženı́m a deformacı́ lineárnı́. Zobecněné deformace vyjádřı́me
zápisem.

u−→m
= Cmn · q−→mn

. (5.5)

5.3 Změna teploty

Nynı́ ovlivnı́me prut ještě změnou teploty ∆Tmn. Prut změnı́ svou délku o

∆lmn = α lmn ∆Tmn. (5.6)

Uzel m se posune proti směru vektoru−→mn o ∆l. Vektor posuvu uzlu m proto dostaneme jako
součin jednotkového vektoru -−→mn0 a hodnoty ∆lmn:

~um = −


cos(α1)

cos(α2)

cos(α3)


mn

· α lmn ∆Tmn. (5.7)

Složky natočenı́ jsou nulové, takže pro zobecněné posuvy dostaneme

u−→m
= −



cos(α1)

cos(α2)

cos(α3)

0

0

0


mn

· α lmn ∆Tmn = α−→mn
·∆Tmn, (5.8)
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kde

α−→mn
= −α lmn ·



cos(α1)

cos(α2)

cos(α3)

0

0

0


mn

. (5.9)

5.4 Výsledné zobecněné posuvy způsobené zatı́ženı́m

Na reálný prut mohou působit všechna zatı́ženı́ z předchozı́ch odstavců současně. Celkové
zobecněné deformace jsou pak součtem zobecněných deformacı́ od osamělého zatı́ženı́, spo-
jitého zatı́ženı́ a změny teploty:

u−→m
= Bmn · F−→m

+Cmn · q−→mn
+ α−→mn

·∆Tmn. (5.10)

5.5 Stanovenı́ maticeB

MaticeB přiřazuje k působı́cı́m zobecněným silám odpovı́dajı́cı́ posuvy podle vztahu

u−→m
= Bmn · F−→m

. (5.11)

Ve složkové podobě má vztah tvar1



u

v

w

ϕx

ϕy

ϕz



=



b11 b12 b13 b14 b15 b16

b21 b22 b23 b24 b25 b26

b31 b32 b33 b34 b35 b36

b41 b42 b43 b44 b45 b46

b51 b52 b53 b54 b55 b56

b61 b62 b63 b64 b65 b66



·



Fx

Fy

Fz

Mx

My

Mz



. (5.12)

Zvětšovánı́ hodnot v maticiB vede k růstu složek u−→, takže se jedná o matici poddajnosti.

1Pro jednoduchost budeme ve zbytku této kapitoly vynechávat indexy m a mn.
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Ze složkového zápisu je zřejmé, že např. člen b32 představuje přı́spěvek sı́ly Fy k veli-
kosti posuvu w, člen b25 představuje přı́spěvek momentu My k velikosti posuvu v, člen b64

představuje přı́spěvek momentu Mx k velikosti natočenı́ ϕz a podobně.

5.5.1 Lokálnı́ soustava souřadnic {ξ, η, ζ}

Výpočty provedeme v lokálnı́ soustavě souřadnic s bázı́

x

y

z

m

n

~i

~j

~k

~ξ0~η0

~ζ0

Obr. 5.2: Báze {~ξ0, ~η0, ~ζ0}
lokálnı́ soustavy souřadnic
{ξ, η, ζ}.

{~ξ0, ~η0,
~ζ0}. Osa ξ mı́řı́ ve směru prutu mn, jedná se tak

vlastně o jednotkový vektor −−→mn0. Osu η sestrojı́me jako kol-
mici k ose ξ a ose x. Osa ζ bude kolmá k ξ a η.

Platı́ tedy

~ξ0 =


cos(α1)

cos(α2)

cos(α3)

 . (5.13)

Vektor ~η0 je kolmý k vektorům ~ξ0 a ~i . Protože ale ~i a ~ξ0

obecně na sebe nejsou kolmé, zı́skáme vektor ~η0 normalizacı́
součinu~i× ~ξ0:

~η0 =
~i× ~ξ0

|~i× ~ξ0|
. (5.14)

Vektorový součin~i× ~ξ0 má tvar

~i× ~ξ0 =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

~i ~j ~k

1 0 0

cos(α1) cos(α2) cos(α3)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=


0

− cos(α3)

cos(α2)

 . (5.15)

Protože α1 je směrový úhel a platı́ α1 ∈ 〈0, π〉, platı́ také sin(α1) ≥ 0. Proto | sin(α1)| = sin(α1)

a dostaneme

|~i× ~ξ0| =
√

cos2(α3) + cos2(α2) =
√

1− cos2(α1) =

√
sin2(α1) = | sin(α1)| = sin(α). (5.16)

Vektor ~η0 má tedy tvar

~η0 =


0

−cos(α3)

sin(α1)

cos(α2)

sin(α1)


. (5.17)
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Nakonec určı́me vektor ζ0:

~ζ0 = ~ξ0 × ~η0 =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

~i ~j ~k

cos(α1) cos(α2) cos(α3)

0 −cos(α3)

sin(α1)

cos(α2)

sin(α1)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

=



cos2(α2) + cos2(α3)

sin(α1)

−cos(α1) cos(α2)

sin(α1)

−cos(α1) cos(α3)

sin(α1)


=


1− cos2(α1)

sin(α1)

−cotg(α1) cos(α2)

−cotg(α1) cos(α3)

 =


sin2(α1)

sin(α1)

−cotg(α1) cos(α2)

−cotg(α1) cos(α3)



=


sin(α1)

−cotg(α1) cos(α2)

−cotg(α1) cos(α3)

 .

5.5.2 Prvnı́ sloupec maticeB

Prvnı́ sloupeček matice B představuje tři složky posuvů a
~ζ0

~ξ0

~η0

~F x

Obr. 5.3: Sı́la ~F x má do os
lokálnı́ soustavy souřadnic
složky [Fxξ , Fxη , Fxζ ].

tři složky natočenı́ způsobené silou Fx.

Nechme na prut v uzlu m působit sı́lu ~F x = [Fx, 0, 0]T –
viz obrázek 5.3. Tato sı́la bude mı́t do os {ξ, η, ζ} složky

Fxξ = ~F x · ~ξ0 = Fx cos(α1),

Fxη = ~F x · ~η0 = 0,

Fxζ = ~F x · ~ζ0 = Fx sin(α1).

Pohled na obrázek 5.3 řı́ká, že sı́la Fxξ působı́ na prut tla-

kem. Způsobı́ tedy změnu délky prutu o
Fxξ l

ES . Konec prutu se posune ve směru osy ξ a vektor
posunutı́ tedy bude

~uFxξ =
Fxξ l

ES
· ~ξ0 =

Fx cos(α1)l

ES
·


cos(α1)

cos(α2)

cos(α3)

 . (5.18)

Natočenı́ způsobená silou Fxξ budou nulová, taže

65



~ϕFxξ
=


0

0

0

 . (5.19)

Složka Fxη způsobı́ v uzlu posuv do směru η a pootočenı́ kolem osy ζ. Protože však Fxη =

0, budou i posuv i natočenı́ rovné nule a nulové budou i odpovı́dajı́cı́ vektory:

~uFxη = 0 · ~η0 =


0

0

0

 ,

~ϕFxη = 0 · ~ζ0 =


0

0

0

 .

Složka Fxζ způsobı́ v uzlu posuv do směru ζ a pootočenı́ kolem osy η. Posuv je roven
průhybu nosnı́ku se silou na konci (jednoduchým výpočtem zjistı́me, že se to rovná Fl3

3EJo
),

zatı́mco natočenı́ odpovı́dá sklonu nosnı́ku se silou na konci (tedy Fl2

2EJo
). Dostaneme tak

~uFxζ =
Fxζ l

3

3EJo
· ~ζ0 =

Fx sin(α1)l3

3EJo
·


sin(α1)

−cotg(α1) cos(α2)

−cotg(α1) cos(α3)

 =
Fxl

3

3EJo
·


sin2(α1)

− cos(α1) cos(α2)

− cos(α1) cos(α3)

 ,

~ϕFxζ
=
Fxζ l

2

2EJo
· ~η0 =

Fx sin(α1)l2

2EJo
·


0

−cos(α3)

sin(α1)

cos(α2)

sin(α1)


=

Fxl
2

2EJo
·


0

−cos(α3)

cos(α2)

 .
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Sečteme nynı́ vektory posuvů způsobené silami Fxξ , Fxη a Fxζ :

~uFx = ~uFxξ +~uFxη +~uFxζ =
Fxl

E


cos(α1)

S
·


cos(α1)

cos(α2)

cos(α3)

+
l2

3Jo
·


sin2(α1)

− cos(α1) cos(α2)

− cos(α1) cos(α3)



 . (5.20)

Součet vektorů natočenı́ bude

~ϕFx = ~ϕFxξ
+ ~ϕFxη + ~ϕFxζ

=
Fxl

2

2EJo
·


0

−cos(α3)

cos(α2)

 . (5.21)

Protože prvnı́ sloupec matice B představujı́ posuvy a natočenı́ způsobené jednotkou silou
Fx, dostaneme

B〈1〉 =



b11

b21

b31

b41

b51

b61



=



l cos2(α1)

ES
+
l3 sin2(α1)

3EJo
l cos(α1) cos(α2)

ES
− l3 cos(α1) cos(α2)

3EJo
l cos(α1) cos(α3)

ES
− l3 cos(α1) cos(α3)

3EJo

0

− l
2 cos(α3)

2EJo
l2 cos(α2)

2EJo



. (5.22)

5.5.3 Působenı́ sil Fy a Fz

Analogickým způsobem postupujeme u sil Fy a Fz . Nejprve určı́me jejich složky do os
lokálnı́ soustavy souřadnic a pak použijeme vztahy známé ze základnı́ch kurzů Pružnosti a
pevnosti. Zı́skáme tak druhý a třetı́ sloupec maticeB.

5.5.4 Působenı́ momentů Mx, My a Mz

Vypočtěme napřı́klad pátý sloupec matice B, který představuje zobecněné posuvy
způsobené momentem ~My. Nejprve určı́me složky vektoru ~My = [0,My, 0]T do os lokálnı́
soustavy souřadnic:

Myξ = ~My · ~ξ0 = My cos(α2),

Myη = ~My · ~η0 = −My
cos(α3)

sin(α1)
, (5.23)

Myζ = ~My · ~ζ0 = −My cotg(α1) cos(α2).

67



Jak vidı́me z obrázku 5.4, moment Myξ způsobı́ zkroucenı́ prutu a tedy pootočenı́ jeho
konce kolem osy ξ o Ml

GJp
, zatı́mco jı́m způsobené posuvy budou nulové:

~Myζ

~Myξ

~Myη

~My

Obr. 5.4: Moment ~My a jeho
složky [Myξ ,Myη ,Myζ ]

~uMyξ
=


0

0

0

 , (5.24)

~ϕMyξ
=
Myξ l

GJp
· ~ξ0 =

My cos(α2)l

GJp
·


cos(α1)

cos(α2)

cos(α3)

 . (5.25)

Moment Myη způsobı́ natočenı́ kolem osy η a posuv ve směru osy ζ. Velikost natočenı́ od-
povı́dá sklonu konce vetknutého nosnı́ku s osamělým ohybovým momentem na konci a má
velikost Ml

EJo
. Posuv je roven průhybu konce vetknutého nosnı́ku s osamělým momentem na

konci. Jeho velikost je Ml2

2EJo
. Platı́ tedy

~uMyη
=
Myη l

2

2EJo
~ζ0 =

−My
cos(α3)
sin(α1) l

2

2EJo
·


sin(α1)

−cotg(α1) cos(α2)

−cotg(α1) cos(α3)



=
My l

2

2EJo
·


− cos(α1)

cos(α1) cos(α2) cos(α3)

sin2(α1)

cos(α1) cos2(α3)

sin2(α1)


(5.26)
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a

~ϕMyη
=
Myη l

EJo
~η0 =

−My
cos(α3)
sin(α1) l

EJo
·


0

−cos(α3)

sin(α1)

cos(α2)

sin(α1)



=
My l

EJo
·


0

cos2(α3)

sin2(α1)

−cos(α2) cos(α3)

sin2(α1)


. (5.27)

Moment Myζ způsobı́ natočenı́ kolem osy ζ a posuv ve směru osy η. Velikost natočenı́ je
Ml
EJo

, posuv má velikost Ml2

2EJo
:

~uMyζ
=
Myζ l

2

2EJo
· ~η0 =

−My cotg(α1) cos(α2)l2

2EJo
·


0

−cos(α3)

sin(α1)

cos(α2)

sin(α1)



=
My l

2

2EJo
·


0

cos(α1) cos(α2) cos(α3)

sin2(α1)

−cos(α1) cos2(α2)

sin2(α1)


, (5.28)

~ϕMyζ
=
Myζ l

EJo
· ~ζ0 =

−My cotg(α1) cos(α2)l

EJo
·


sin(α1)

−cotg(α1) cos(α2)

−cotg(α1) cos(α3)



=
My l

EJo
·


− cos(α1) cos(α2)

cotg2(α1) cos2(α2)

cotg2(α1) cos(α2) cos(α3)

 . (5.29)
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Sečteme jednotlivé vektory posunutı́ a dostaneme posunutı́ způsobený momentem ~My :

~uMy = ~uMyξ
+ ~uMyη

+ ~uMyζ

=


0

0

0

+
My l

2

2EJo
·


− cos(α1)

cos(α1) cos(α2) cos(α3)

sin2(α1)

cos(α1) cos2(α3)

sin2(α1)


+
My l

2

2EJo
·


0

cos(α1) cos(α2) cos(α3)

sin2(α1)

−cos(α1) cos2(α2)

sin2(α1)



=
My l

2

EJo
·


−cos(α1)

2
cos(α1) cos(α2) cos(α3)

sin2(α1)

cos(α1) cos2(α3)

sin2(α1)


.

Podobně naložı́me s vektory natočenı́:

~ϕMy
= ~ϕMyξ

+ ~ϕMyη
+ ~ϕMyζ

=
Myl

GJp
·


cos(α1) cos(α2)

cos2(α2)

cos(α2) cos(α3)

+
My l

EJo
·


− cos(α1) cos(α2)

cos2(α3)

sin2(α1)
+ cotg2(α1) cos2(α2)

−cos(α2) cos(α3)

sin2(α1)
+ cotg2(α1) cos(α2) cos(α3)


.

Pátý sloupec maticeB má tvar

B〈5〉 =



b15

b25

b35

b45

b55

b65



=



− l2

EJo

cos(α1)

2
l2

EJo

cos(α1) cos(α2) cos(α3)

sin2(α1)

l2

EJo

cos(α1) cos2(α3)

sin2(α1)

l

GJp
cos(α1) cos(α2)− l

EJo
cos(α1) cos(α2)

l

GJp
cos2(α2) +

l

EJo

(
cos2(α3)

sin2(α1)
+ cotg2(α1) cos2(α2)

)
l

GJp
cos(α2) cos(α3) +

l

EJo

(
cotg2(α1) cos(α2) cos(α3)− cos(α2) cos(α3)

sin2(α1)

)



.
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5.5.5 Výsledný tvar maticeB

Jak jsme ukázali výše, můžeme po jednotlivých sloupcı́ch odvodit celou maticiB.

Výsledný tvar matice B nenı́ zdaleka tak nepřehledný, jak by se mohlo z předcházejı́cı́ch
odstavců zdát. Zaved’me nejprve matice

S1 =


sin2(α1) − cos(α1) cos(α2) − cos(α1) cos(α3)

− cos(α2) cos(α1) sin2(α2) − cos(α2) cos(α3)

− cos(α3) cos(α1) − cos(α3) cos(α2) sin2(α3)

 , (5.30)

S2 =


cos2(α1) cos(α1) cos(α2) cos(α1) cos(α3)

cos(α1) cos(α2) cos2(α2) cos(α2) cos(α3)

cos(α3) cos(α1) cos(α3) cos(α2) cos2(α3)

 , (5.31)

S3 =


0 − cos(α3) cos(α2)

cos(α3) 0 − cos(α1)

− cos(α2) cos(α1) 0

 . (5.32)

S jejich užitı́m můžeme maticiB stručně a přehledně vyjádřit ve tvaru

B =


l3

3EJo
· S1 +

l

ES
· S2

l2

2EJo
· S3

l2

2EJo
· ST

3

l

EJo
· S1 +

l

GJp
· S2

 . (5.33)

S ohledem na to, že matice S1 a S2 jsou symetrické snadno nahlédneme, že i matice B je
symetrická.

5.5.6 Vliv posouvajı́cı́ch sil

Při odvozenı́ matice B jsme předpokládali, že je prut štı́hlý. Mohli jsme tak použı́t vztahy
pro štı́hlé nosnı́ky, které známe ze základnı́ch kurzů pružnosti a pevnosti. Pokud prut štı́hlý
nebude, projevı́ se na jeho deformacı́ch i zkos, který je způsobený smykovým napětı́m a
souvisı́ tedy s posouvajı́cı́ silou. Vzhledem k tomu, že tato problematika je poměrně složitá,
v základu PP se nepřednášı́.
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Vezmeme-li zkos v úvahu, dostaneme maticiB v poněkud jiné podobě:

B =


(

l3

3EJo
+ Φ

l

GS

)
· S1 +

l

ES
· S2

l2

2EJo
· S3

l2

2EJo
· ST

3

l

EJo
· S1 +

l

GJp
· S2

 , (5.34)

kde Φ je takzvaný Žuravského koeficient. Tento součinitel zohledňuje fakt, že smykové napětı́
nenı́ po ploše řezu nosnı́kem rozloženo rovnoměrně. Odvozenı́ Žuravského součinitele je
nad rámec toho textu.

Je zřejmé, že maticeB zůstává i s přihlédnutı́m k vlivu smykových napětı́ stále symetrická.

5.6 Stanovenı́ matice C

Ke stanovenı́ matice C se použije postup analogický tomu, který jsme použili pro nalezenı́
maticeB. Matice C je podobně jako maticeB symetrická.

C =


l4

8EJo
· S1 +

l2

2ES
· S2

l3

6EJo
· ST

3

l3

6EJo
· S3

l2

2EJo
· S1 +

l2

2GJp
· S2

 . (5.35)

S uvažovánı́m zkosů způsobených smykovými napětı́mi pak platı́

C =


(

l4

8EJo
+ Φ

l2

2GS

)
· S1 +

l2

2ES
· S2

l3

6EJo
· ST

3

l3

6EJo
· S3

l2

2EJo
· S1 +

l2

2GJp
· S2

 . (5.36)

5.7 Zobecněné posuvy způsobené druhým uzlem

Ve skutečných prutových soustavách nenı́ uzel n obvykle vetknutý. Bývá to styčnı́k, kterým
jsou připojené dalšı́ pruty. To znamená, že uzel n má nějaké vlastnı́ zobecněné posuvy u−→n

.
Tyto zobecněné posuvy se projevı́ i na druhém konci prutu. Předpokládejme, že tento vliv
můžeme linearizovat (neboli složky zobecněných posuvů uzlu n jsou malé), takže můžeme
zapsat

u−→m
= T (u)

n→m · u−→n
. (5.37)

Matici T (u)
n→m nazveme transformačnı́ matice posuvů.
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5.7.1 Transformačnı́ matice posuvů T (u)

Zapišme si vztah (5.37) ve složkách. Dostaneme

u

v

w

ϕx

ϕy

ϕz


m

=



t11 t12 t13 t14 t15 t16

t21 t22 t23 t24 t25 t26

t31 t32 t33 t34 t35 t36

t41 t42 t43 t44 t45 t46

t51 t52 t53 t54 t55 t56

t61 t62 t63 t64 t65 t66


mn

·



u

v

w

ϕx

ϕy

ϕz


n

.

Např. t11 je tedy posuv uzlu m do směru x způsobený x-ovým posuvem v uzlu n; t34 je
posuv uzlu m do směru z způsobený x-ovým pootočenı́m v uzlu n; t56 je pootočenı́ uzlu m

kolem osy y způsobené z-ovým pootočenı́m v uzlu n atd.

Představme si nejprve, že platı́

x

y

z

m

n
~un ~ϕnx

~wn
~ϕnz

~vn

~ϕny

~um ~ϕmx
~wm

~ϕmz

~vm

~ϕmy

lx

lz

ly

Obr. 5.5: Transformačnı́ matice posuvů
T (u)

n→m transformuje zobecněné posuvy z
uzlu n do uzlu m.

un = 1, ϕnx = 0,

vn = 0, ϕny = 0,

wn = 0, ϕnz = 0,

(5.38)

což odpovı́dá tomu, že se uzel n pouze posune
ve směru osy x. Je evidentnı́, že tento posuv se
projevı́ stejným posuvem uzlu m:

um = 1 · un, ϕmx = 0,

vm = 0, ϕmz = 0,

wm = 0, ϕmz = 0.

(5.39)

Prvnı́ sloupec transformačnı́ matice posuvů má
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proto tvar

T (u)〈1〉 =



t11

t21

t31

t41

t51

t61



=



1

0

0

0

0

0



. (5.40)

Podobnými úvahami zjistı́me, že ve druhém sloupci matice T (u) se bude jednička nacházet
ve druhém řádku a ve třetı́m sloupci bude jednička v řádku čı́slo tři. Zı́skali jsme tak celou
levou polovinu matice:



t11 t12 t13

t21 t22 t23

t31 t32 t33

t41 t42 t43

t51 t52 t53

t61 t62 t63



=



1 0 0

0 1 0

0 0 1

0 0 0

0 0 0

0 0 0



. (5.41)

Představme si nynı́, že se uzel n (a celý prut s nı́m) pootočı́ o ϕnx . Uzel m se pootočı́ o
stejný úhel kolem téže osy (x), zatı́mco pootočenı́ kolem zbývajı́cı́ch os bude nulové. Uzel m

se také posune se v rovině yz, zatı́mco jeho x-ový posuv bude roven nule.

Podobné úvahy můžeme zopakovat pro pootočenı́ ϕny a ϕnz . Vyplývá z nich, že pravý
dolnı́ roh transformačnı́ matice posuvů bude obsahovat jedničky na diagonále a nuly mimo
diagonálu 

t44 t45 t46

t54 t55 t56

t64 t65 t66

 =


1 0 0

0 1 0

0 0 1

 (5.42)

a pravý hornı́ roh obsahuje na diagonále nuly

t14 = t25 = t36 = 0. (5.43)
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Pohled na přı́pad a) z obrázku 5.6 napovı́, že pootočenı́ ϕnx způsobı́ posuv ve směru y o
lzϕnx a posuv ve směru z o −lyϕnx .

Z pohledu b) stanovı́me, že pootočenı́m o ϕny dostaneme posuv ve směru x o −lzϕny a
posuv ve směru z o lxϕny .

Pootočenı́ ϕnz (viz průmět c) v obrázku 5.6) způsobı́ posuv ve směru y o −lxϕnz a posuv
ve směru x o lyϕnz .

Můžeme tak sestavit celou matici transformace posuvů ve tvaru

T (u)
n→m =



1 0 0 0 −lz +ly

0 1 0 +lz 0 −lx

0 0 1 −ly +lx 0

0 0 0 1 0 0

0 0 0 0 1 0

0 0 0 0 0 1



. (5.44)

x

y

z

m

n
~ϕnx

~ϕnz

~ϕny

~um
~wm

~vm
lx

lz

ly

a)

ϕnx

z

y

m

n

lz

ly

b)

ϕny

x

z

m

n

lx

lz

c)

ϕnz

x

y

m

n

lx

ly

Obr. 5.6: Prut mn trans-
formujı́cı́ jednotlivé složky
natočenı́ uzlu n na složky
posuvů uzlu m. Přı́pady a)
až c) představujı́ průměty do
rovin yz, zx a xy.
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5.8 Zobecněné posuvy uzlu m

Uzel m změnı́ svou polohu v důsledku deformace prutu (za nı́ž zodpovı́dajı́ zatı́ženı́ prutu
F−→m

, q
−→m

a ∆Tm a maticeBmn, Cmn a α−→mn
).

Kromě toho se v uzlu m projevı́ i transformované posuvy uzlu n v podobě vztahu
T

(u)
n→m · u−→n

. Všechny tyto vlivy je nutné sečı́st – dostáváme tak kompletnı́ vztah pro zo-
becněné posuvy uzlu m:

u−→m
= Bmn · F−→m

+Cmn · q−→mn
+ α−→mn

·∆Tmn + T (u)
n→m · u−→n

. (5.45)

5.9 Rovnice rovnováhy uzlu m

Ze vztahu (5.45) vyjádřı́me zobecněné sı́ly F−→m
:

m n1

n2

n3
n4

n5

Obr. 5.7: Uzel m s pěti
sousedy.

F−→m
= B−1

mn·
(
u−→m
−Cmn · q−→mn

− α−→mn
·∆Tmn − T (u)

n→m · u−→n

)
.

(5.46)
Jsou to zobecněné sı́ly, kterými uzel m působı́ na prut. Z prutu
na uzel působı́ (podle zákona akce a reakce) stejně velké sı́ly
opačného směru.

Protože uzel m je zpravidla spojem z několika dalšı́mi sou-
sedy (viz obrázek 5.7), označı́me počet jeho sousedů sm. Sou-
sednı́ uzly pak označı́me n1, n2, . . . , nsm . Součet všech sil z
prutů na uzel spolu s vnějšı́ silou na uzel musı́ pro rovnováhu
dát nulu:

F−→
ext

m
−

sm∑
i=1

[
B−1
mni ·

(
u−→m
−Cmni · q−→mni

− α−→mni
·∆Tmni − T (u)

ni→m · u−→ni

)]
= 0−→.

Všechny členy obsahujı́cı́ posuvy necháme na levé straně rovnice, ostatnı́ členy převedeme
doprava(

sm∑
i=1

B−1
mni

)
· u−→m

−
sm∑
i=1

[
B−1
mni
· T (u)

ni→m · u−→ni

]
=

sm∑
i=1

[
B−1
mni
·
(
Cmni

· q
−→mni

+ α−→mni
·∆Tmni

)]
+ F−→

ext

m

(5.47)

Zı́skali jsme tak zcela obecnou rovnici rovnováhy uzlu m.
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# Přı́klad – prutová soustava se čtyřmi pruty (bez použitı́ tuhostnı́ch matic)

Na obrázku 5.8 je prutová soustava. Určı́me posuvy jejı́ch uzlů. Budeme předpokládat, že známe
souřadnice všech uzlů, všechna zatı́ženı́, materiálové konstanty a průřezové charakteristiky všech
prutů. Zapı́šeme pak pro každý uzel rovnici rovnováhy podle vztahu (5.47).

Nejprve zavedeme zobecněná zatı́ženı́

F−→4
=

 ~F 4

~M4


a

q
−→23

=

 ~q23
~m23


Uzel č. 1

Tabulka shrnuje informace o uzlu č. 1 – tj. zatı́ženı́ uzlu, počet jeho sousedů a zatı́ženı́ přilehlých
prutů.

Uzel m = 1

Zatı́ženı́ uzlu

~F
ext

1 = ~0, ~M
ext

1 = ~0

Sousedi uzlu

s1 = 1, ni = {2}

Pruty

Veličina 12

~q ~0

~m ~0

∆T 0

1

2

3

4

∆T34

~F4

~M4

~m23

~q23
Obr. 5.8: Prutová soustava je tvořena čtyřmi styčnı́ky
a čtyřmi pruty. Styčnı́k č. 1 je vetknutý, na styčnı́k č. 4
působı́ sı́la a moment. Prut 34 je ohřátý o ∆T a na prut
23 působı́ spojitě rozložená sı́la a spojitě rozložený mo-
ment. (Vektory ~m23 a ~q23 samozřejmě nejsou kolmé k
prutu 23.)
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Rovnice (5.47) bude mı́t tvar

B−112 · u−→1
−B−112 · T

(u)
2→1 · u−→2

= 0−→. (5.48)

Uzel č. 2

Tabulka shrnuje informace o uzlu č. 2 – tj. zatı́ženı́ uzlu, počet jeho sousedů a zatı́ženı́ přilehlých
prutů.

Uzel m = 2

Zatı́ženı́ uzlu

~F
ext

2 = ~0, ~M
ext

2 = ~0

Sousedi uzlu

s2 = 3, ni = {1, 3, 4}

Pruty

Veličina 21 23 24

~q ~0 ~q23 ~0

~m ~0 ~m23
~0

∆T 0 0 0

Rovnice (5.47) bude mı́t tvar(
B−1

21 +B−1
23 +B−1

24

)
· u−→2

−
(
B−1

21 · T
(u)
1→2 · u−→1

+B−1
23 · T

(u)
3→2 · u−→3

+B−1
24 · T

(u)
4→2 · u−→4

)
= B−1

23 ·C23 · q−→23
.

(5.49)

Uzel č. 3

Tabulka shrnuje informace o uzlu č. 3 – tj. zatı́ženı́ uzlu, počet jeho sousedů a zatı́ženı́ přilehlých
prutů.
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Uzel m = 3

Zatı́ženı́ uzlu

~F
ext

3 = ~0, ~M
ext

3 = ~0

Sousedi uzlu

s3 = 2, ni = {2, 4}

Pruty

Veličina 32 34

~q ~q23 ~0

~m ~m23
~0

∆T 0 ∆T34

Rovnice (5.47) bude mı́t tvar(
B−132 +B−134

)
· u−→3

−
(
B−132 · T

(u)
2→3 · u−→2

+B−134 · T
(u)
4→3 · u−→4

)
= B−132 ·C32 · q−→23

+B−134 · α−→34
·∆T34.

(5.50)

Uzel č. 4

Tabulka shrnuje informace o uzlu č. 4 – tj. zatı́ženı́ uzlu, počet jeho sousedů a zatı́ženı́ přilehlých
prutů.

Uzel m = 4

Zatı́ženı́ uzlu

~F
ext

4 = ~F 4, ~M
ext

4 = ~M4

Sousedi uzlu

s4 = 2, ni = {2, 3}

Pruty

Veličina 42 43

~q ~0 ~0

~m ~0 ~0

∆T 0 ∆T34

Rovnice (5.47) bude mı́t tvar(
B−142 +B−143

)
· u−→4

−
(
B−142 · T

(u)
2→4 · u−→2

+B−143 · T
(u)
3→4 · u−→3

)
= B−143 · α−→43

·∆T34 + F−→4
. (5.51)
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Rovnice (5.48) až (5.51) uspořádáme do soustavy



B−1
12 −B−1

12 · T
(u)
2→1 0 0

−B−1
21 · T

(u)
1→2

(
B−1

21 +B−1
23 +B−1

24

)
−B−1

23 · T
(u)
3→2 −B−1

24 · T
(u)
4→2

0 −B−1
32 · T

(u)
2→3

(
B−1

32 +B−1
34

)
−B−1

34 · T
(u)
4→3

0 −B−1
42 · T

(u)
2→4 −B−1

43 · T
(u)
3→4

(
B−1

42 +B−1
43

)


·



u−→1

u−→2

u−→3

u−→4


=



0−→
B−1

23 ·C23 · q−→23

B−1
32 ·C32 · q−→23

+B−1
34 · α−→34

·∆T34

B−1
43 · α−→43

·∆T34 + F−→4


.

Modifikace

Vetknutı́ uzlu č. 1 odpovı́dá tomu, že prvnı́ch šest neznámých bude rovno nule. To se v soustavě
projevı́ tı́m, že namı́sto maticeB−112 na diagonále bude jednotková matice I a součiny −B−112 ·T

u
2→1 z

prvnı́ho blokového řádku a sloupce budou nahrazeny nulovými maticemi.
Modifikovaná soustava rovnic má tady tvar.

I 0 0 0

0
(
B−121 +B−123 +B−124

)
−B−123 · T

(u)
3→2 −B−124 · T

(u)
4→2

0 −B−132 · T
(u)
2→3

(
B−132 +B−134

)
−B−134 · T

(u)
4→3

0 −B−142 · T
(u)
2→4 −B−143 · T

(u)
3→4

(
B−142 +B−143

)


·



u−→1

u−→2

u−→3

u−→4


=



0−→
B−123 ·C23 · q−→23

B−132 ·C32 · q−→23
+B−134 · α−→34

·∆T34

B−143 · α−→43
·∆T34 + F−→4


.

�
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5.10 Tuhostnı́ matice prutu

Sestavenı́ rovnic rovnováhy výše uvedeným způsobem je možné, nenı́ ale praktické. Pro
každý prut mn totiž musı́me znát jeho matici B−1

mn ale též jeho matici B−1
nm. Stejně musı́me

určit matici T (u)
m→n i matici T (u)

n→m. Každý prut se tak vlastně zpracovává dvakrát. Poprvé,
když sestavujeme rovnici rovnováhy jednoho jeho uzlu, podruhé při sestavovánı́ rovnice
rovnováhy druhého uzlu.

Je proto praktičtějšı́ (a při výpočtech rychlejšı́) sestavit tuhostnı́ matici prutu a matici sou-
stavy sestavovat z jednotlivých tuhostnı́ch matic prutů, jak jsme se to naučili v kapitole 2.7.

Nejprve si zavedeme pojem transformačnı́ matice sil.

5.10.1 Transformačnı́ matice sil T (F )

Předpokládejme, že z uzlu m působı́ na prut zobecněná sı́la F−→m
. Stanovı́me, jaké zobecněné

sı́ly působı́ na druhém konci prutu – z prutu na uzel n.

Zaved’me lineárnı́ vztah mezi silami v uzlech

F−→n
= T (F )

m→n · F−→m
. (5.52)

Matici T (F )
m→n nazveme transformačnı́ maticı́ sil z uzlu m do uzlu n. Poslednı́ vztah zapı́šeme

x

y

z

m

n

~Fmx ~Mmx
~Fmz

~Mmz

~Fmy

~Mmy

lx

lz

ly

Obr. 5.9: Transformačnı́ matice sil T (F )
m→n transfor-

muje zobecněné sı́ly z uzlu m do uzlu n.
Vstupem jsou sı́ly z uzlu m na prut mn, výstupem
sı́ly z prutu mn na uzel n.
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ve složkách. 

Fx

Fy

Fz

Mx

My

Mz


n

=



t11 t12 t13 t14 t15 t16

t21 t22 t23 t24 t25 t26

t31 t32 t33 t34 t35 t36

t41 t42 t43 t44 t45 t46

t51 t52 t53 t54 t55 t56

t61 t62 t63 t64 t65 t66



·



Fx

Fy

Fz

Mx

My

Mz


m

. (5.53)

Vidı́me, že napřı́klad t11 je sı́la na uzel n do směru x způsobená x-ovou silou z uzlu m; t21 je
sı́la na uzel n do směru y způsobená x-ovou silou z uzlu m; t56 je moment na uzel n kolem
osy y způsobený z-ovým momentem z uzlu m atd.

Je zřejmé, že působı́-li v uzlu m sı́la Fx, musı́ ve druhém uzlu být reakce −Fx. Reakce je
sı́la z uzlu na prut, sı́la z prutu na uzel je +Fx. Sı́la se tedy přenášı́ beze změny. Stejná úvaha
platı́ i pro zbývajı́cı́ dvě složky sı́ly. To znamená, že prvnı́ tři diagonálnı́ členy matice T (F )

m→n
jsou rovny jedné:

t11 = t22 = t33 = 1. (5.54)

Sı́la Fmx nevyvolá žádné silové reakce do směrů y a z, podobně jako Fmy nevyvolá žádné
silové reakce do směrů x a z a Fmz nevyvolá žádné silové reakce do směrů x a y. Levý hornı́
roh matice T (F )

m→n má tedy tvar
t11 t12 t13

t21 t22 t23

t31 t32 t33

 =


1 0 0

0 1 0

0 0 1

 . (5.55)

Vektor monentu Mmx způsobı́ stejný moment na druhém konci prutu, zatı́mco sı́ly v uzlu
n budou nulové. Platı́ tedy

Fnx = 0 ·Mmx ,

Fny = 0 ·Mmx ,

Fnz = 0 ·Mmx ,

Mnx = 1 ·Mmx ,

Mny = 0 ·Mmx ,

Mnz = 0 ·Mmx .

Analogické úvahy platı́ pro momenty Mmy a Mmz . Dostaneme tak čtvrtý, pátý a šestý
sloupec matice T (F )

m→n
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

t14 t15 t16

t24 t25 t26

t34 t35 t36

t44 t45 t46

t54 t55 t56

t64 t65 t66



=



0 0 0

0 0 0

0 0 0

1 0 0

0 1 0

0 0 1



. (5.56)

Nakresleme si pohled do roviny yz proti směru sı́ly Fmx -
y

z
lz

ly

m ~Fmx

n

Mny

Mnz

Obr. 5.10: Sı́la Fmx mı́řı́ z
nákresny směrem k pozorova-
teli. Tato sı́la způsobı́ v uzlu n

momenty okolo os y′ resp y a
z′ resp. z. S ohledem na směry
os platı́ Mny = −Fmx

· lz a
Mnz = Fmx

· ly . Protože je sı́la
Fx rovnoběžná s osou x, platı́
Mmx = 0.

viz obrázek 5.10. Je zřejmé, že sı́la Fmx mı́řı́cı́ k pozorovateli
způsobı́ v uzlu n nenulové momenty Mny a Mnz , zatı́mco
moment Mxn bude nulový.

Dostáváme vztahy

Mnx = 0,

Mny = −Fmx · lz,
Mnz = +Fmx · ly

a tedy 
t41

t51

t61

 =


.0

−lz

+ly

 . (5.57)

Analogicky stanovı́me velikosti momentů způsobené silou
Fmy – viz obrázek 5.11.

Dostaneme vztahy 
t42

t52

t62

 =


+lz

0

−lx

 . (5.58)
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Stejně bychom postupovali i se silou Fmz a dostali bychom
t43

t53

t63

 =


−ly

+lx

0

 . (5.59)

Kombinacı́ vztahů (5.55) až (5.59) dostaneme trans-

z

x
lx

lz

m
~Fmy

n

Mnz

Mnx

Obr. 5.11: Sı́la Fmy
mı́řı́ z

nákresny směrem k pozoro-
vateli. Platı́ Mnx = Fmy · lz ,
Mnz = −Fmy · lx a Mmy = 0.

formačnı́ matici sil T (F )
m→n ve tvaru

T (F )
m→n =



1 0 0 0 0 0

0 1 0 0 0 0

0 0 1 0 0 0

0 +lz −ly 1 0 0

−lz 0 +lx 0 1 0

+ly −lx 0 0 0 1



. (5.60)

Srovnánı́m se vztahem (5.44) pro transformačnı́ matici po-
suvů T (u)

n→m shledáme, že platı́

T (F )
m→n =

(
T (u)
n→m

)T
. (5.61)

5.10.2 Sestavenı́ tuhostnı́ matice prutu

Zaved’me označenı́ F−→
n

m
pro zobecněné sı́ly z uzlu m na prut, které jsou způsobeny zo-

becněnými posuvy uzlu n.

Vrátı́me se k rovnici (5.46). Protože se ted’ budeme zabývat pouze silami, které jsou
způsobené posuvy, tak členy obsahujı́cı́ zobecněná zatı́ženı́ (sı́ly, spojitá zatı́ženı́ a ∆T ) vy-
pustı́me:

F−→m
= B−1

mn ·
(
u−→m
− T (u)

n→m · u−→n

)
. (5.62)

neboli
F−→m

= B−1
mn · u−→m︸ ︷︷ ︸
Fmm

−B−1
mn · T (u)

n→m · u−→n︸ ︷︷ ︸
Fnm

. (5.63)

Tedy

Fmm = B−1
mn · u−→m

,

(5.64)
Fnm = −B−1

mn · T (u)
n→m · u−→n

.
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Podobně můžeme zapsat sı́lu na uzel n:

F−→n
= F−→

n

n
+ F−→

m

n
. (5.65)

Sı́ly F−→m
s použitı́m transformačnı́ matice sil T (F )

m→n transformujeme do uzlu n. Trans-
formačnı́ matice tak, jak jsme ji odvodili, nám dá sı́ly z prutu na uzel. Nás však zajı́majı́
sı́ly z uzlu na prut, proto je nutné připojit ještě znaménko mı́nus:

F−→n
= −T (F )

m→n · F−→m
= −T (F )

m→n ·
(
B−1
mn · u−→m

−B−1
mn · T (u)

n→m · u−→n

)
. (5.66)

Pro sı́lu F−→
m

n
tak můžeme napsat

F−→
m

n
= −T (F )

m→n ·B−1
mn · u−→m

(5.67)

a pro sı́lu F−→
n

n

F−→
n

n
= T (F )

m→n ·B−1
mn · T (u)

n→m · u−→n
. (5.68)

Nynı́ můžeme zapsat maticově
F−→m

F−→n

 =


B−1
mn −B−1

mn · T
(u)
n→m

−T (F )
m→n ·B−1

mn T
(F )
m→n ·B−1

mn · T
(u)
n→m

 ·

u−→m

u−→n

 . (5.69)

Matici

Kmn =


B−1
mn −B−1

mn · T
(u)
n→m

−T (F )
m→n ·B−1

mn T
(F )
m→n ·B−1

mn · T
(u)
n→m

 (5.70)

nazýváme tuhostı́ maticı́ prutu mn.

5.10.3 Symetrie tuhostnı́ matice prutu

Podı́vejme se na pravý hornı́ blok tuhostnı́ matice prutu, tj. na člen −B−1
mn · T

(u)
n→m. Protože

matice Bmn je symetrická, bude symetrická i jejı́ inverze B−1
mn. Ukázali jsme také, že platı́

T
(F )
m→n =

(
T

(u)
n→m

)T
. Můžeme proto psát

−B−1
mn · T (u)

n→m = −
(
B−1
mn

)T · (T (F )
m→n

)T
=
(
−T (F )

m→n ·B−1
mn

)T
. (5.71)

Pravý hornı́ blok je tedy transpozicı́ levého dolnı́ho rohu.

Pravý dolnı́ blok je tvořen symetrickou maticı́ B−1
mn, která je zprava násobena T (u)

n→m a

zleva maticı́ T (F )
m→n neboli (s ohledem na (5.61))

(
T

(u)
n→m

)T
. Výsledek je symetrický.

Z uvedených poznatků je zřejmé, že tuhostnı́ matice prutu je symetrická.
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# Přı́klad – prutová soustava se čtyřmi pruty (s použitı́m tuhostnı́ch matic)

Podı́váme se znovu na prutovou soustavu, která je znázorněná na obrázku 5.8 na straně 77.
Definice (5.70) nám umožnı́ stanovit tuhostnı́ matice všech čtyř prutů K12, K23, K34 a K42. Cel-

ková tuhostnı́ matice soustavy bude mı́t čtyři blokové řádky a čtyři blokové sloupce. Podle pravidel
pro umist’ovánı́ bloků tuhostnı́ch matic prvků zı́skáme celkovou tuhostnı́ maticiKc.

Zapišme si nejprve blokovou strukturu tuhostnı́ch matic prvků. Blokové rozměry jsou [2× 2], jed-
notlivé bloky představujı́ sı́lu v uzlu (R−→), způsobenou posuvy (u−→). Napřı́klad sı́lu v uzlu čı́slo 3
způsobenou posuvy uzlu 1 můžeme symbolicky zapsat takto: ”R−→3

//u−→1
“.

K12 =

k121,1
k121,2

k122,1
k122,2

 =

”R−→1
//u−→1

“ ”R−→1
//u−→2

“

”R−→2
//u−→1

“ ”R−→2
//u−→2

“

 K23 =

k231,1
k231,2

k232,1
k232,2

 =

”R−→2
//u−→2

“ ”R−→2
//u−→3

“

”R−→3
//u−→2

“ ”R−→3
//u−→3

“



K34 =

k341,1
k341,2

k342,1
k342,2

 =

”R−→3
//u−→3

“ ”R−→3
//u−→4

“

”R−→4
//u−→3

“ ”R−→4
//u−→4

“

 K42 =

k421,1
k421,2

k422,1
k422,2

 =

”R−→4
//u−→4

“ ”R−→4
//u−→2

“

”R−→2
//u−→4

“ ”R−→2
//u−→2

“


Celková tuhostnı́ matice má v blocı́ch symbolicky zapsaný tvar

Kc =



”R−→1
//u−→1

“ ”R−→1
//u−→2

“ ”R−→1
//u−→3

“ ”R−→1
//u−→4

“

”R−→2
//u−→1

“ ”R−→2
//u−→2

“ ”R−→2
//u−→3

“ ”R−→2
//u−→4

“

”R−→3
//u−→1

“ ”R−→3
//u−→2

“ ”R−→3
//u−→3

“ ”R−→3
//u−→4

“

”R−→4
//u−→1

“ ”R−→4
//u−→2

“ ”R−→4
//u−→3

“ ”R−→4
//u−→4

“


a proto platı́

Kc =



k121,1 k121,2 0 0

k122,1

(
k122,2 + k231,1 + k422,2

)
k231,2 k422,1

0 k232,1

(
k232,2 + k341,1

)
k341,2

0 k421,2 k342,1

(
k342,2 + k421,1

)


.

�
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5.11 Vazby

Odebránı́ stupně volnosti uzlu bylo diskutováno v kapitole 2.10.1 na straně 48. Postup u
prutové soustavy je shodný. Kromě posuvů můžeme odebı́rat i natočenı́.

V následujı́cı́ch odstavcı́ch se podáváme na dalšı́ typy vazeb.

5.11.1 Pružina ze styčnı́ku k rámu

Situaci, kdy je uzel spojem s rámem pomocı́ pružiny,

x

y

z
m

α1

α2

α3

Obr. 5.12: Pružina ze styčnı́ku
k rámu.

znázorňuje obrázek 5.12. Změna délky pružiny je dána
průměty složek posuvu do směru pružiny, tj.

∆l = u cos(α1) + v cos(α2) + w cos(α3), (5.72)

sı́la v pružině má velikost

F = k (u cos(α1) + v cos(α2) + w cos(α3)) , (5.73)

kde k je tuhost pružiny. Sı́la působı́ proti směru posuvů a
jejı́ složky do směrů os tedy jsou

Fx = −k cos(α1) (u cos(α1) + v cos(α2) + w cos(α3)) ,

Fy = −k cos(α2) (u cos(α1) + v cos(α2) + w cos(α3)) , (5.74)

Fz = −k cos(α3) (u cos(α1) + v cos(α2) + w cos(α3)) .

Poslednı́ tři vztahy zapı́šeme maticově
Fx

Fy

Fz

 = k ·


cos2(α1) cos(α1) cos(α2) cos(α1) cos(α3)

cos(α2) cos(α1) cos2(α2) cos(α2) cos(α3)

cos(α3) cos(α1) cos(α3) cos(α2) cos2(α3)

 ·

u

v

w

 . (5.75)

Matice

κ = k ·


cos2(α1) cos(α1) cos(α2) cos(α1) cos(α3)

cos(α2) cos(α1) cos2(α2) cos(α2) cos(α3)

cos(α3) cos(α1) cos(α3) cos(α2) cos2(α3)

 = k · S2 (5.76)

vyjadřuje vlastnosti pružiny – sı́ly na uzel m, způsobené posuvy uzlu m (matici S2 jsme za-
vedli vztahem (5.31)). V celkové tuhostnı́ matici vyhledáme blok Kcm,m a matici κ přičteme
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k jeho levému hornı́mu rohu – viz. obrázek 5.13.

5.11.2 Pružina mezi styčnı́ky

Jsou-li dva styčnı́ky spojené pružinou, jedná se vlastně o zvláštnı́ přı́pad prutu. Tuhostnı́
matici takového prutu/pružiny sestavı́me s použitı́m matice κ z minulého odstavce. Pokud
v uzlu m působı́ vektor sı́ly ~F , bude v uzlu n působit vektor sı́ly −~F . Sudé řádky budou
nulové, protože pružina nezpůsobuje žádné momenty. Tuhostnı́ matice má tvar

K
pruž.
mn =



κ 0 −κ 0

0 0 0 0

−κ 0 κ 0

0 0 0 0


. (5.77)

a nakládáme s nı́ stejně, jako s tuhostnı́ maticı́ jakéhokoli jiného prutu.

5.11.3 Prut s kloubovými styčnı́ky

Prut s kloubovými styčnı́ky můžeme považovat za pružinu s tuhostı́

k =
E S

l
. (5.78)

1 2 3 . . . m

1

2

3

...

m
Obr. 5.13: Matice κ vyjadřuje vztah mezi posuvy uzlu m a
silami v uzlu m. V celkové tuhostnı́ matici ji proto budeme
přičı́tat k levému hornı́mu rohu blokuKcm,m

.
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Tuhostnı́ matice takového prutu má tvar

Kmn =



κ 0 −κ 0

0 0 0 0

−κ 0 κ 0

0 0 0 0


=
E S

l
·



S2 0 −S2 0

0 0 0 0

−S2 0 S2 0

0 0 0 0


. (5.79)

5.11.4 Styčnı́k spojený prutem s rámem

Je-li styčnı́k spojen s rámem pomocı́ prutu (viz obr. 5.14), určı́me

m

Obr. 5.14: Styčnı́k m je
spojen s rámem pomocı́
prutu.

pro tento prut jeho matici B. Jak vı́me ze vztahu (5.11), matice
B k zobecněným silám ze styčnı́ku na prut přiřazuje odpovı́dajı́cı́
zobecněné posuvy styčnı́ku. Pro sı́ly ze styčnı́ku na prut platı́ tedy
vztah

F−→m
= B−1 · u−→m

, (5.80)

zatı́mco sı́ly z prutu na styčnı́k jsou podle zákona akce a reakce
stejně velké, avšak opačného směru. Matice κ, kterou budeme
přičı́tat k blokuKcm,m celkové tuhostnı́ matice bude proto

κ = −B−1. (5.81)

5.12 Prutová soustava s kloubovými styčnı́ky

Obsahuje-li prutová soustava pouze kloubové styčnı́ky, můžeme sestavit celkovou tuhostnı́
matici z tuhostnı́ch matic prutů podle vztahu (5.79). V takovém přı́padě bude však každý
sudý blokový řádek a sloupec celkové tuhostnı́ matice nulový a řešit natočenı́ styčnı́ků nemá
smysl.

Pro prutovou soustavu s kloubovými styčnı́ky se redukuje počet stupňů volnosti každého
uzlu na tři složky posuvu. Tuhostnı́ matice prutů budou mı́t tvar

Kmn =

 κ −κ

−κ κ

 =
E S

l
·

 S2 −S2

−S2 S2

 . (5.82)

5.13 Shrnutı́

Odvozené vztahy umožňujı́ sestavit prutovou soustavu (pro pruty s kruhovým nebo mezi-
kruhovým průřezem) s tuhými i kloubovými styčnı́ky, které je možné libovolně kombinovat.
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