ModelovAani

Z.aklady metody kone¢nych prvku

Tomas Hrus



Technicka univerzita v Liberci

Fakulta strojni Katedra mechaniky, pruznosti a pevnosti

ModelovAani

Zaklady metody kone¢nych prvka

Tomas Hrus$



Uvod

Skripta Modelovini - zdklady metody konecnyich prokii mohou, jak doufam, poslouZit nejen stu-
dentiim bakaldfského programu na Strojni fakulté TUL. Pokusil jsem se zde vyloZit hlavni
myslenky, na kterych je metoda koneénych prvkt postavena. A pokusil jsem se to udélat
zptisobem, ktery by byl co nejlépe pfistupny studentiim strojafiny. Je pravdépodobné, Ze
nékterym ¢tendftim se budou nékterd odvozeni zdat zbyte¢né rozvlacna. Pro né bude jisté
hrackou preskocit kroky, které jsou jim ziejmé. Véfim vsak, Ze pro studenty, ktefi se te-
prve neddvno sezndmili s maticovym poctem, mhZe rozvedeni nékterych krokh byt vic nez
uZitecné.

V prvni kapitole skript jsou zopakovany nékteré pojmy ze zakladni pruznosti a pevnosti
a jsou pfevedeny do maticového zapisu, ve kterém figuruji v nasledujicich kapitolach.

Druhd kapitola podéava vyklad rovinné tlohy MKP pocinaje vlastnostmi sité, pfes odvo-
zeni tuhostni matice prvku a jejich vlastnosti aZ po sestaveni celkové tuhostni matice a jejich
vlastnosti, matice pravé strany a jejich modifikace.

Ve tfeti kapitole je naznaceno, jakym zptisobem se daji zobecnit tivahy z kapitoly druhé.
Ctvrté kapitola se stru¢né vénuje rotaéné symetrickym tloham.

Rozsahl4 pata kapitola ukazuje odvozeni tuhostni matice prutu pro prostorovou prutovou
soustavu s tuhymi sty¢niky. Takovou soustavu lze zjednodusit na soustavu s kloubovymi
sty¢niky.

Text jsem doplnil nékolika pfiklady. Jsou od ostatniho textu odliSené nepatrné mensim
pismem a hust$im fadkovanim. Kazdy z pfiklad je uvozen symbolem klicky 4~ a ukoncen
symbolem . Pomoci symbolu % jsou pfiklady také vyznaceny v obsahu.

Matice jsou ve skriptech oznacené tu¢nym podtrzenym symbolem. Napiiklad tuhostni
matice K, matice elastickych koeficientli £ a podobné. Vektory jsou oznaceny obvyklym
zpusobem, napiiklad vektor posunuti @ .

Abych zdtraznil to, Ze matice je sloupcovéd, pouZil jsem neobvyklé znaceni, vyuZivajici
fakt, Ze o sloupcové matici se nékdy mluvi jako o vektoru (napt. vektor pravé strany). Neni
to ovSem vektor ve fyzikdlnim tfirozmérném prostoru, v némz fesSime nasi tlohu, ale vek-
tor v néjakém matematickém vicerozmérném prostoru. Sloupcové matice jsou proto v textu
oznaené tuénym symbolem se Sipkou dole. Uved me napfiklad matici pomérnych defor-

macf g nebo matici zobecnénych sil E>

T. Hrus, kvéten 2019
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Kapitola 1

Zakladni pojmy z mechaniky

Pojmy z této kapitoly jsou studentim zndmé uz ze zdkladnich kurzi mechaniky. Zde je
pouze zopakujeme, zobecnime a piepiSeme s pouZzitim maticové symboliky.

1.1 Posunuti

Kdyz se téleso deformuje, jednotlivé jeho body méni svou polohu. Naptiklad bod A se po-
sune do bodu A’, bod B do bodu B’ a podobné. Vektor AA" nazveme vektorem posunuti
bodu A. Kazdy bod télesa md své soufadnice z, y, z a sviij vektor posunuti « , ktery mu
muZeme pfifadit. Vektor @ je tedy funkci soufadnic. To zapiSeme obvyklym zptisobem

U =1u(z,y,z). (1.1)

Vztah (1.1) popisuje pole posuvii télesa.
Vektor @ ma tfi slozky @ = [u, v, w| a kazda slozka je funkci soufadnic. Pfedchazejici vztah
miiZeme proto také rozepsat do tf{ vztaht

u=u(z,y,z),
v = U(.fC,y,Z), (12)

w=w(x,y,z).

1.2 Pomérna deformace

Meéni-li body télesa svou polohu, nemusi to jeSté znamenat, Ze se téleso zdeformuje. Kdyz
napiiklad sroubujeme Sroub do otvoru se zdvitem, vSechny body Sroubu méni svou polohu,
k deformacim vSak nedochazi. Musime proto najit zptisob, jak z posuvi vypocitat pomérné
deformace.

Stejné jako kazdému bodu télesa ptislusi vektor posuvu, bude mit kazdy bod télesa néjaké
(tfeba i nulové) pomérné deformace. Mluvime o poli pomérnijch deformact.



1.2.1 Normalova pomérna deformace

Podivejme se na obrédzek 1.1. Jde o jednoosou deformaci. Bod A se z ptivodni soufadnice
x posune do polohy = + u(A). Bod B se z ptivodni soufadnice = + dx posune do polohy
x+dx+u(B). Posuv u(A) je posuv bodu na soutadnici x, posuv u(B) znamend posuv bodu,
ktery mé soufadnici x + dx. Plati tedy

u(A) = u(x),

(1.3)
uw(B) = u(x + dx).
Posuv u(B) vyjadiime pomoci Taylorova rozvoje
ou Pu 5, Pu
u(B) = u(x 4+ dx) = u(z) + 1!8:13dx + 2!8x2d$ + 3!8x3d$ +..., (1.4)
z néhoZ pouZijeme pouze prvni dva ¢leny
u(B) = u(z + dx) = u(x) + gudm. (1.5)
€T
Z obrazku 1.1 pfimo vidime shodnou délku tisecek
dz + u(B) = u(A) + da’, (1.6)
¢ili
dz' = dx + u(B) — u(A). (1.7)
Pomérnd deformace ¢ tsecky AB je
I J— J— J—
o da’ —dw dx + u(B) — u(A) dx' (18)
dx dx
Dosadime z (1.3) a (1.5) a dostaneme prvni Cauchyho vztah
ou
o do + u(z) + Fode —u(x) —de _ Ju (1.9)

dx - Ox
Vys$e uvedené tvahy se tykaly prvni osy soufadnicové soustavy. Stejné bychom mohli
postupovat i u druhé a tfeti osy a dostali bychom podobné vztahy. Vysledkem jsou prvni tfi
Cauchyho vztahy

E — %
X 61"
ov
=gy (1.10)
5 — 8£
20z
A B A B’

x dz u(B

Obr. 1.1: Sousedni body A a B se pfi jednoosé
u(A) da! deformaci posunou do bodu 4’ a B’. Pomérna
deformace tsetky AB je e = 4z -9z,

dx




1.2.2 Zkos

Ptimky AB a AC sviraji pfed deformaci pravy thel, zatimco po deformaci tihel ostry — viz
obr. 1.2. Body A, B a C maji soufadnice

A= [z,y],
B = [z + dz,y], (1.11)
C =lz,y+dy|

Slozky posuvlt bodt B a C vyjadiime pomoci prvnich dvou ¢lentd pfislusnych Taylo-
rovych fad:

u(B) = u(x + dz,y) = u(z,y) + @d:c,

Ox
ov
v(B) =v(r +dr,y) = v(z,y) + éde’
T
ou (1.12)
ov
v(C) =vlz,y +dy) = vlw,y) + 5 dy.
Na obrazku 1.2 vidime, Ze plati
v(B) —v(4)
t = : 1.13
an(p1) w(B) + dz — u(A) (1.13)
9 —P
S B/
A/
~ — C
8 = u(A)
S \5 %3
dz B
A u(C)
u(C) — u(A) u(B)
C/
< ¥2
T Obr. 1.2: Usetky AB a AC byly pted deformaci
2 navzdjem kolmé, ve zdeformovaném stavu uZ
+ B kolmé nejsou. Usetka AB se poototi o thel ¢,
) tsecka AC o thel ¢3. Zména ptivodné pravého
= o1 [0(B) —v(4) thlu CAB je rovna ¢; + 2.
; Dole: trojuhelniky, ze kterych uréime velikosti
A" u(B) 4 dr —u(A) Ghlé o1 a @3,



Budeme pfedpokladat, Ze tihel ¢, je maly a Ze tedy

tan(p1) = ¢1. (1.14)

Dosazenim z 1.12 dostaneme po tipravé

v v

_ 5 _ 1.15

Predpoklddejme, Ze velikost €1 je velmi mald a proto bude jmenovatel v poslednim vztahu
velmi blizky jedni¢ce. Dostdvdme

ov
= —. 11
P1L=o (1.16)
Analogickym postupem je moZné ur¢it velikost thlu ¢»:
ou
= —. 1.17
¥2 By (1.17)

Soucet 1 + 2 je vlastné zména ptivodné pravého tthlu mezi tiseckami AB a AC. Nazveme

ho zkos a oznacime ~12:
ou  Ov

Yy = 873/ + %
Stejnym zptisobem je mozné urcit zbyvajici dvé slozky zkosu. Vysledkem je druha trojice
Cauchyho vztahii ve tvaru

(1.18)

_Ou | Ov
Yoy = oy =+ P
e = % n ‘;Z, (1.19)
_Ow  Ou
T = 0 T o
Vsechny Cauchyho vztahy maji tvar
_ Ou
Ex %7
ov
Ey 3y
_ Ow
=T oz (1.20)
_Ou | Ov
Yoy = E)Ty + P
_Ov | Ow
Yyz = 9 + 67y’
_Ow  Ou
Yzx = % + %



1.3 Matice diferencidlnich operatorii

Tvary na pravé strané ve vztazich (1.20) nejsou zlomky, ale vyjaddfeni derivace. MiiZeme
napf. fict, Ze tvar 0 f /Ox vyjadiuje piedpis aplikuj operditor derivovini podle x na funkci f. Z toho
dtivodu byva zapis nékdy upravovan do tvaru

9

Ox
ktery ndzornéji oddéluje operator (zde derivovani podle z) od operandu (funkce f).
PiepiSme Cauchyho vztahy timto zptsobem:

[

L,
xr 8:1/' Y
0
Ey = 87y'l),
€, = gw,
Oz (1.21)
9,0
ey 8yu oz
0,0,
Yyz 02 oy
N
B N

Pokud operétory uspofdddme vhodné do matice, mizeme vztahy (1.21) zapsat ve tvaru

] 0
€1 r 0 0
0
£y 0 873/ 0 - -
0 0 4 ¢
c v
z 0z
= ) 1.22
ey Oy Ox "
, o o
Ty 0z Oy
0 0
Vzx — —
- L0z 0 oz



Matici

o )
5r 00
B
0 3 0
0 0 i
D— 1.23
D=1y o . (1.23)
oy Ox
o 0
) a
5 Y aad

nazveme matici diferencidlnich operdtorii. Vztah (1.22) miiZzeme pak pfepsat do podoby

e=D-1, (1.24)

kde ¢ je sloupcovi matice pomérnyjch deformaci.

1.3.1 Matice diferencialnich operatorti v roviné

Pro rovinnou deformaci bude mit vektor @ pouze dvé slozky a z matice pomérnych defor-
maci zmizi vSechny sloZzky, které maji v indexu pismeno z. Cauchyho vztahy v maticové
podobé nabyvaji tvaru

- - _3 T
cx Ox
o u
e | =10 3 . (1.25)
o o L
[Ty | 0y Oz |
a pro matici diferencidlnich operatorti D plati
_2 -
Ox
D=|o 2], (1.26)
dy
9 9
| 0y Oz |

10



1.4 Hookuv zakon

Pro jednoosou deformaci (napf. pfi tahové zkousce) ma Hooktv zdkon zndmy tvar

o= Fe (1.27)
resp.
e=E"lo (1.28)
Ve tfech osdch mliZeme napsat
1
€o = L0z — %(ay +02),
1
€y an - %(O—I + Uz>7
1 14
€= L0z~ E(o*z + 0y), (1.29)
1
Yoy = aTxya
1
Yyz = aTym
1
Yyz = 57—21-
Vezmeme-li v ivahu, Ze plati vztah
E
o= 2(1 4 p), (1.30)

dostaneme maticovy tvar vztahti (1.29) v této podobé:

- ; —% —% 0 0 o | [o]
ey —% % —% 0 0 0 oy
B p 1
“|\_|"E "E E 2(1(1“) ’ ! 7 (1.31)
Yy 0 0 0 5 0 0 Tey
Yy 0 0 0 0 2(1; #) Ty
| O 00 0 0 2(1E+“) 722 |

Vzhledem k analogii se vztahem (1.28) oznac¢ujeme matici z pfedchazejictho vztahu jako
E 1, tedy
e =E'qg, (1.32)

11



kde

|
&= &= ==

[an)

B K
E E
1 14
E E
I 1
E E
0 0
0 0
0 0

2(

—_
© ©o T4+ o o o
E

0

214 p)

E

Matici elastickijch koeficientii E dostaneme inverzi matice E~!ama tvar

e
I

1+ p

Hooktv zdkon pak zapiSeme takto

1.4.1 Rovinna napjatost

Pfi rovinné napjatosti plati

(1+p n u
1-2p 1-2pu 1-2u
% 1+ p 4
1-2p 1-2u 1-2u
Iz 1 I+ p
1-2p 1-2p 1-2u
0 0 0
0 0 0

0 0
g=E-¢
o, =0,
Tyz 0,
Tox =0

12

0 O_
0 0
0 0
0 0
1

2 01
0 3

(1.33)

(1.34)

(1.35)

(1.36)



Dosadime do vztahu (1.31)

1 B
€z t &8 8B ° 0
% 1 %
Ey I I I 0 0
B 1
€, _ i i) i) 0 0
2(1
Yoy 0 0 0 (;“) 0
2(1
Yye 0 0 0 0 ( ;“)
a dostaneme vztahy
1
Ex = EUI %O‘y,
1 p
€y = an — EO'J;,
€, = —%(% + 0y),
~2(14p)
Yy = TTxy'

(1.37)

(1.38)

Tteti slozka normalové pomérné deformace ¢, vychazi nenulova. To znamen4, Ze rovinné

napjatosti odpovidd prostorovd (ttiosd) deformace!

€z % —% 0
Ey _ —% % 0
£, —% —% 0
] Lo 0 MR
1.4.2 Rovinna deformace
Pfi rovinné deformaci plati
e, =0,
Yyz = 0,
Yez = 0.

13
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Dosazenim do Hookova zédkona

r [ 1+ M H ]
0 0 0
Oz 1—2u 1-2u 1-—2u fe
1% 1+ p %
0 0 0
Ty 1—2u 1-2u 1-2u “y
Iz Iz L+p
0 0 0 0
I E T 1o 1-2p . (1.41)
I+ p 1
Txy 0 0 0 B 0 0 Vay
1
Tyz 0 0 0 0 5 O 0
1
| Taa 0 0 00 = [0]

dostaneme vztahy

+
E (1.42)
Oy = —— < a Ex + a 5y> ,

Tteti slozka napéti o, vychazi nenulova. To znamend, Ze rovinné deformaci odpovidd prostorovd
(tFiosd) napjatost!

[ ] 1+p Iz 0 o
Te 1—2 1—2u

poo ltp co
o E
o j1-2p 1-2u el (1.43)
o Ltn H a 0 ’
: 1-2u 1-2u -

1 L]

_Tazy_ 0 0 5

14



% Pfiklad - rovinné pole posuvt

Deformace télesa je moZné méfit napiiklad optickymi me-
todami. Reknéme, Ze budeme urcovat napéti na povrchu
ocelové desky, pficemZ zndme modul pruZnosti a Pois-

sonovo Cislo materidlu. Na desku jsou natisténé body, T T T T
které jsou snimané kamerami. Vysledkem meéfeni je ta- 7 N
bulka, kterd pro kazdy bod obsahuje jeho soufadnice [z, y] // 3 g R
a slozky jeho vektoru posuvu [u, v]. K n — \
Podivejme se na cast takové tabulky, kterd obsahuje /5 5/ -4
Sestici bodt lezicich v tésné blizkosti. Soufadnice bodt a / —
jejich posuvy shrnuje nasledujici tabulka ) 5
| !/
| 2
¢ | w[m]  y[m] u [m] v [m] \ :
\\ 6 6/ //
1| 113502 —6.2011 0.0196922 —0.00372062 T /
2 | 11.3703 —6.0596 0.0196944 —0.00372568 ,’/
s I
3| 11.3781 —5.9511 0.0197015 —0.00373158 RN o
4| 11.2985 —5.9808 0.0197015 —0.00373719
5| 11.2001 —6.0015 0.0197098 —0.00373861
6| 112832 —6.1143 0.0197029 —0.00373217 Obr. 1.3: Mald oblast desky se
znazornénymi polohami nékolika

bodt pfed a po deformaci. Pfestoze
se posuvy na prvni pohled zdaji
stejné, tabulka s ¢iselnymi hodnotami
doklada, Ze tomu tak neni. Rozdilné
posuvy jednotlivych bodt pfedstavuji
deformaci desky. S deformaci souvi-
seji i odpovidajici napéti.

Protoze jsme si zvolili Sest bodi, mtiZeme interpolovat
funkce v = u(z,y) a v = v(z,y) jako polynomy druhého
stupné, tj. hledat celkem dvé Sestice koeficientti pro dva in-
terpola¢ni polynomy. Tyto polynomy maji tvar

u=ag+ ax + axx® + azy + asy® + asay,

v = b + b1z + bax® + bsy + bay? + bsxy.

Hodnoty koeficientti ag aZ bs museji byt takové, aby hodnoty funkci v a v v bodech 1 aZ 6 od-
povidaly hodnotdm v tabulce. Dostaneme
u = 0.00861179 — 0.00151627z + 0.0002497522° — 0.00668489y + 0.0000990934y> + 0.000698295zy,
v = 0.0614503 — 0.01058352 + 0.000418328x2 + 0.00197173y — 0.0000193251y? — 0.000199362y.
Tyto vztahy jsou tedy polynomiélni interpolaci posuvti u a v v dané oblasti. Graf interpola¢ni funkce
© je na obrazku 1.4.

Ve skute¢nosti bude na desce velké mnoZstvi bodt. V takovém pfipadé nebude moZné si volit
rizné Sestice a hledat lokaln{ interpolace. Pro takovy pfipad budeme misto interpolace pouZivat
regresi.

Pouzitim Cauchyho vztahii (1.21) uréime rovinné slozky pomérné deformace ve tvaru

€z = —0.00151627 + 0.0004995042 + 0.000698295y,
gy = 0.00197173 — 0.000199362 — 0.0000386502y,
Yoy = —0.0172684 + 0.00153495x — 1.17345 - 10~ %.

Pro uréeni napéti pouZijeme Hooktv zdkon. ProtoZe je povrch desky volny (jinak bychom ho nemohli
opticky méfit), mtzeme piedpoklddat, Ze z-ovd slozka napéti bude nulova a jednd se proto o rovinnou
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napjatost. Pouzijeme vztah (1.43), v matici ale tfet{ fadek nahradime nulami. Tim ziskdme vztah o, =

0.

Dosadime-li E = 2.1 - 10° MPa a p = 0.3, dosta-
neme vztahy pro napéti ve tvaru
0p = —5.57161 - 10% 4 2.38086 - 10°%2 4 3.61922 - 108y,
o, = 8.51456 - 10° — 4.41473 - 107z 4 6.43098 - 107y,
o, =0,
Tyy = —1.39475 - 10° + 1.23977 - 10%x — 94778.4y.
Protoze jsme predpokladali rovinnou napjatost,
miiZeme nyni z napéti urit z-ovou slozku pomérné
deformace pomoci tfettho vztahu z (1.29)

€, = —0.000420422 — 0.0002770562 — 0.000608903y.
Vysledné vztahy mutizeme znazornit graficky (po-
suvy jsou kvadratické funkce soufadnic, napéti a
pomérné deformace jsou funkce linedrni), nebo tabe-
lovat. Hodnoty pomérnych deformaci a napéti v Sesti

zvolenych bodech uvadéji tabulky na nésledujici
strané.

5
-5.95
-6.00
-6.05
-6.10
-6.15

-6.20

L L L
11.20 11.25 11.30 11.35 11.40
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Obr. 1.4: Graf ziskané interpola¢ni funkce
u(z,y) v okoli tabelovanych bodt.

Obr. 1.5: Graf ekvivalenttho napéti v MPa
(podle hypotézy HMH) u v okoli bodt z ta-

bulky.



Ex [']

Ey [-]

€z [']

Yy [-]

—1.76995 - 10710 —5.13762- 10~ 2.10804-1071°  1.60908 - 10~ 10
—6.81465 - 10~ —6.08523 - 10~11  1.19076 - 10719 1.91594 - 1010
1.15146 - 1011 —6.66009 - 10~ 5.08489- 10~  2.03439-10~1°
—4.89853 - 10711 —4.95839- 10711 9.09869 - 10—t  8.12922.10~!!
—1.12591 - 10710 —2.91668 - 1011 1.30854-1071Y —6.97226 - 10!
—1.4985-10710  —4.13739 1071t  1.76514-1071°  5.79641- 107!
¢ | 0p [MPa] o, [MPa] 74y, [MPa]
1] —99.1469 —48.4162 12.9964
2 | —43.1494 —40.2037  15.4749
3| —2.02377 —33.5704  16.4316
4 | —31.7245 —31.9663 6.5659
5] —62.644 —28.9534 —5.63144
6 | —83.6839 —39.8762  4.68171
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1.5 Castiglianova véta

Pfedstavme si téleso, na které ptlisobi sily. Velikost vSech sil postupné vzristd z nuly do
maxima. Je-li téleso linedrni (plati-li Hooktv zdkon), jsou posuvy ptisobisf sil pfimo umérné
velikosti sil. Prace vSech sil mé velikost

1 n
W= z; Fiu;, (1.44)

kde u; je posuv ptisobisté sily do sméru sily.

Préce sil zistane akumulovana v télese jako jeho deformaéni energie U. Deformaéni ener-
gie je tedy zdvisld na velikostech ptisobicich sil F;. ProtoZe velikosti sil a posuvil spolu
vzajemné jednoznaéné souviseji, mtizeme také prohlasit, Ze deformacni energie U je funkci
posuvt u;

U="U(ui,ug,...,u). (1.45)

Nekone¢né mala zména posuvil (variace) du; zphsobi, Ze sily vykonaji praci

oW = Fiduq + Fydusg + - - - + F,0uy, (1.46)

&ili .
SW =" Fidu;. (1.47)

=1

Variaci deforma¢ni energie vyjaddiime ve tvaru

ou ou ou

6U = Gudwm + g-duz + -+ 5=dun, (1.48)
neboli "
oU = 8—U<5ui. (1.49)
i=1 Oui

Samoziejmé i prace vykonand silami pfi variaci posuvti se zméni na deformacni energii:
W = 6U, (1.50)

neboli . .
> Fou; = 8—U5ui. (1.51)
i=1 Ou;

Variace du; mohou byt libovolné (pfi respektovani vazeb). Zvolime si proto zvlastni
piipad, kdy pouze jedna polozka z [du1, dus, . .., du,] bude rtiznd od nuly. Pfedpokladejme
napiiklad

dug 7é 0,

du; =0 proi # k. (1.52)
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Dosadime-li z posledniho vztahu do (1.51), dostdvame

ou

Fkéuk = —5uk, (153)

6uk

neboli oU
Fp=——. (1.54)

ouy,

Posledni vztah nazyvame Castiglianovou vétou.

1.5.1 Castiglianova véta pro momenty a natoceni

Zcela analogicky jako pro sily a posuvy je mozné odvodit Castiglianovu vétu i pro momenty
a natoceni. V takovém piipadé dostaneme tvar

ou

M, = —.
g O

(1.55)

1.5.2 Linedrni material

U téles z materidlu s Hookovym zdkonem vime, Ze vztah mezi ptisobici silou a posuvem je
linedrni. Z toho plyne, Ze vysledek derivace OU/Juy, v (1.54) musi byt linedrné zavisly na wuy.
Proto musi u linedrnich materidlt U na wj, zaviset kvadraticky.
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Kapitola 2

Rovinna tloha metody konecnych
prvka

Rovinnou tlohou rozumime bud’ rovinnou napjatost, nebo rovinnou deformaci - viz kapi-
toly 1.4.1a1.4.2.

2.1 Analytické a numerické feSeni

V pruZnosti a pevnosti je materidl povaZovédn za kontinuum a jeho chovani popisovano
diferencidlnimi rovnicemi. Pro nékteré jednoduché piipady je snadné tyto rovnice pfesné
vyftesit. Vysledkem je analytické feSeni v podobé funkce. Pfikladem mftize byt prithyb
nosniku jako funkce soufadnice x. Funkce udava funkcni hodnotu pro kaZdou hodnotu
soufadnic.

Vétsina redlnych piipadti vsak analyticky vyfesit nejde. V takovém p¥ipadé nastupuje
numerické feSeni, nejcastéji metodou koneénych prvkia. Pomoci metody koneénych prvka
ur¢ime konecny (ackoli tfeba hodné vysoky) pocet hodnot hledané funkce v pfedem danych
bodech, nazvanych uzly. Mezi uzly budeme funkéni hodnoty interpolovat.

Zvysovanim poctu uzlli mizeme (za cenu zvySovéani vypocetnich narokh) vysledek
zpftesnovat.

Obr. 2.1: Pfiklad rovinného télesa po-
krytého siti trojahelnikovych prvki.
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2.2 Sit

Prvnim krokem metody kone¢nych prvki je rozdéleni télesa na malé jednoduché c¢ésti —
proky. V roviné se jedna nejcastéji o trojuhelniky a ¢tyfthelniky, v prostoru o étyfstény a
Sestistény. Tvar jednotlivych prvka je uréen polohou jejich vrcholt — uzlii.

Sif musi spltiovat zékladni (a dosti evidentni) podminky:

e prvky pokryvaji téleso beze zbytku;
e 7adné dva prvky se nesméji protinat;

e 7z4adny prvek ani jeho ¢ast neleZi mimo téleso.

Jak ale pokryt beze zbytku trojihelnikovymi prvky téleso, jehoZ hranici tvofi kiivka? To neni
mozné udélat zcela pfesné, mtzeme to ale udélat s libovolnou, predem zvolenou pfesnosti.
Pokud nejsme spokojeni s tim, jak prvky kopiruji hranu, miiZeme prvky zmensit. Hrana
bude prvky kopirovana pfesnéji.
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% P¥iklad - sit

Jednoduch4 sif je znazornéna na obrazku 2.2. Kazdy uzel ma dvé soufadnice. Kazdy prvek je ur¢en

tiemi uzly. Abychom méli celou sif definovanou, je tfeba znat:

e soufadnice uzl{;

o ({isla uzld, které tvofi vrcholy prvka.

Sif je popsana dvéma tabulkami.

Uzly

¢. T Y Prvky

1 5.0 | 0.0 c. 1 J k

2 50 | 05 1 4 110 5

3 50 | 1.0 2 1011 7

4 0.0 | 0.0 3 5 7 | 6

5 0.0 | 05 4 7 |5 110

6 00 | 1.0 5 |11 ] 8 7

7 1125 | 1.0 6 |12 | 1 2

8 25 | 1.0 7 |12 | 2 9

9 375110 8 9 8 | 12

10 | 1.25 | 0.0 9 3 9 2

11| 25 | 0.0 10 (12| 8 | 11

12 | 375 | 0.0

v
6 7 8 9 3
3 9
5
5 4 7
10 Obr. 2.2: Jednoducha sif tvofend dvandacti
1 6 . iy Do
uzly a deseti trojuhelnikovymi prvky.
4 10 11 12 1
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2.3 Bazové funkce

Predpokladejme, Ze na oblasti 2 hleddme hodnoty
funkce f = f(z,y). Jejim grafem je plocha, naptiklad
jako na obrdzku 2.3.

V metodé kone¢nych prvka budeme hledat posuvy.
Nezndmymi tedy budou slozky vektoru @ v uzlech.
Vektor posuvli ma v roviné dvé slozky

i=1 |, (2.1)

pocet nezndmych bude proto roven dvojnasobku
poctu uzld.

Oblast €2 rozdélime na trojuhelnikové prvky.
Skute¢ny (avsak nezndmy a analyticky nefeSitelny)

Obr. 2.3: Funkce dvou proménnych
na oblasti kruhového tvaru s kru-
hovym otvorem.

prubéh funkce @ uvniti prvku pfiblizné nahradime (aproximujeme) linearni funkci. ProtoZe
vektor @ ma dvé slozky, provedeme aproximaci pro kazdou z nich.

U = o1 + oex + a3y,
V= 0y + a5 + ogy.

(2.2)

Misto hledani funkci v a v se od tohoto okamziku omezime na hledani Sesti koeficientti

aq

a2

a3

Qg

a5

Q6
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pro kazdy prvek. Zapisme vztahy (2.2) maticové

a1
(65
U 1 2z y 0 00 Qs
= . ) (2.4)
v 0 001 =z y Qa4
as
(673}
neboli

Matici A nazyvame matici bizovych funkci.

Vztah (2.5) vyjadiuje skutecnost, Ze kdybychom znali hodnoty koeficientti ¢, mohli
bychom pro kterykoli bod prvku (bod se soufadnicemi z, y) ziskat hodnoty posuvti v a v
tak, Ze soufadnice = a y dosadime do matice A a vycislime vztah (2.4) resp. (2.5).

Nedochézi-li k poruseni télesa, museji byt posuvy spojité. To znamend, Ze aproximadéni
funkce museji byt zkonstruované tak, aby na sebe na hranicich prvkd navazovaly - viz
obr. 2.4. Mezi koeficienty a sousednich prvkti musi tedy byt néjaky vztah. Misto abychom
se pokouseli tento vztah najit, vyuZzijeme radéji toho, Ze aproximace nad jednotlivymi prvky
jsou roviny, prochazejici body u;, u;, uj a tyto hodnoty mtGzeme také k vyjadieni rovnic rovin
pouzit. ProtoZe hodnoty u jsou pro sousedni prvky spole¢né (viz obr. 2.4), budou aproximace
na spole¢né hranici navzdjem navazovat. Aproximace bude spojita.

ProtoZe vztah (2.5) plati v kazdém bodé prvku, plati samoziejmé i v uzlech. Zapisme tedy

i, yi) = Az, yi) - &,
iz, y;) = Az, y5) - &, (2.6)
U(zn, yk) = Alwe, yi) - &

Obr. 2.4: Linedrni aproximace funkce u = u(z,y) v oblasti sou-
sedicich prvki p; a ps. Skute¢ny pritbéh funkce u se s aproximaci
shoduje pouze v bodech u;, u;, ui a u;.

Aby priubéh funkce u byl spojity, musi existovat néjaky vztah
mezi koeficienty « prvku p; a prvku ps. Dosdhneme toho tim, Ze
rovnice linedrnich funkci (rovin nad prvky) vyjaddiime pomoci
funkénich hodnot v uzlech (u;, uj, uk, w).

Funkéni hodnoty u; a uy jsou spole¢né pro oba prvky. Proto bude
spole¢na i hrana mezi obéma aproximacnimi funkcemi a aproxi-

mace bude spojita.
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Tyto vztahy mtiZeme maticové vyjadfit jedinym tvarem

nebo zkracené

U(»% yi)

u(zj,v5)

(zk, yi)

Az, ;)

Ay, yr)

RozepiSeme vSechny matice z posledniho vztahu a dostaneme

neboli

kde

Uy

Vg

Uf;

Vg

-1 T;
0 0
1z
B 0 0
1 zp
_0 0

Yi

0

Yj

0

Yk

0 0 0
I = oy
0 0 O
1z oy,
0 0 0
I zp oy
S«
_ui_
Vi
Uy
Vj
ug,
_Uk_
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S = (2.12)
0 0 0 1 =z vy
1 2z y» 0 0 O
00 0 1 z% w
Z (2.10) vyjadiime o
o= St é (2.13)
a dosadime do (2.5) — dostaneme

2.3.1 inverze matice S

Nabizi se otdzka, zda inverzi matice S, kterou potifebujeme ve vztahu (2.14), Ize vidy
provést.

Obecny tvar matice S je

1 z; y; 0 0 O
r (2.15)

I
I
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a matice S~! vychazi takto

TjYk — TkY; 0 TrYi — TiYk 0 TiYj — TjYi 0
Yi — Yk 0 Yk — Yi 0 Yi — Y 0
S*lzi. Ty — Tj 0 T; — Tk 0 Tj— T 0
2= 28 M
0 TjYp — TrY; 0 TrYi — Tilk 0 TiYj — TjYi
0 Yj — Yk 0 Yk — Yi 0 Yi — Yy
0 T — xj 0 T; — Tk 0 Tj— X
kde s je plocha prvku
oy 1
_ 1 2.16
S=50 %oy 1| (2.16)
T yp 1

Je jasné, Ze matice S neptjde invertovat pouze v piipadé€, kdyZz prvek ma nulovou plo-
chu. Pfi numerickém vypoctu i nenulové ale velmi malé plocha prvku zptisobi velkou nu-
merickou chybu pfi vypoctu hodnoty 1/2s. To mtize nastat napfiklad pro velmi ,stihlé”
trojihelniky (tj, takové, jejichZ jeden vrcholovy thel se blizi 180°, zatimco zbyvajici dva thly
jsou velmi malé). Takové prvky jsou proto pro vypocet nepfiznivé a pokud se v siti vyskyt-
nou, je vhodné pokusit se sif v dané oblasti upravit.

Nevhodné trojahelniky odhalime napiiklad pomoci velikosti bezrozmérného poméru plo-
chy trojahelnika a druhé mocniny jeho obvodu

k=" (2.17)

02

Ten je maximdlni pro rovnostranny trojihelnik (cca. 0.048) a s rostouci stihlosti trojahelnika
klesa.
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% Pfiklad — matice S

U sité z kapitoly 2.2 sestavime matici S pro prvek &islo 5. Z tabulek s definicemi prvka a se
soufadnicemi uzli vycteme ptislusné soufadnice

a uspotfadame je do matice S5:

Inverzni matice S gl vyjde

Prvek ¢. 5
Cisla uzla i=11 j=8 k=1
;=25 | x; =25 | 2, =125
Soufadnice uzla
1.0 25 00 00 00 0.0
00 00 0.0 1.0 25 0.0
1.0 25 1.0 0.0 0.0 0.0
§5 =
00 00 00 1.0 25 1.0
1.0 1.25 1.5 0.0 0.0 0.0
_0.0 0.0 0.0 1.0 1.25 1.5_
2.0 0.0 -3.0 0.0 2.0 0.0
—-0.4 0.0 1.2 0.0 -0.8 0.0
) -1.0 0.0 1.0 0.0 0.0 0.0
S5 =
0.0 2.0 0.0 -3.0 0.0 2.0
0.0 —-0.4 0.0 1.2 0.0 -0.8
0.0 -—-1.0 0.0 1.0 0.0 0.0
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24 Deformacni energie prvku

Hustota deformacni energie A mé tvar

1
A= 5 (ExO'x + EyOy + &0, + Yy Tzy + YyzTyz + "YZITzw) . (220)

Pro rovinny p¥ipad (af uz se jednd o rovinnou napjatost nebo rovinnou deformaci) se tvar
zjednodusi na

1
A =5 (€000 +eyoy + YayTay) - (2.21)
To zapiSeme pomoci matic napéti a pomérnych deformaci
1
A= 5 gT &, (2.22)

Za napéti dosadime z Hookova zdkona (1.35)

A_i-(g-g) g=58"E ¢, (2.23)

Matice E je symetrickd a plati tudiz ET=E.Za pomérnou deformaci dosadime z Cauchyho

vztahu (1.24)

1 1
A:i-(g-ﬁ)TE-Q-ﬁ:§-ﬁT~QT-E-D-ﬁ. (2.24)

Nakonec misto skute¢nych (nezndmych) posuvti @ dosadime jejich aproximaci (2.14)

AZ%-(A'ﬁ_l'Q)T'QT-E-Q-A'E_l-Q

1 T —\T 4T T -
:§.é.(§ )A-Q 'E'Q'A-ﬁl'é- (2.25)
Podivejme se nyni na souc¢in B = D - A:

_ﬁ ;
O 1 2 4y 000

0

Yy
) P 0001z vy
Loy 9z

0 o B B
GplT00  Zr 0.0 oy 400 0+0-1 90402 30+0.y

ox ox ox ox ox
0 0 0 0 0 0
=01+—0 0-2+—0 0-y+—0 0-0+—1 0-14— 14—
+ 2y T+ 2y Y+ oy + By 0-1+ 8yw 0-1+ 8yy
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
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Matice B vysla konstantni, ¢ili neni funkci soufadnic. Je to zplisobeno tim, Ze matice
bazovych funkci A obsahuje pouze linedrni a konstantni ¢leny a sou¢in D - A predstavuje
vlastné jakési zobecnéné derivovani matice A. Pfi jiné volbé bazovych funkci (bude disku-
tovana pozdéji) miize matice B vyjit zavisld na soufadnicich.

Po dosazeni B = D - A do (2.25) dostaneme pro hustotu deformacni energie vztah

A=5-aT(s)'B"EB s A (226)

2.5 Tuhostni matice prvku

Deformacni energii prvku dostaneme jako integral hustoty deformaéni energie ptes cely ob-
jem prvku

U—/[;AT-(S*)TBT-E-B-S*A av (2.27)

V)

VSechny matice v integrandu jsou konstantni. Plati tedy

1 T -1\T pT -1
U=3-A"-(s)'B"E-B-S"-A-V. (228)
kde V je objem prvku. Posledni vztah pfepiSeme do podoby
Lo
U:§-g K- A, (2.29)
kde matici
K=(S"Y'B"E-B-S"'.V, (2.30)

nazveme tuhostni matici proku.

2.5.1 Rozméry a symetrie tuhostni matice prvku

Rozméry tuhostni matice prvku mtizeme ziskat analyzou vztahu (2.30). Jednodussi bude ale
podivat se na vztah (2.29). Deformacni energie je skaldrni veli¢ina (mtZeme ji chdpat jako
matici 1 x 1) a dostaneme ji jako soucin fadkové matice QT, matice K a sloupcové matice A

DZI I

Je tedy jasné, Ze pocet fadki a sloupcti matice K musi byt roven velikosti matice A. Matice
K ma rozméry 6 x 6.

Naésobime-li symetrickou matici zleva matici a zprava transpozici této matice, dostaneme
jako vysledek symetrickou matici. Vztah (2.30) ma podobu symetrické matice E, ndsobené
zprava matici B - S~! a zleva transpozic{ této matice. Z toho plyne, Ze tuhostni matice proku
je symetrickd.
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% Pfiklad - tuhostni matice prvku

Uréime tuhostni matici prvku ¢islo 8 z pfikladu v kapitole 2.2.

Prvek ¢. 8

Cisla uzlt i=9 j=8 k=12

Soufadnice uzlt

a uspofdddme je do matice Sg:

1.0 3.75 1.0 0.0 00 0.0
00 00 00 1.0 375 1.0
1.0 25 1.0 00 00 0.0
S, = . (2.31)
00 00 00 1.0 25 1.0

1.0 3.75 0.0 0.0 0.0 0.0

0.0 00 00 10 375 0.0

Matice Sg' ma tvar

-3.0 0.0 3.0 0.0 1.0 0.0

0.8 0.0 —-0.8 0.0 0.0 0.0
| 1.0 0.0 0.0 0.0 -1.0 0.0
55t = (232)
0.0 -=-3.0 0.0 3.0 0.0 1.0

0.0 0.8 0.0 -0.8 0.0 0.0

0.0 1.0 0.0 0.0 0.0 -1.0

Predpokladejme, Ze materidl mé modul pruznosti £ = 2 - 10'! Pa a Poissonovo ¢&islo p = 0.3.
Protoze ve vztahu pro hustotu deformac¢ni energie pro rovinny problém nefiguruje soucin o,
musime matici elastickych koeficientt pro rovinny pfipad (viz vztah (1.43) upravit tak, Ze z ni vy-
pustime tfeti fadek. Ze vztahu o, = E - ¢, tak dostaneme jen tfi sloZky napéti - o5, 0 a 7,,. Matice
elastickych koeficient tedy bude mit tvar

5.- 1011 1.15385 - 1011 0
E = 11.15385- 101! 5.0 - 1011 0 . (2.33)
0 0 7.69231 - 1010
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Predpokladejme, Ze deska ma tloustku ¢ = 35 mm. Objem prvku V dostaneme ze zndmého vztahu

Ti  Yi

V=gt 25 y;

T Yk

~0.035
)

3.7 1. 1
25 1. 1
3.7 0. 1

Dosadime do definice tuhostni matice prvku (2.30) a dostaneme

8.682 - 107 3.365 - 10°
3.365 - 10° 1.201 - 101
—-7.0-10° —2.019-10°
Kg -
—1.346-10° —1.076-10°
—1.682-10° —1.346-10°
—2.019-10° —1.093-10'

~7.0-10°
—2.019 - 10°
7.0-10°
0.0
0.0

2.019 - 10°

—1.346 - 10°
—-1.076 - 10°
0.0
1.076 - 10°
1.346 - 10°

0.0

=0.021875m>.

—1.682 - 10°
—1.346 - 10°
0.0
1.346 - 10°
1.682 - 10?

0.0

(2.34)

—2.019 - 10° ]
—1.093 - 1010
2.019 - 10°
0.0

0.0

1.093 - 1010

v

2.6 Rozbor tuhostni matice prvku

Tuhostni matice umozni ur¢it deformacni energii akumulovanou v prvku za pfedpokladu,
Ze zname posuvy jeho uzli A. Podle Castiglianovy véty (1.54) plati, Ze derivaci deformaéni
energie podle posuvu uzlu j do sméru y (tedy podle v;) je sila na uzel j do sméru y

gg = Rjy. (2.35)
Nejprve si zavedeme oznaceni soucinu K - A

_Tl_

T2
K-A=R~= " (2.36)

T4

T5

_T6_

Vzhledem k symetrii matice K plati

R' = (K‘ Q)T = AT K'=A" K (2.37)



Dosadime nyni do vztahu (2.35) z (2.29):
oUu o (1 ¢
w288
_1(oa7 TIK T, 94
= z(avj K-a+4 5, a+ta8 K 5

Druhy clen v zavorce obsahuje derivaci matice K podle posuvu v;. Matice K vSak na po-
suvech uzld nezavisi, jak se miizeme piesvédcit pohledem na jeji definici (2.30). Prostfedni
¢len v zavorce je proto nulovy a plati

8ui
an
3vi
8vj
Ou;
00 _ L) |2 Ou Ouy Ovy Ouk Ovk) g p AT . | OV
81)j 2 al}j 8vj a’U]' ij a’Uj a’()j \ PN , 8’[)]'
5 ET 6’Uj
Ouy,
81)]-
vk
_an_
0
0
— 110,0,0,1,0,0 v |’
*5[773;>]'§+§'
1
0
0
1 0
T2 0
1 T3 0
- 5 [0,0,0,I,0,0]' —|—[7’1,7“2,T3,T4,7‘5,7“6]'
T4 1
Ts 0
Te 0
= T4.
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Porovnanim posledniho vztahu s (2.35) zjistime, Ze plati

ry = R; (2.38)
a tedy
1
T2
T3
R=K A= ) (2.39)
Ry
T's

T6

NP4

Podobnym postupem ziskdme i dalsi ¢leny sloupcové matice R:

=

T

E = ) (2.40)

Vztah

R=K-A (2.41)

vyjadiuje fakt, Ze kdyZz danému prvku predepiSseme néjaké posuvy uzli (tj. hodnoty slozek
matice A), miZeme urcit sily na jednotlivé uzly (slozky matice R), kterymi tyto posuvy
vynutime.

Dodejme, Ze naopak to nejde. Vztah A = K -L. R by totiZ k sildm pusobicim na uzly
pfifazoval posuvy. I kdybychom na uzly ptisobili takovymi silami, Ze by prvek byl v rov-
novaze, miZe se v této rovnovaze nachazet kdekoli v prostoru. To znamend, Ze existuje
nekone¢né mnoho riznych posuvi, které by takovym silam odpovidaly. Pokud bychom na
uzly aplikovali sily, které nezajisti rovnovahu prvku, tak nebudou existovat Zzddné posuvy,
které by takovym silam odpovidaly. To znamend, Ze matici K neni moZné invertovat. Tu-
hostni matice proku je singuldrni.
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ZapiSme vztah 5 =K. é ve slozkach

k11
ka1
k31
ka1
ks1

k61

k12
ka2
k32
ka2
k52

)

Napft. druhd rovnice soustavy md tvar

ki3
ka3
k33
ka3
ks3

ko3

k14
ka4
k34
ka4
ksa

Ko

k15
kas
kss
kas
k55

kes

klﬁ_ _ui
ka6 v;
ksg Uj
k46 Uy
kse Ug
koo | | vk

Ry = koru; + koov; + kosuj + koav; + kosuy + kogvy.

MitiZzeme tedy fict, ze

(2.42)

(2.43)

o ko1 je sila na uzel i ve sméru y, zptisobend jednotkovym posuvem uzlu i do sméru z;

k22 je sila na uzel ¢ ve sméru y, zptisobend jednotkovym posuvem uzlu i do sméru y;
k23 je sila na uzel ¢ ve sméru y, zptisobend jednotkovym posuvem uzlu j do sméru z;
k24 je sila na uzel i ve sméru y, zptisobend jednotkovym posuvem uzlu j do sméru y;
ka5 je sila na uzel ¢ ve sméru y, zptisobend jednotkovym posuvem uzlu £ do sméru z;

o kog je sila na uzel i ve sméru y, zptisobend jednotkovym posuvem uzlu k do sméru y.

Podobnym zptisobem je moZné identifikovat fyzikdlni vyznam dal$ich ¢lenti tuhostni ma-
tice prvku. Rddek vzdy predstavuje nékterou ze sloZek sily, zatimco sloupec p¥islusnou slozku

posuvuU.

Snadno pak urcime, Ze napft. ¢len k4o pfedstavuje silu na uzel j ve sméru y, zptlisobenou
jednotkovym posuvem uzlu i do sméru y, nebo Ze kg5 pfedstavuje silu na uzel k ve sméru y,

zpusobenou jednotkovym posuvem uzlu k do sméru x a podobné.

Pokud symbolicky zapiSeme silu na uzel & do sméru z, zplisobenou jednotkovym posu-
vem uzlu i do sméru y takto — , Ry, //v;"”, miZzeme tuhostni matici zapsat takto

wRiz [fui”
oRiy /i

"
Rz /i

ke
I

/ley//ui”

//ka //uZ “

Ry /i

wRiz [/ vi”
oRiy /v
oRjz/]vi”
nRjy/ Jvi”
w0

Ry [/ 0"

Rz [/ uj”

"
JRiy//uj

oRjz/]u;”

Ry [ ui”

Rz //u] “

Ry [/ u;”

wRiz//v;”

o
Riy//vj

WRjz /v

Ry /0"
Rz //Uj “

Ry /05"
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oz [/ ug”
WRiy /[ ur”
R [ ur”
Ry [ ur”
R [/ ur”

By [/ ur”

wRiz [/ 06"
oRiy [/ vi”
oRja [/ V"
Ry //or”

wRia [/ 05"

By /01" |

(2.44)



2.6.1 Blokova struktura tuhostni matice prvku

Ve schématickém zndzornéni tuhostni matice si miZeme vSimnout, Ze prvni dva fadky
pfedstavuji dvé slozky sily na uzel i, druhd dvojice fadk slozky sily na uzel j a tteti dvojice
slozky sily na uzel k.

Podobné prvni dva sloupce pfedstavuji sily, zptisobené jednotkovymi posuvy uzlu i do
smérlt = a y, druhd dvojice sloupct sily, zptisobené posuvy uzlu j a tfeti dvojice sily,
zpusobené posuvy uzlu k.

Pokud tuhostni matici rozdélime na bloky 2 x 2 plati, Ze napf. druhy blok v prvnim blo-
kovém fadku predstavuje dvé slozky (vektor) sily na uzel i, zptisobeny dvéma slozkami
(vektorem) posuvu uzlu j.

Oznac¢ime-li symbolicky vektor sily na uzel k, zptisobeny jednotkovymi posuvy uzlu j
jako ,ﬁk //4;”, mazeme tuhostni matici zapsat pomoci blokt takto

,,éi //UZ “ HR”L' //ﬂ:] “ I!éi //Uk “

=
[

JRijja Rifja” Rl (2.45)

SRy /)@ R/l R/

neboli

AT Y

=
[

Ejz‘ Ejj Ejk ’ (2'46)

ki Ky

Ekk

Tti blokové fadky tedy predstavuji postupné sily na uzly 4, j a k. T¥i blokové sloupce
predstavuji sily zptisobené posuvy uzli i, j a k.
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2.7 Celkova tuhostni matice soustavy

V metodé konecnych prvka figuruji jako nezndmé posuvy uzlt. Uspofaddme vSechny
neznamé do sloupcové matice A (pocet uzli oznacime N,)
c

Uy
U1
U2

A =|v]. (2.47)

Un,

UN,

F = | fy |, (2.48)

FNu,x

Fyn,y

Jedna-li se o linearni tilohu, bude zavislost mezi posuvy A asilami F linedrni
c —rc
K. -E, @49
kde matici K, nazveme celkovou tuhostni matici soustavy.

Usporaddme nejprve matice A aE blokové, kdyZ si uvédomime, Ze dvojice fadkti ma-
c
tice A pfedstavuje vzdy vektor posuvu pfislusného uzlu a dvojice fadki matice E_vzdy
c

N2

A= (2.50)
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F
Fy

E=| | (2.51)
Py,

Matice K, z rovnice (2.49) md tedy N, blokovych fadk a sloupcti. Ozna¢me blok matice
K v blokovém fadku &islo m a blokovém sloupci ¢islo n symbolem k.., Rovnici (2.49) pak
muZeme zapsat

Fro=k., -i+k.,, i+ k,  -+iy, (2.52)
576
i J k K- 12345678 9101112
. E2 Wl
o—1 |25 1
6 7 K?’: Ql i |
k6 3 |
4 | > L7 >
L — 4
5 7 7 510 c B 7
v J ~%
O . L—
5 17 Q] —
K, : o4 =
T Ik 10 Z4 PRI "
10 11
5 410 12
7 k
[e)% 1
4 10 K, OO0
Sl ol ok

Obr. 2.5: Schéma sestavovani celkové tuhostni matice soustavy.

Tuhostni matice tf1 prvki (jde o tfi prvky sité z kapitoly 2.2) maji oznac¢ené bloky pomoci symbolti
i,j a k a soucasné uvedeny hodnoty téchto symbolt z tabulky na strané 22.

Blok k. ,, , pfedstavuje silu na uzel m od posuvii uzlu n. Silu na uzel 4 od posuvt uzlu 4 mame
vyjaddfenou v tuhostni matici prvku ¢islo 1 — v bloku k;, ., protoZe pro tento prvek je i = 4. To
znamend, tento blok tuhostni matice prvku umistime do celkové tuhostni matice do (blokového)
tadku ¢. 4 a sloupce ¢. 4.

Podobné blok k L, (1 =4, j = 10) umistime do ¢tvrtého fadku a desatého sloupce matice K ..

Blok k,, , (i = 7, k = 10) pfedstavuje silu na uzel €. 10 od posuvti uzlu ¢. 7 a umistime ho proto na
pozicik,, ..

Umistovani jednotlivych bloki je tu (kvili pfehlednosti) zndzornéno pouze pro nékteré bloky
nékterych prvki, postup se ve skutecnosti samoziejmé opakuje pro vSechny bloky vSech tuhostnich
matic prvki.
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Sila na uzel m se tedy skldda z piispévki zplisobenych posuvy jednotlivych uzld. Blok
k., . pfedstavuje silu na uzel m zpusobenou jednotkovym posuvem! uzlu n. To je analo-
gické vyznamu bloku tuhostni matice prvku — i ten predstavuje silu na uzel zptisobenou
jednotkovym posuvem jiného uzlu.

Tyto tivahy nés pfivadéji k postupu pro sestaveni celkové tuhostni matice K. pomoci tu-
hostnich matic jednotlivych prvki. Zakladni schéma postupu je zndzornéno na obrazku 2.5
a vysvétleno v jeho legendé.

Na obrédzku vidime, Ze v nékterych blocich celkové tuhostni matice se bude nachazet vice
blok# rznych tuhostnich matic prvka. Piikladem miize byt blok k
bloky tuhostnich matic prvk. Pfislusné bloky budeme scitat.

cs.5 kde se sejdou tfi

Celkovou tuhostni matici soustavy sestavime tedy ve dvou krocich. V prvnim kroku se-
stavime matici tvofenou nulovymi bloky. Ve druhém kroku ji postupné zaplnime hodno-
tami. Budeme prochédzet vSechny prvky (cyklus pies p), v kazdém prvku vSechny fadky
(cyklus pies r) a v kazdém fadku vSechny sloupce (cyklus pfes s):

e vytvorime matici K. s blokovymi rozméry N, x N,, vyplnénou nulami
e pro kazdy prvekp =1,2,... N,
— pro kazdy tddek r =1, j, k
* pro kazdy sloupec s =i, j, k

P

- hodnotdm symbolti r a s pfifadime odpovidajici ¢isla uzlt r,, a s,
- blok EPT . pficteme k bloku Ecm

Sy

!Jednotkovym posuvem se obvykle mysli vektor posuvu o jednotkové velikosti. V nagem ptipadé viak jde o
vektor posuvu s jednotkovymi slozkami.
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9~ P¥iklad - struktura celkové tuhostni matice

Na pfikladu sité z kapitoly 2.2 si ukdZeme strukturu celkové tuhostni matice. Oznacime si v ni
ty bloky, které budou rtizné od nuly. To jsou pravé ty bloky, do kterych se umisti néktery z blokt
tuhostnich matic prvkd.

Prvek ¢. 1 ma uzly ocislované i = 4, j = 10, k = 5 (viz tabulka na strané 22). Jednotlivé bloky jeho
tuhostni matice se tedy budou umisfovat takto:

Eli,i - EC4,4 Eli,j - Ec4,10 Eli,k - Ec4,5
Elj,i - ECIOA Elj,j - ECIO,IO Elj,k - ECIO,S
Elm - E65,4 Elk,j - ECS,IO Elk,k - E05,5

N

V celkové tuhostni matici jsme obsadili devét blokd, jejichZ ¢isla faddki a sloupcti odpovidaji dvou-
prvkovym kombinacim ¢&isel 4, j a k.

Stejnym zptisobem umistime bloky tuhostni matice prvku €. 2. ProtoZe pro druhy prvek plati i =
10, j = 11, k = 7, budeme bloky matice K, umisfovat do celkové tuhostni matice do fadka &. 10, 11
a7 avkazdém z nich do sloupcti 10,11 a 7.

Opakujeme tentyZ postup pro vsechny prvky. Vybarvime-li si v celkové tuhostni matici obsazené
(nenulové) bloky, ziskdme obrazek 2.6.

v

45678 9101112 Obr. 2.6: Blokova struktura celkové tuhostni matice z
piikladu na strané 22. Cerné jsou oznacené nenulové
bloky, bile nulové bloky.

il -
HEN -

HE |-

Blok k. ; 5 je nulovy. To znamend, Ze neexistuje tuhostni
matice prvku, kterd by obsahovala blok oznaceny ¢isly 7 a
3. Neexistuje tedy prvek, ktery obsahuje uzly 7 a 3.

Miuzeme také uvazovat opaénym smérem a prohldsit, Ze
protoZze uzly 7 a 3 nepatii do jednoho prvku, bude blok
k. 7 3 nulovy.

O 0O T W+

Naopak nenulovy blok k.. ; ;, poukazuje na to, Ze existuje
nejméné jeden prvek, ktery obsahuje uzly ¢. 7 a 10. Pohled
na obrazek sité ukazuje, Ze takové prvky jsou pravé dva -
¢.2a4
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2.7.1 Symetrie celkové tuhostni matice

7 ¥z

Diagondlni bloky tuhostni matice prvku maji indexy [i, 7], [4, j] nebo [k, k]. Odpovidajici ¢isla
uzld jsou si proto rovna a tyto bloky budeme do celkové tuhostni matice umisfovat opét na
diagonalu.

Mimodiagonalni symetricky umisténé bloky (napi ty s indexy [j, k] a [k, j] budou mit &isla
uzli pouze vzéajemné prehozena a proto se budou do celkové tuhostni matice také umistovat
na symetrické pozice.

Z toho vyplyva, Ze celkovi tuhostni matice K . je symetricka!

2.7.2 Singularita celkové tuhostni matice

Rovnice
K8 =E, @59
popisuje skute¢nost, Ze pro predepsané posuvy (matici AC) miiZzeme urdit sily, kterymi jsou
tyto posuvy vynucené - matici EC. Uprava rovnice (2.53) na tvar
_ g1,
5 =K:E, @54

Mev s

(ktery by pro zadané vnéjsi sily umozZnioval urcit posuvy) neni mozna! I kdybychom totiz
uzly zatiZili takovou soustavou sil, Ze by téleso bylo v rovnovéaze, mohlo by se v této rov-
novaze nachazet kdekoli v prostoru, tj. velikost posuvii by nebyla jednozna¢né urcena, resp.
soustava by méla nekone¢né mnoho feseni. Kdybychom uzly zatiZili silami, které by static-
kou rovnovahu télesa nezajisfovaly, pro posuvy by dokonce neexistovalo zadné feseni. To je
zpusobeno tim, Ze na sif nejsou zatim aplikovény Zadné vazby.

Tyto tvahy nés vedou k zavéru, ze matice K . je singuldrni!

2.7.3 Diagonalni ¢leny celkové tuhostni matice

KaZzdy uzel patii alesponi do jednoho prvku. To znamena, Ze kazdy diagondlniblok k.  cel-
kové tuhostni matice bude obsazen minimalné jednim, ¢astéji vSak nékolika bloky rtiznych

tuhostnich matic. Diagondla matice K . bude tedy nenulovd, coZ je velmi dileZité pro pozdéjsi
feSeni soustavy rovnic Gaussovou elimina¢ni metodou.

Napftiklad uzel ¢. 8 z pfikladu na strané 22 patfi do tfi prvkid (¢. 5, 8 a 10). V kazdé z
tuhostnich matic téchto tif prvka tedy existuje blok, ktery budeme umistovat do celkové

v

tuhostni matice na pozici k., . U sloZitéjsich siti neni problém si predstavit uzel, ktery patii

c8,8
velkému poctu prvki. Na pfislusné diagondlni pozici celkové tuhostni matice se tak mize

s¢itat shora neomezené mnozstvi blokt tuhostnich matic prvkd

2.74 Mimodiagondlni ¢leny celkové tuhostni matice

Uzly 8 a 12 z piikladu na strané 22 patfi do dvou prvki — do prvku €. 8 a prvku ¢. 10. To

znamend, Ze do blokti k., , a k., . se budou umistovat dva bloky z tuhostnich matic Kg a
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K.
Oproti tomu uzly €. 2 a 3 patfi pouze do jediného prvku (€. 9), takZe do blokti k., , a k
umistime po jediném bloku z tuhostni matice K.

€3,2

Je zfejmé, Ze mimo diagondlu celkové tuhostni matice se budou s¢itat maximélné dva
bloky dvou rtiznych tuhostnich matic (v tfirozmérném prostoru je ovSem situace jind).

2.7.5 Péasovost a fidkost celkové tuhostni matice

Méjme jednoduché téleso pokryté pravidelnou trojihelnikovou siti, jako na obrazku 2.7.
Ozna¢ime-li si v celkové tuhostni matici nenulové bloky, jasné vystoupi pasova struktura
matice. Celkovd tuhosti matice je pdsovd. Pouhé pfecislovani uzl@l zptisobi, Ze nenulové bloky
budou uspofddané jinak a pas bude jinak Siroky.

4 8§ 12 16 20 24 28 32 36 28 29 30 31 32 33 34 35 36

3 7y 11/ 15y 19/ 23/ 27/ 31/ 35 19/ 20/ 21y 221/ 23/ 24/ 25/ 26/ 27

Obr. 2.7: Dvé stejné sité se lisi pouze oc¢islovanim uzli. Dtsledkem je odlisna struktura celkové tu-
hostni matice K .. V obou pfipadech je matice pasova. Nevhodnym o¢islovanim uzlti miZzeme docilit
velmi Sirokého pasu.

Protoze sif je v obou ptipadech geometricky stejnd, musi byt stejny i vysledek vypoctu pomoci me-
tody kone¢nych prvki. To znamend, Ze v obou tuhostnich maticich je uloZena stejnd informace. V
pfipadé uzstho pésu je tato informace soustfedéna do mensi oblasti, je tedy mozné ¥ict, Ze je uloZena
efektivnéji.
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Zvolme si ndhodné dva libovolné uzly, napf. m a n. Pravdépodobnost, Ze tyto dva uzly
patfi do jediného prvku je mald. To znamend, Ze blok k, bude s velkou pravdépodobnosti
nulovy. Matice K . proto bude obsahovat pfedevsim nulové bloky - bude 7idka.

2.7.6 Usporné uloZeni celkové tuhostni matice v paméti poéitace

Symetrie a pasovosti celkové tuhostni matice je moZzné vyuzit pro jeji tisporné uloZeni v
paméti pocitate. Vyhodou je ispora nérokiti na paméf béhem vypoétu, nevyhodou pak vétsi
rezie pfi provadéni vypoctl. Zplisob uloZeni ukazuje obrézek 2.8.

Kdyz si uvédomime, Ze tiloha metody koneénych prvki miize mit sif tvofenou tieba mili-
onem uzli, pfedstavuje to ve 3D tfi miliény nezndmych. Celkové tuhostni matice tak bude
mit rozméry 3000 000 x 3000 000, tj. 9 x 102 prvki. Reélné &islo obvykle v potitadi zabira 8
bajt. Kdybychom chtéli v paméti pocitace udrzet celou takovou matici, potfebovali bychom
72 x 10'2 bajtt, tedy 72 Gigabajtt. To je i v dnesni dob& hodné. A s rostoucimi kapacitami
paméti budou samoziejmé rist i pozadavky vypoctait na velikosti matic. Proto je a nadéle
bude tsporné uklddani dat v paméti pocitace nutnosti.

2.8 Silové okrajové podminky

Vztah (2.49) pfedstavuje soustavu rovnic rovnovahy vSech uzli. Na pravé strané figuruji
vnéjsi sily na uzly. Skute¢nd zatiZeni télesa se vSak neomezuji na osamélé sily v uzlech.
Téleso muZe byt zatizeno spojité rozloZzenymi silami — a to bud’ na hranici (povrchové sily),
nebo v objemu (objemové sily). Nasim dal$im cilem bude nahradit tyto spojité rozloZené sily
staticky ekvivalentnimi silami ptisobicimi v uzlech.

Obr. 2.8: Symetrii a pasovost celkové tuhostni matice je
moZné vyuZit pro jeji isporné uloZeni v paméti pocitace.
Misto celé matice sta¢i ukladat diagondlni ¢leny a obsah
pésu vpravo od diagondly. Vysledkem je tizkd matice, v
jejimz levém sloupci jsou diagondlni ¢leny matice K .

V tomto piipadé namisto matice o blokovych rozmérech
36 x 36 postaci matice s rozmeéry 36 x 6, uspofili jsme tedy
celych 5/6 (4. 83%) pamétovych narok.

Nevhodné ocislovani uzl zvétsuje sitku pasu a snizuje
uspornost uloZeni matice v pameéti.
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2.8.1 Objemové sily

Predpokladejme, Ze na téleso puisobi objemova sila. Vektor jeji intenzity (v roviné) ma tvar

L | fe
[= : (2.55)

fy

Je-li prvek maly, d4 se predpoklddat, Ze se v ném velikost f nebude vyznamné ménit. Cel-
kova sila na prvek zptisobena objemovymi silami bude pak

Fy=V.f. (2.56)

Tuto silu rovnym dilem rozdélime mezi vSechny tfi uzly prvku a dostaneme tak matici ekvi-
valentnich uzlovyjch sil

fa
- - fy
1z,
3 vl
I DI R A
E = §FV =3 (2.57)
1 Fy
3tV
o fa
_fy_
2.8.2 Povrchové sily
Ptedpokladejme, Ze na hranu ik prvku plisobi povrchova sila s intenzitou
Pz
p= . (2.58)
Py

Je-li hrana krétk4, je intenzita podél hrany prakticky konstantni a vysledna sila na hranu je

_ Pz

Fp=ly- , (2.59)

by

kde [, je délka hrany ik. Tuto silu rovnym dilem rozdélime mezi pfislusné uzly - tj. v tomto
pripadé mezi uzly i a k. Na uzel j nic ptisobit nebude. Vysledné ekvivalentni uzlové sily od
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povrchové sily maji v tomto p¥ipadé tvar

Dz
e v,
,Fp
2
. g |0
F,=|§|=%" . (2.60)
0
1~
|57
Dz
—py—

2.8.3 Ekvivalentni uzlové sily

Sec¢tenim ekvivalentnich uzlovych sil od objemového zatiZeni a ekvivalentnich uzlovych sil
od povrchového zatizeni dostaneme pro kazdy prvek matici celkovych ekvivalentnich uz-
lovych sil

E)ekv - E)V + E;p. (2.61)
2.8.4 Osamélé sily

Misto urcovani ekvivalentnich uzlovych sil upravime sif tak, aby osamélé sily pusobily
pravé do uzla.
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% Priklad - tiha a spojité zatizeni

Predpokladejme, Ze obdélnik z piikladu na strané 22 je ocelovéd deska o tlousfce ¢ = 35 mm. Na
jeho horni hranu ptisobi $ikmé spojité zatizeni s intenzitou p = [100, —80]T N/m a na cely objem pak
vlastni ttha desky.

Stanovime ekvivalentni sily pro prvek ¢islo 3.
Snadno ur¢ime vektor tihové sily na prvek (Ss je plocha prvku, ¢ = 7.8 - 10° kg/m® hustota oceli,

7 =1[0,-9.81]" m/s” gravitatni zrychleni).

0

Fg3 = Sstoj = . (2.62)
—836.92
Matice ekvivalentnich uzlovych sil od tthy m4 tvar
0
—278.97
0
E>g 5= . (2.63)
—278.97
0
| —278.97]
Spojité zatiZeni na horni hrané mad intenzitu
100
p= (2.64)
—800

V prvku ¢islo 3 tvofi horni hranu spojnice uzl j = 7 a k = 6. Jeji délka je [, = 1.25 m a vysledna sila
na hranu tedy bude

q 125
Fpjr =1k -p= (2.65)
—1000

a matice ekvivalentnich uzlovych sil je

62.5
F = . (2.66)

—500

62.5

| —500 ]
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Ekvivalentni uzlové sily na prvek ¢islo 3 jsou

—278.97

62.5

E>3ekv - E>g3 +E)p3

(2.67)
—778.97

62.5

—778.97
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2.8.5 Sestaveni pravé strany

Na pravé strané soustavy rovnic (2.49) figuruji sily na uzly. Na uzly ptsobi jednak osamélé
sily, jednak ekvivalentni uzlové sily. Matici E musime tedy vytvofit pravé z nich.

Postup je nasledujici:

e vytvofime E s N, blokovymi fadky, obsahujici samé nuly

e pro kazdy prvekp =1,2,..., N,

— pro vSechny uzly prvku p v =14, j, k

* hodnoté u pfifadime skutecné &islo uzlu ug

* blok Eekv’u piic¢teme k bloku F

Cug

e pro kazdy uzelu=1,2,...,N,

- kbloku F  pficteme vektor osamélé sily ptlisobici na uzel
—c,u

2.9 Soustava rovnic

V soustavé rovnic

K. 3 =E, 268

zndme nyni jak matici K, tak pravou stranu E . Presto soustavu zatim nelze fesit. Je to
zpusobeno tim, Ze jsme dosud nepfipojili Zddné informace o vazbéch. Téleso neni jedno-
zna¢né uloZeno a dusledkem je bud’ to, Ze soustava rovnic ma nekonetné mnoho FeSeni
nebo (Castéji) to, Ze soustava rovnic nemd zadné feSeni.

210 Deformacni okrajové podminky — modifikace soustavy rovnic

Vazby (téZ deformacni okrajové podminky) omezuji pohyblivost uzld. To prakticky zna-
mend, Ze nékteré z posuvili (v metodé koneénych prvkit nezndmych veli¢in) ve skute¢nosti
nebudou nezndmé, ale budou mit néjakou predepsanou hodnotu (nejcastéji nulu).

Informaci o vazbach zaneseme do soustavy rovnic takzvanou modifikaci.

2.10.1 Odebrani jednoho stupné volnosti v uzlu

Na obrazku 2.9 je zndzornén uzel m, ktery se mtize volné pohybovat ve sméru osy =z,
zatimco jeho posuv ve sméru osy y neni mozny
Plati tedy
U, = 0. (2.69)

Zatizeni F,, ptsobi v takovém ptipadé ptimo do ramu a viibec nepiisobi na téleso. ReSeni
soustavy rovnic tedy nesmi na velikosti sily F},, zaviset! Jinak fe¢eno rovnice rovnovahy
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uzlu m do sméru y ztraci na dilezitosti a miiZeme ji ze soustavy rovnic vypustit. Stejné tak
je moZné ze soustavy vypustit nezndmou v,,, protoZe jeji hodnota je znama.

Nezndméa v,, se nachdzi (u rovinné dtlohy) v matici
neznamych A v fadku Cislo 2m, rovnice rovnovihy je
C
reprezentc?vana ¢leny matice K, (a pravé strany EC)
uloZenymi taktéz v fadku 2m.

m

Fon,

Vypusténi nezndmé tedy znamend jednak jeji odstranéniz g
matice 4 , jednak ale také vypusténi vSech ¢lenti matice K,
kterymi tato nezndma byla ndsobena — to jsou ¢leny sloupce

T
¢islo 2m.

Vypusténi rovnice rovnovdhy pak odpovidd vypusténi

et e . . . Obr. 2.9: Uzel m ma zakazany
adku ¢islo 2m z matice K, i z matice E> .
C

posuv ve sméru osy y. Sila na
Vysledkem takovych tprav je modifikovand soustava, uzel m ve sméruy ( F,,,) ptisobi

kterda ma o jednu nezndmou a o jednu rovnici méné nez pfed  pfimo do rdmu a viibec neo-
modifikaci. vlivni deformace a namdéhani

. ‘ox o1 vira . télesa.
Tato tiprava zachova viechny diilezité vlastnosti soustavy o

rovnic. Matice soustavy je naddle symetrickd, pasova ($itka
pésu se nezvétsi) a ridka.

2.10.2 Logicka eliminace neznamé

Vypousténi rovnic a nezndmych pfedstavuje operaci ndro¢nou na pocitacovy ¢as. Vynechani
fadku znamena zménit indexy v3ech ¢lenti nasledujicich fadkd, totéZ je tfeba udélat se
sloupci. PouZiva se tedy misto toho logickd eliminace neznimé, kterd neméni rozmeéry ma-
tic. Soustava se nezmensuje a fesi se vlastné i nezndmé, jejichZ hodnota je zndma piedem.
Ptesto je vysledkem ¢asovy zisk.

Logickou eliminaci nezndmé v,,, provedeme tak, Ze vyplnime nulami odpovidajici fadek
a sloupec celkové tuhostni matice K. a odpovidajici fadek pravé strany E .Na diagonalu
pak zapiSeme jednicku.
Nulovanim sloupce celkové tuhostni matice vypoustime nezndmou ze vSech rovnic (bude
v nich ndsobena nulou). Nulovanim fadku vypoustime rovnici rovnovahy uzlu m do sméru
y. Zapisem jednicky na diagonélu a nuly do pravé strany nahrazujeme vypusténou rovnici
rovnovéhy rovnici
U = 0. (2.70)

Modifikovana soustava rovnic ma stejné rozméry jako nemodifikovana.

2.10.3 Vynuceny posuv uzlu

Pokud plati, Ze posuv uzlu m ma predepsanou hodnotu (napf¥. ), postupujeme obdobné

jako v predchazejicich odstavcich. Vynulujeme odpovidajici fadek a sloupec matice K. a na
diagondlu zapiSeme jednicku. Na pravou stranu pak zapiSeme do pfislusného fddku veli-
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kost predepsaného posuvu. Tim jsme vynechali nezndmou ze vSech rovnic, vynechali jsme
také odpovidajici rovnici rovnovéhy a nahradili ji rovnici

Um = 6. (2.71)

% Ptiklad - vazby

U sité ze strany 22 pfedpoklddejme, Ze celd leva hrana obdélnika je vetknutd. To znamend, Ze obé
slozky posuvil budou nulové pro uzly s ¢isly 1, 5 a 6. Témto slozkdm posuvli odpovidaji fadky a
sloupce s ¢isly 1, 2, 9, 10, 11 a 12. Provedeme modifikaci celkové tuhostni matice a pravé strany tak,
Ze v uvedenych fadcich a sloupcich K, a v fadcich E)C pfepiSeme ptivodni hodnoty nulami. Na
diagonalu K, v téchto fadcich zapiSeme jednicky. l

v

2.11 ReSeni soustavy rovnic

Odebereme-li modifikaci dostate¢ny pocet stupriti volnosti, stane se tloha feSitelnou. Jinak
fe¢eno, modifikaci zménime singuldrni matici K, na reguldrni matici K ,,,,. Matici pravé

rany F se modifikaci zménina E
strany F, se odifikaci zmé aE

Soustavu
Koo A =E (2.72)

je mozné vyiesit napt. Gaussovou eliminatni metodou. Vysledkem je matice A , ktera obsa-
c

huje posuvy v8ech uzlii. Obsahuje i posuvy uzlii, které mély pomoci modifikace pfedepsané

hodnoty posuvii. Pravé tyto hodnoty pfi feSeni museji samoziejmeé vyjit.

2.12 Deformace télesa

Nové soufadnice uzl dostaneme jednoduse tak, Ze velikosti posuvii (které jsou pro vSechny

uzly uspofadané v matici A ) pficteme k soufadnicim odpovidajicich uzli. To ndm umoZzni
c

vykresleni zdeformované sité.

9- Pf¥iklad — zobrazeni deformaci

Budeme-li fesit ptiklad ze strany 22, vyjdou posuvy uzli velmi malé ve srovnani s rozméry télesa.
Nejvétsi slozka posuvu je pouhych devét setin milimetru! Chceme-li posuvy zobrazit, musime jejich
velikost vyznamné zvétsit.

Vysledek s tisicindsobnym zvétSenim posuvii je na obrazku 2.10.

v

Obr. 2.10: Nezdeformovana a zdeformo-
vana sif. Skutetné posuvy jsou zvétsené
tisicindsobné.
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2.13 Pomeérné deformace a napéti

Pro kazdy prvek muiZeme nyni sestavit matici posuvii jeho uzlt. Staci se podivat na ¢isla
uzld, kterymi je prvek tvofen a pfislusné blokové fadky matice Al usporadat do matice A
daného prvku.

Rovnici (2.14) pak dosadime do vztahu (1.24) a dostaneme vyjadieni pomérnych defor-

maci

g=D-A-S'-A=B- 5" A (2.73)

Matice B je konstantni, matice S ~1 také. To znamen4, Ze pomérné deformace budou v celém
prvku konstantni. Dtivodem je volba linedrni aproximace posuvii, kterou jsme udélali na
zacatku. Derivovanim posuvil (vypoétem pomérnych deformaci pomoci Cauchyho vztahi)
musime pak dostat konstanty.

Napéti ziskame z pomérnych deformaci pomoci Hookova zdkona. Plati

— — -1
g=E-¢=E-B-SA 2.74)

2.14 Vysledek v prvcich a v uzlech

Metoda koneénych prvki predepisuje pouze spojitost posuvi. Pomérné deformace i napéti
vychazeji na hranicich prvka nespojité.

Vyhodnocujeme-li vysledky ziskané pomoci MKP tak, jak nam vy3ly aproximace v jednot-
livych prvcich, pracujeme s takzvanym element solution (¢esky ekvivalent tohoto zavedeného

nazvu se nepouzivd). Vykreslime-li si naptiklad element solution napéti o,, ziskame priibéh
se skoky na hranicich prvki.

Jeden uzel patti zpravidla do nékolika prvkt. Pro takovy uzel dostdvdme nékolik riznych
hodnot napéti. Nabizi se proto prohlasit za vysledek primér téchto hodnot. Vysledky
vyuzivajici primérné hodnoty v uzlech maji zavedeny ndzev nodal solution.

ProtoZe element solution neni spojité, zatimco nodal solution ano, tyto dva vysledky se
navzdjem lisi. Velikost rozdilu mezi nimi je moZné pouZit pro odhad chyby vypoctu.
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Kapitola 3

Dalsi typy prvki

3.1 Trojthelnikovy prvek se Sesti uzly

Podivejme se na trojihelnikovy prvek se Sesti uzly (viz
obr. 3.1). Miizeme tu rozlisit dva typy uzlh. Tii ze Sesti uzl
urcuji tvar prvku, zbyvajici tfi jsou umistény do stfed hran.
Uzly maji celkem dvandct stupiiti volnosti. ProtoZe aproxi-
maci posuvi uvnitf prvku chceme vyjadfit pomoci hodnot v
uzlech, znamend to, Ze pro aproximaci musime pouZit stejny
pocet konstant, jako je pocet stupiiti volnosti. ProtoZe apro-
ximujeme dvé slozky posuvu, mame pro kazdou z nich k
dispozici Sest konstant a dostdvame

U = Q1 + ok + a3y + 044902 + a5y2 + oy,

v = a7 + agx + agy + O410562 + Oélly2 + a2y,

neboli
u(z,y) = A(z,y) - o, (3.1)

kde matice bazovych funkci A o rozmérech [2 x 12] ma tvar

Obr. 3.1: Trojihelnikovy prvek
se Sesti uzly. Uzly ve vrcholech
ur¢uji tvar prvku. Uzly ve
stfedech hran slouZi ke zvySeni
fadu aproximacni funkce.

1 2y 22 y> 2y 00 0 0 0 O

Az, y) =

000 0 0 0 1=z 9y =z

2 2

Yy oy

ProtoZe aproximace plati v celém prvku, plati i v jeho uzlech, tedy
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; A,
Uj Aj
Clue | | Ay B
é_ = -g_ﬁ-g. (3.2)
U A,
ﬁm Am
ﬁn An

Matice S ma tvar

1 @ v 22 y?2 xy 0 0 0 0 0 0
0O O 0 0 0 0 1 =z oy x2 y? Tl

1oz oy af y; axy; 0 0 0 0 0 0

1 oy yx 73 Y2 apye O O 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 1z i Jiz y,% TEYk

|
I

(3.3)
1 z 9312 yl2 ziyy 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 1z y :le le 1Y

3[\3
<
3
8
3
<
3
o
o
o
o
o
o

I om Ym =

8
S

1 x, yn y% Tnyn 0 O 0 0 0 0

o 0 0o 0 0 0 1 =z yn =

3N

yTQL LnYn

Z rovnice (3.2) vyjadiime o a dosadime do (3.1). Ziskdme aproximaci vyjaddfenou pomoci
posuvii v uzlech ve tvaru

Tento tvar je shodny s rovnici (2.14). Rozdil je pouze v rozmérech a obsahu matic, které ve
vztahu figuruji. Nadale ale plati, Ze matice A obsahuje zvolené aproximaéni (bdzové) funkce
a matice S se sklddd z matic A, do nichZ jsou dosazeny soufadnice jednotlivych uzld.

Budeme-li pokrac¢ovat v tivahdch stejné jako na strané 29, dostaneme vztah pro hustotu
deformacni energie

A" (87 A(z,9)" D" E-D A(z,y) S A, (35)

N =

A(ﬂj,y) =
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kde D je matice diferencidlnich operatorti v roviné (viz (1.26))

9
5 0
9
D= =z 3.6
D 0 99 (3.6)
9 9
[0y Oz

Matice B = D - A tentokrat nebude konstantni. To je zptisobeno tim, Ze matice A obsahuje
kvadratické cleny. Matice B ma tvar

0112 0 y 000 0 0 O

B@yy=1000 0 0 0001 0 2 z |- 3.7)

001 0 2y 01 0 2x 0 y

Integraci hustoty deformaéni energie dostaneme deformacni energii prvku ve tvaru

U= / [1 : AT : (§_1)T§($,Q)T ‘E-B(z,y)- 8" é av. (3.8)

Zohlednime-li konstantni a nekonstantni matice, ziskdme definici tuhostni matice prvku v
této podobé

K=(s)" / [B(x,y)" - E-B(r,y)] 4V -5, (3.9)
V)
Integrdl matice je matice integrdlti. Integruji se jednoduché polynomy a vysledek je mozné
obecné odvodit jako funkci soufadnic uzlt ¢, j a .

ProtoZe pro deformacni energii U plati vztah

1
Uzi-gT-K-é), (3.10)

muZzeme dovodit, Ze rozméry matice K jsou [12x12]. Blokové rozméry jsou [6x6], coZ od-
povidd poctu uzld prvku. ProtoZe jde o rovinny prvek, ma kazdy blok velikost [2x2].

3.2 Ctyfstén s deseti uzly

U prostorového prvku musime ve tiech rozmérech aproximovat tfi slozky posuvu. Protoze
prvek z obrazku 3.2 mé deset uzl (kazdy se tfemi sloZkami posuvii), musime aproximaci
vytvofit tak, aby prochdzela deseti body. To odpovida aproximaci s deseti koeficienty pro
kaZzdou sloZzku posuvu

U= o1 + Q& + a3y + 42 + a5a:2 + a6y2 + 04722 + agry + agyz + oz,

v = a1 + a1t + a3y + auz + oz’ + a1y’ + airz” + awgry + awgyz + agozr,

2 2 2
W = Q2] + Q22 + a3y + a4z + Qiasx” + Qiagy” + ra7z” + QragxTy + Qragyz + 302X,
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neboli
i(z,y,2) = Az,y,2) - &, (3.11)

kde matice bazovych funkci A o rozmérech [3 x 30] ma tvar

a sloupcova matice o obsahuije tficet koeficientii a . . . ap.

Protoze vztah (3.11) plati pro cely prvek, plati i pro vSechny jeho uzly. Dosadime-li tedy
za soufadnice postupné soutfadnice uzld, dostaneme deset rovnic, které miZeme zapsat do

matice o ) L o
ﬁl A(xlay].;zl) aq Al
iz A(r2,y2, 22) a A,
— . = Q (3.12)
do| | A(@10,910,210) | |0 | Aio]
neboli
A=S-« (3.13)
odkud
o= S 1. é (3.14)
a proto
ﬁ(aj7 y7 Z) = A($7 y? Z) 'ﬁil ' é' (3'15)
Tuhostni matice prvku je definovana vztahem
K=(s)" / [B(z,y)" - E - B(x,y)]dV - S7". (3.16)

V)

a jeji blokové rozméry jsou [10x10], pficemZ bloky maji rozméry [3x3].

Obr. 3.2: Prvek ve tvaru ¢tyfsténu s deseti uzly. Tvar
prvku je urcen uzly ve vrcholech. Uzly ve stfedech
hran slouzi ke zvySeni stupné bazovych funkci.
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3.3 Sestistén

Pro prvek z obrdzku 3.3 bude rovnice (3.15) v maticové symbolice mit zcela stejny tvar.
Rozdil bude spocivat v tom, Ze matice A bude mit tfi fadky a sedesit sloupcti, matice S bude
obsahovat dvacet matic A, ... A,, nad sebou a matice A bude mit Sedesat fadkd. V matici
A budou uspofddané tyto bazové funkce:

2 2 2 3 .3 .3 2 2 2 2 2 2
Lz,y, z,2%,y°, 27,2y, yz, 22, 2°,y°, 2°, 7y, 2y~ , Yy 2,y2", 2", 20°, 2Y 2. (3.17)

Tuhostni matice bude mit blokové rozméry [20x20] s jednotlivymi bloky typu [3x3].

3.4 Shrnuti

Zobecnime-li tivahy z pfedchdzejicich odstavcti, zjistime, Ze matice A md (podle dimenze

ulohy) dva nebo tfi fadky. Pocet sloupcti je roven souc¢inu dimenze tilohy a poctu uzlt prvku.
Pocet blokovych sloupcti je roven poctu uzla prvku.

Matice S ma stejny pocet sloupcti jako matice A a pocet fadkt roven soucinu dimenze
tlohy a poctu uzlh prvku. Blokovych fadki ma matice S stejny pocet, jako prvek uzla.

Matice A md pocet faddki rovny souc¢inu dimenze tlohy a poctu uzld prvku. Pocet blo-
kovych faddkd matice A je roven poctu uzla prvku.

Tuhostni matice prvku K ma pocet fadki a sloupctli roven soucinu poctu uzlia a dimenze
ulohy. Blokovych fadki a sloupcti ma stejny pocet, jako je pocet uzla prvku.

Obr. 3.3: Prvek ve tvaru Sestisténu s dvaceti uzly.
Tvar prvku je urfen osmi uzly ve vrcholech. Uzly
ve stfedech hran slouZi ke zvyseni stupné bazovych
funkci.
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Kapitola 4

Rota¢né symetrické ulohy

Je-li dloha rotaéné symetrickd, je vyhodné této symetrie vyuzit. Pfinese to velkou tsporu
vypocetniho ¢asu bez ztraty pfesnosti vysledk.

Na obrazku 4.1 je ptiklad rotacné symetrické tlohy. Body télesa vykazuji posuvy pouze

v radidlnim (osa x) a axidlnim (osa y) sméru.

Osovy posuv v zplisobi osovou pomérnou

deformaci stejnym zptisobem, jaky jsme popisovali v kapitole 1.2.1. Plati tedy

0

€y

= iyv.

(4.1)

Podobné pro radidlni pomérnou deformaci a pro zkos plati vztahy
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Obr. 4.1: Priklad rota¢né symetrické tlohy. Pri
radidlnim posuvu u vznikne nejen radidlni
pomérnd deformace ¢,, ale zméni se také ob-
vod carkované zndzornéné kruZnice. Vznikne
tak te¢nd pomérnda deformace ¢;. Dvé slozky po-
suvu v a v zplsobi vznik ¢ty sloZzek pomérné
deformace - &5, &, & a 7y, Matice di-
ferencidlnich operatort proto bude mit dva
sloupce a ¢tyfi fadky. Znadzornény prvek neni
rovinny, ale jedna se o torus vytvofeny rotaci
trojuhelniku.



€0 = 5 U
0 +£
Ty 8yu o

Radialni posuv u zptisobi také zménu délky pfislusného kruhového vldkna — viz obr. 4.1.

To odpovida te¢né pomérné deformaci a pro ni plati

Ao 2n(z+u)—2mz

€t

u
) o2nx x

Uvedené ¢tyti vztahy piepiSeme do maticové formy

- - r a T
Ex 97 0
0
ey | 0 3y u
€t l 0 v
T
9 9
[Ty | 0y Oz |

U rota¢né symetrické dlohy ma proto matice diferencidlnich operatorti tvar

i)
%0
0 5
Qzly
- 0
X
9 9
|y Oz

(4.2)

(4.3)

(4.4)

Ctyfem slozkdm pomérné deformace odpovidaji ¢tyti slozky napéti o, oy, 0, 7y Hookliv

zékon v maticové podobé je

g=E-¢

Matici elastickych koeficienti uvedeme bez odvozeni, jeji tvar je

1—p W 0
E
E = -
T[N B
1-2
0 0 a
L J7—

(4.5)

(4.6)



Tuhostni matice prvku vznikne integraci hustoty deformacni energie pres cely objem
prvku. Rovinny prvek na obrazku 4.1 pfedstavuje toroid, coz musime pfi integrovani zo-
hlednit.

K2 [[(s)" B" B B-57 ] dudy (47)
(9)

Matice B pro trojahelnikovy prvek se tfemi uzly ma tvar

B=D- A
v -
%0
0
:O((Ty 1 2z y 00 0
l0 0 001z vy
T
9 9
dy Oz |

@)
—_
ja)
jan)
o
@)

00000 1
B
=1 Y% 90900
T X
001010
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Kapitola 5

Prutové soustavy s tuhymi stycniky

Zatneme s pfedstavou prutu, ktery je v jednom uzlu vetknuty. Prut je zatiZen:

e silou /' a momentem M na volném konci;
¢ spojité rozloZzenou (konstantni) silou ¢ a spojité rozloZzenym (konstantnim) momentem
m po celé délce;

e zménou teploty AT

Prut se zdeformuje a volny uzel se posune o @ anatocio .

5.1 ZatiZeni na konci prutu

Méjme prut na jednom konci vetknuty - viz obrazek 5.1. Uzel m zatiZime silou a momentem.
Prut se bude deformovat a vysledkem bude posuv ,, a nato¢eni ,,, bodu m.

Obr. 5.1: Nahote: Prut s jednim volnym (m) a jednim
vetknutym (n) uzlem. Z uzlu m ptisobi na prut sila
ﬁm a moment M m. Prut se zdeformuje, coz se v
uzlu m projevi posuvem ,, a nato¢enim ¢,,,.

Dole: Smérové tihly prutu.
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Zaved me matici zobecnénych sil z uzlu m na prut mn

Fo_ _ (5.1)

=,
5

a matici zobecnénych posuvii uzlu m

Py

Pz

- -m

Piedpoklddejme, Ze zobecnéné posuvy jsou malé. Plati-li Hookv zdkon, bude deformace
pfimo imérna zatiZeni. To vyjaddiime vztahem
u = B - F (5.3)

=mn %m7

kde matice B vyjadfuje poddajnost prutu. Odvozeni matice B ukaZeme v ¢asti 5.5 na
strané 63.

5.2 Spojité zatizeni prutu

Predpoklddejme, Ze prut je po celé své délce zatizen konstantnim spojitym zatiZenim ¢
a konstantnim spojitym momentem 17 . Uspofdddame je do matice zobecnénych spojitych
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zatiZzeni

4z

dy

2y

qz
q = = . (5.4)

m My

my

my
- - mn

Podobné jako v minulé ¢4sti — i zde za pfedpokladu malych deformaci a platnosti Hookova
zékona bude vztah mezi zatiZenim a deformaci linedrni. Zobecnéné deformace vyjadiime
zapisem.

u o= C.n- q - (5.5)

mn

5.3 Zmeéna teploty

Nyni ovlivnime prut jesté zménou teploty AT;,,,. Prut zméni svou délku o
Alyn = ol ATy (5.6)

Uzel m se posune proti sméru vektoru mr, o Al. Vektor posuvu uzlu m proto dostaneme jako
soucin jednotkového vektoru -mto a hodnoty Al,,,:

cos(a)
im = = | cos(az) | * @ lmn Almn. (5.7)
cos(ag)

- -mn

SloZzky natoceni jsou nulové, takZe pro zobecnéné posuvy dostaneme

cos(a)
cos(az)

cos(as)

mn
0
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kde

cos(a)
cos(ag)

cos(as)

o =-a Lo, - . (5.9)

5.4 Vysledné zobecnéné posuvy zptisobené zatizenim

Na redlny prut mohou piisobit vSechna zatiZeni z pfedchozich odstavch soucasné. Celkové
zobecnéné deformace jsou pak sou¢tem zobecnénych deformaci od osamélého zatiZeni, spo-
jitého zatiZeni a zmény teploty:

O B, Em +C,., - + [ AT n. (5.10)

q
5.5 Stanoveni matice B
Matice B pfifazuje k plisobicim zobecnénym sildm odpovidajici posuvy podle vztahu

u =B, E . (5.11)

Ve slozkové podobé m4 vztah tvar!

u bir b2 biz bia bis bie F,
v ba1 b2 b2g Doy bos bog F,
w b31 b3z b3z b3s b3s b3s F,
_ . . (5.12)
Oz bsr bao baz bas bas bus M,
Oy bs1 bs2 bs3 bss bss bsg M,
| 2 | _b61 be2 be3 besa bes b66_ _M 2|

Zvétsovani hodnot v matici B vede k ristu sloZek u, takZe se jedna o matici poddajnosti.

'Pro jednoduchost budeme ve zbytku této kapitoly vynechavat indexy m a mn.
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Ze slozkového zapisu je zfejmé, Ze napf. ¢len b3y predstavuje piispévek sily F, k veli-

kosti posuvu w, ¢len bys piedstavuje piispévek momentu M, k velikosti posuvu v, ¢len bgy

pfedstavuje pfispévek momentu M, k velikosti natoceni ¢, a podobné.

5.5.1 Lokalni soustava soufadnic {¢, 7, (}

Vypocty provedeme v lokdlni soustavé soufadnic s bézi
{€0:770:Co}. Osa € mi¥i ve sméru prutu mn, jednd se tak
vlastné o jednotkovy vektor mny. Osu 7 sestrojime jako kol-
mici k ose £ a ose z. Osa ( bude kolma k £ a 7.

Plati tedy
cos(aq)
€0 = |cos(ag)| - (5.13) Obr. 52
lokalni
COS(Ctg) {§>77ac}
Vektor 7y je kolmy k vektorim 56 ai.Protoze ale i a SB
obecné na sebe nejsou kolmé, ziskdme vektor 79 normalizaci
soudinu i x &o:
L 1 x&o
o = = = -
”L X &)‘
Vektorovy soudin i x £o mé tvar
i J k 0
i X & = 1 0 0 = | —cos(as)
cos(ap) cos(ag) cos(ag) cos(ag)

{0,770, Co}

soufadnic

(5.14)

(5.15)

ProtoZe a; je smérovy thel a plati a; € (0, ), plati také sin(a;) > 0. Proto | sin(aq )| = sin(a;)

a dostaneme

|7 x &| = v/cos?(a3) + cos?(ag) = /1 — cos?(a) = 1/sin?(ay) = |sin(ay)| = sin(a). (5.16)

Vektor 77, mé tedy tvar

_cos(ag)
sin(aq)
cos(az)

=
I

| sin(aq) |
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Nakonec uréime vektor (:

Co =& X 1o = |cos(a1) cos(ag)  cos(as

cos(ag) cos(az

0 sn(a1)  sin(ar)
cos?(arg) + cos?(as) [ 1-cos*(an) ] [ sin®(a) ]
sin(a) sin(ay) sin(ov )
= —W = | —cotg(ai) cos(az) | = |—cotg(ai) cos(az)
_ COS(;L)(ZZS)(O‘?’) | | —cotg(ar)cos(az) | | —cotg(ar)cos(as)|
_ sin(ay) -
= | —cotg(ay) cos(az)
| —cotg(an) cos(az)

5.5.2 Prvni sloupec matice B

Prvni sloupecek matice B pfedstavuje tii slozky posuvii a

tfi slozky natoceni zptisobené silou F. Gog 7o
Nechme na prut v uzlu m pisobit silu F, = [F,,0,0]T -

viz obrazek 5.3. Tato sila bude mit do os {¢, 7, (} slozky F, . &
P = Fo-& = Fycos(ay),
Fy, = Fy- 1o =0, Obr. 53: Sila F, ma do os
Fy, = £, C—’ F,sin(aq). lokdlni soustavy soufadnic

slozky [Fy,, Iy, Fr ).
Pohled na obrazek 5.3 ¥ik4, Ze sila Fy, pusobi na prut tla-

Fu l <
kem. Zptisobi tedy zménu délky prutu o & . Konec prutu se posune ve sméru osy ¢ a vektor
posunuti tedy bude

cos(aq)

o F..l - F, cos(a)l

UFp, = EfS‘ &0 = Eél) cos(ag) | - (5.18)
cos(ag)

Natoceni zptisobena silou F, . budou nulova, taze

65



r. = |o| - (5.19)

0

Slozka F;, zptsobi v uzlu posuv do sméru 7 a pootoceni kolem osy (. Protoze vsak F,, =
0, budou i posuv i nato¢eni rovné nule a nulové budou i odpovidajici vektory:

0

Slozka F;, zptisobi v uzlu posuv do sméru ¢ a pootoceni kolem osy 7. Posuv je roven

3 P . s e . . v ce 4o x : FI3
prihybu nosniku se silou na konci (jednoduchym vypoctem zjistime, Ze se to rovna zz7-),

3 v . s 12 P . . 2
zatimco natoceni odpovidd sklonu nosniku se silou na konci (tedy %). Dostaneme tak
o

sin(aq) sin?(ay)
. Fp P~ Fysin(a)l? F.l3
UFy, = 3EJ, °°T T 3EJ, —cotg(aq) cos(ag) | = 3EJ, —cos(ay) cos(ag) |
—cotg(aq) cos(ag) — cos(ay) cos(as)
0 0
R F;;;CZ2 L5 sin(aq)I? | _cos(as) | _ F,I? '
Y oh A Vo) A sin(a) |~ 2B, | cos(as)
cos(az)
| sin(aq) L COS(a2)_
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Se¢teme nyni vektory posuvt zptisobené silami F,, Fy, a Fi,

cos(aq) sin?(ayq)
. . . . F.l | cos(ay) 12
Up, =Up, tUp,, TUF, = E o |cos(az) + 37 —cos(aq) cos(ag) | | - (5:20)
cos(ag) —cos(ay) cos(as)
Soucet vektord nato¢eni bude
0
bp =@ ) 5y = Lal 5.21
(pF.IL‘ - SDFTé + SOFTW + SOF@C - QEJO ' —COS(O(g) . ( . )
cos(ag)

Protoze prvni sloupec matice B pfedstavuji posuvy a natoceni zptisobené jednotkou silou
F,, dostaneme

[ ] lcos?(ar) = I3sin?(ay)
bu ES 3EJ,

Lcos(a1) cos(az) 13 cos(ay) cos(an)
b21 ES 3EJ,
. Lcos(a1) cos(az) 13 cos(ar) cos(as)

E<1> = 31 — ES 3EJO . (522)
ba 0
b B 12 cos(ag)
o 2B,
12 cos(arg)

b L)
| 2E.J, ]

5.5.3 Pusobenisil F a F,

Analogickym zptisobem postupujeme u sil Fy a F.. Nejprve uréime jejich slozky do os
lokélni soustavy soufadnic a pak pouZijeme vztahy zndmé ze zakladnich kurzii Pruznosti a
pevnosti. Ziskdme tak druhy a tfeti sloupec matice B.

5.5.4 Puasobeni momenta M, M, a M,

Vypoctéme napiiklad paty sloupec matice B, ktery predstavu]e zobecnéné posuvy
zptisobené momentem M, Nejprve uréime slozky vektoru M, = [0, M,, 0] do os lokalni
soustavy soufadnic:

My, = 5 = M, cos(a),
- cos(ag)
M, =M = - 2
Yn Y 0 Y sin(oq)’ (5 3)
M, = My Co = — M, cotg(a) cos(az).
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Jak vidime z obrazku 5.4, moment M, zptisobi zkrouceni prutu a tedy pootoceni jeho
konce kolem osy ¢ o 2L, zatimco jim zptisobené posuvy budou nulové:
GJp

0
’LL]\4yE = O 5

0

Myl ~ M, cos(az)l
Puye = GJ 0T TG,

M?JC Myn
(5.24) 7Z My,
M,

cos(aq)

slozky [M,, M, , M,,
cos(ag)| - (5:25) ‘

cos(as)

Obr. 5.4: Moment M, a jeho

Moment M,, zptisobi natoceni kolem osy 7 a posuv ve sméru osy (. Velikost natoceni od-

povida sklonu konce vetknutého nosniku s osamélym ohybovym momentem na konci a ma

Vehkost

konci. ]eho Vehkost je A J Plati tedy

sin(a)
Mynl2 _ M e
tng,, = 2EJ, 2EJ, —cotg(ay ) cos(az)
—cotg(aq ) cos(as)
—cos(ay)
My 1% | cos(aq) cos(az) cos(as)

2EJ,

cos(aq) cos?(az)

sin?(ay)

sin?(ay)
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0
o1 ceste)
- ypl Y sin(ay) cos(ag)
My, = gy, 0T TR, ~sin(ar)
cos(ag)
| sin(aq)
0
Myl cos?(a3)
T EJ, sin®(ay)
_ cos(ag) cos(as)
i sin?(a1) |

(5.27)

Moment M, zptsobi natoéeni kolem osy ¢ a posuv ve sméru osy 7. Velikost natoceni je

Ml

. posuv ma velikost 24 T J

'770:

—M, cotg(aq) cos(az)l

2EJ,

0

cos(aq ) cos(az) cos(ag)

=

sin?(ay)
_ cos(ar) cos?(an)

i sin2(a1) i

EJ,

— cos(aq) cos(az)
cotg?(ay) cos? (o)

) cos(a) cos(as)

cotg?(aq
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—M,, cotg(a ) cos(az)l

2

cos(as)

sin(aq

a2

—~
~— —

COS

sin(a) |

sin(ay)
—cotg(aq) cos(ag)

—cotg(aq) cos(ag)

(5.28)

(5.29)



Setteme jednotlivé vektory posunuti a dostaneme posunuti zptisobeny momentem M, :

Unt, = Uy,

+ Uny, + U,

0 —cos(a) 0
My 1% | cos(aq) cos(as) cos(as) My, 1? | cos(aq) cos(az) cos(as)
(ot 2EJ, sin?(av) + 2EJ, sin?(a)
0 cos(aq) cos?(az) _ cos(az) cos?(ap)
L | sin?(a) i L sin?(a) i
[ cos(a) |
2
My 1% | cos(aq) cos(az) cos(as)
T EJ, sin?(aq)
cos(aq) cos?(ag)
sin?(avy) i

Podobné naloZime s vektory natoceni:

Pm, = fMyE +

P, T Pum, )

cos(a) cos(a)

cos?(ag)

cos(ag) cos(ag)

Paty sloupec matice B ma tvar

bis
bas
bss
bas

bss

bes

~ cos(az) cos(as)
sin?(ay)

- EJ,
12 cos(aq) cos(aw) cos(az)

— cos(aq) cos(az)
cos?(a3)

—5 + cotg?®(ay) cos®(ag)
sin” (o)

+ cotg?(ay) cos(a) cos(as)

12 cos(ay)

2

EJ,
l2

sin? (o)

cos(aq) cos?(a3)

EJ,

—— COS

GJ,

l
aJ, cos?(an) +

(1) cos(ag) — 7

I [cos?(as)
EJ,

sin? (o)

- cos(aq) cos(ag)

in? (o) + cotg? (1) cos? (ag)>

l

—— COS

_GJP

(ag) cos(ag) +

EJ,
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(cotg2 (a1) cos(ag) cos(as) —

2

(1)

sin

cos(ag) cos(as)

)




5.5.5 Vysledny tvar matice B

Jak jsme ukdzali vySe, mtizeme po jednotlivych sloupcich odvodit celou matici B.

Vysledny tvar matice B neni zdaleka tak nepiehledny, jak by se mohlo z pfedchazejicich
odstavcti zd4t. Zaved'me nejprve matice

sin?(a) —cos(aq) cos(ag) — cos(ay)cos(as)
81 = | —cos(az) cos(a) sin?(a) — cos(ag) cos(ag) | (5.30)
- cos(ag) cos(ag) — cos(as) cos(ag) sin?(as) ]

cos?(ay) cos(aq) cos(az) cos(aq) cos(ag)
Sy = |cos(ay) cos(as) cos? (o) cos(ag) cos(as) | » (5.31)

_COS(()ég) cos(a1) cos(ag) cos(ag) cos?(a3) ]

0 —cos(as)  cos(az)
S3=| cos(as) 0 —cos(ay) | - (5.32)
- cos(az) cos(aq) 0 ]

S jejich uzitim mtiZeme matici B stru¢né a piehledné vyjadfit ve tvaru

I3 l 12

3EJ0 1T s S 2FJ, 'S5
B = . (5.33)
? ST L S +L S
2BJ, = EJ, 7' GJ, TP

S ohledem na to, Ze matice S; a S, jsou symetrické snadno nahlédneme, Ze i matice B je
symetrickd.

5.5.6 Vliv posouvajicich sil

Pfi odvozeni matice B jsme pfedpoklddali, Ze je prut stihly. Mohli jsme tak pouZit vztahy
pro stihlé nosniky, které zndme ze zdkladnich kurzt pruZnosti a pevnosti. Pokud prut stihly
nebude, projevi se na jeho deformacich i zkos, ktery je zptisobeny smykovym napétim a
souvisi tedy s posouvajici silou. Vzhledem k tomu, Ze tato problematika je pomérné sloZit4,
v zékladu PP se nepfednasi.
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Vezmeme-li zkos v tivahu, dostaneme matici B v ponékud jiné podobé:

iwpi S +L S e S
3EJo GS) =t ES 2 2EJ, =3
B = , (5.34)
r ST L S +L S
2EJ, = EJ, =t GJ, TP

kde ® je takzvany Zuravského koeficient. Tento soucinitel zohledtiuje fakt, Ze smykové napéti
neni po plose fezu nosnikem rozloZeno rovnomérné. Odvozeni Zuravského soucinitele je
nad rdmec toho textu.

Je zfejmé, Ze matice B zlistava i s pfihlédnutim k vlivu smykovych napéti stale symetricka.
5.6 Stanoveni matice C

Ke stanoveni matice C se pouZije postup analogicky tomu, ktery jsme pouZili pro nalezeni
matice B. Matice C je podobné jako matice B symetricka.

14 12 B oor
367, 21T 2gs 2 6E7, 3
C= : (5.35)
l3 s 12 . l2 s
6EJ, ~° 2EJ, 21T aqy, 2
S uvazovanim zkosti zptisobenych smykovymi napétimi pak plati
4 12 12 &
d—— )-8 +-5-8 . 8%
<8EJ0 * 2GS> 21+ opg 2 6EJ, ~°
C= : (5.36)
P s st
6EJ, =° 2EJ, 21T aGy, 2

5.7 Zobecnéné posuvy zptisobené druhym uzlem

Ve skutec¢nych prutovych soustavach neni uzel n obvykle vetknuty. Byva to sty¢nik, kterym
jsou pfipojené dalsi pruty. To znamend, Ze uzel n mé néjaké vlastni zobecnéné posuvy u .
Tyto zobecnéné posuvy se projevi i na druhém konci prutu. Pfedpoklddejme, Ze tento vliv
miiZzeme linearizovat (neboli slozky zobecnénych posuvi uzlu n jsou malé), takZe miizeme
zapsat

u = TW, . Y . (5.37)

Matici ﬂ:ﬁm nazveme transformacni matice posuvii.
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5.7.1 Transformaéni matice posuva T

Zapisme si vztah (5.37) ve sloZkdch. Dostaneme

- u - -t11 tig ti3 tia
v lo1 taz 123 to4
wil t31 132 133 t34
Pz tar lag taz taa
Py ts1 ts2 53 tsq
©z le1 le2 tez tes

L7, L

15 t16- - u -
los  t26 v
35 136 w
tas  lag Pz
ts5 156 Py
les  les ©z
dmn LT

Napft. t11 je tedy posuv uzlu m do sméru = zptsobeny z-ovym posuvem v uzlu n; t34 je

posuv uzlu m do sméru z zptisobeny z-ovym pooto¢enim v uzlu n; ¢5¢ je pootoceni uzlu m

kolem osy y zptisobené z-ovym pootocenim v uzlu n atd.

Predstavme si nejprve, Ze plati

Up = 17 Qpnz = 07
0 =0, pu, =0, (5.39)
wn = 07 @nz = 07

coz odpovida tomu, Ze se uzel n pouze posune
ve sméru osy z. Je evidentni, Ze tento posuv se
projevi stejnym posuvem uzlu m:

Un = 1-up, ©m, =0,

Um — 07 (pmz = O7 (539)

Wy, = 0, ©m, = 0.

Prvni sloupec transformaéni matice posuvi ma
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Obr. 5.5: Transformacni matice posuvi
(w) . <
T,",,, transformuje zobecnéné posuvy z

uzlu n do uzlu m.



proto tvar

to1

t31

t41

t51

te1

0

(5.40)

Podobnymi tivahami zjistime, Ze ve druhém sloupci matice T sebude jednic¢ka nachédzet

ve druhém fadku a ve tfetim sloupci bude jedni¢ka v fadku ¢islo tfi. Ziskali jsme tak celou

levou polovinu matice:

to1
t31
ty

t51

te1

12 t13_
oo 123
32 133
lag 143
ls2 153
te2  le3

0

0

0

0

(5.41)

Pfedstavme si nyni, Ze se uzel n (a cely prut s nim) pootoci o ¢,,. Uzel m se pootoci o
stejny tthel kolem téZe osy (), zatimco pootoceni kolem zbyvajicich os bude nulové. Uzel m

se také posune se v roviné yz, zatimco jeho z-ovy posuv bude roven nule.

Podobné tvahy mtzeme zopakovat pro pootoceni ¢, a ¢,,. Vyplyva z nich, Ze pravy

dolni roh transformac¢ni matice posuvti bude obsahovat jedni¢ky na diagonale a nuly mimo

diagondlu
taq

t54

te4

tas  tag
ts5 56
tes  les

a pravy horni roh obsahuje na diagonéle nuly
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t14 = to5 = t36 = 0.

(5.42)

(5.43)



Pohled na pfipad a) z obrdzku 5.6 napovi, Ze pootoceni ¢,,, zptisobi posuv ve sméru y o
l.¢pn, aposuv ve sméru z 0 —lypp, .

Z pohledu b) stanovime, Ze pootocenim o ¢,,, dostaneme posuv ve sméru x 0 —l.¢,, a

posuv ve sméru z 0 lzp,,-

Pootocent ¢y, (viz primét c) v obrdzku 5.6) zplisobi posuv ve sméru y o —l,¢,, a posuv
ve smeru x 0 lypy, .

MtiZzeme tak sestavit celou matici transformace posuvi ve tvaru

1

0 0 0 -,
1 0 +I, 0
0 1 -l +l,
0 O 1 0
0 0 0 1
0 0 0 0
Yy
&Oﬂz,
ly
m
L.
<)
Y
***** -1
‘ SOTLZ
I, ;
! xZ
m 1
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(5.44)

Obr. 5.6: Prut mn trans-
formujici jednotlivé slozky
natoCeni uzlu n na slozky
posuvll uzlu m. Piipady a)
az c) predstavuji primeéty do
rovin yz, zx a xy.



5.8 Zobecnéné posuvy uzlu m

Uzel m zméni svou polohu v dtisledku deformace prutu (za niZ zodpovidaji zatiZeni prutu
E , q a AT, a matice B,,,,,, C,,.,, a gmn).

Kromé toho se v uzlu m projevi i transformované posuvy uzlu n v podobé vztahu
T4, - u . Vsechny tyto vlivy je nutné seéist — dostdvame tak kompletni vztah pro zo-
becnéné posuvy uzlu m:

W =By B +Chppq o AT+ T, (5.45)

5.9 Rovnice rovnovihy uzlu m

Ze vztahu (5.45) vyjadiime zobecnéné sily Em " n
5 2

E =Bo(u, ~Cug —oa -Alu,-TW, u ).

Jsou to zobecnéné sily, kterymi uzel m ptisobi na prut. Z prutu
na uzel pusobi (podle zdkona akce a reakce) stejné velké sily
opacného sméru. n3
n4
ProtoZe uzel m je zpravidla spojem z nékolika dal3imi sou-

sedy (viz obrazek 5.7), oznacime pocet jeho sousedti s,,. Sou-
Obr. 5.7: Uzel m s péti

sedni uzly pak oznaéime ni, ng, ..., ns,,. Soucet vech sil z
sousedy.

wev s

prutti na uzel spolu s vnéjsi silou na uzel musi pro rovnovahu
dat nulu:

Sm

ext _ L _ : _ : ) -

K ’El [anz (gm Com, -4~ ATmn; — Tm gn)] =0.
1=

Vsechny ¢leny obsahujici posuvy nechdme na levé strané rovnice, ostatni ¢leny prevedeme
doprava

. T S [g . : : st
<; mnb> g’rm Z [ﬁm"z I”L—'m gnj - ; |:Emn, <anL gmni + gmnl A,T'mnl):| + E;m
(5.47)
Ziskali jsme tak zcela obecnou rovnici rovnovahy uzlu m.
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% Pfiklad - prutova soustava se ¢tyfmi pruty (bez pouziti tuhostnich matic)

Na obrazku 5.8 je prutova soustava. Uréime posuvy jejich uzlii. Budeme pfedpoklddat, Ze zndme
soufadnice vSech uzlti, vSechna zatiZeni, materidlové konstanty a prafezové charakteristiky vSech
prutt. ZapiSeme pak pro kazdy uzel rovnici rovnovéhy podle vztahu (5.47).

Nejprve zavedeme zobecnéna zatiZeni

Uzel ¢. 1

Tabulka shrnuje informace o uzlu &. 1 - tj. zatiZeni uzlu, pocet jeho sousedii a zatiZeni ptilehlych
prutt.

Uzelm=1

Zatizeni uzlu

Sousedi uzlu

s1=1, n; ={2}

Pruty
Veli¢ina 12
q 0
i 0
AT 0

Obr. 5.8: Prutovd soustava je tvofena ¢tyfmi styéniky
a ¢tyfmi pruty. Sty¢nik ¢. 1 je vetknuty, na sty¢nik ¢. 4
plisobi sila a moment. Prut 34 je ohfaty o AT a na prut
23 plisobi spojité rozloZena sila a spojité rozloZeny mo-
ment. (Vektory g3 a ¢b3 samoziejmé nejsou kolmé k
= prutu 23.)
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Rovnice (5.47) bude mit tvar
By -u — By Ty, u, = 0. (5.48)

Uzel ¢. 2

Tabulka shrnuje informace o uzlu ¢. 2 - tj. zatiZeni uzlu, pocet jeho sousedil a zatiZeni pfilehlych

pruta.

Uzelm =2

Zatizeni uzlu

Sousedi uzlu

s9 =3, n; =1{1,3,4}

Pruty
Veli¢ina | 21 23 | 24
q 0 | G| 0
m 0 | gz | O
AT 0] 0 [0

Rovnice (5.47) bude mit tvar
(B + Byl +B3)) - w, — (B Ty w + By T, w + By T, w ) =By Oy q
(5.49)

Uzel ¢. 3

Tabulka shrnuje informace o uzlu ¢. 3 - tj. zatiZeni uzlu, pocet jeho sousedti a zatizeni pfilehlych

prutd.
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Rovnice (5.47) bude mit tvar

(B + Bil) -, — (B 1)

Uzel ¢. 4

u)

Uzelm =3

Zatizeni uzlu

—ext — o —
F, =0, My =0

Sousedi uzlu

S3 = 2, n; = {2,4}

Pruty
Veli¢ina | 32 34
G || O
m ez | 0
AT 0 ATz,

3" 32 +E§41 24(111)}3 . 34) — E;Ql .Q32 . gzg +E§41 . g34 . AT34'

(5.50)

Tabulka shrnuje informace o uzlu ¢. 4 - tj. zatiZeni uzlu, pocet jeho sousedii a zatiZeni ptilehlych

prutt.

Rovnice (5.47) bude mit tvar

(Bi

+By) P (EZ; T, w, +By T

Uzelm =4

Zatizeni uzlu

4

—F4, MCZEt:M4

Sousedi uzlu

S4 = 2, n; = {2,3}

Pruty
Veli¢ina | 42 43
q 0 0
1 0 0
AT 0 ATsy

(u)
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) =By - X3 ATz + E,

(5.51)



Rovnice (5.48) az (5.51) uspofddame do soustavy

-1
B,

—1
_§21 TE1-2

(=)

(=}

Modifikace

-1
B,

T

(u)

—1 -1 —1 -1
(221 +§23 +§24) _Egg .

—1
—B;,

—1
7242

-T

T

251 0 0
Ty, -By T,

s (B +BR)  -B3 TV,

. BT, (B +By)

u, s

Yoo By Cay- s
X, By, Cay - q,.

, By o, - ATz +

+ §3T41 &y ATsq

Vetknuti uzlu ¢. 1 odpovidd tomu, Ze prvnich Sest nezndmych bude rovno nule. To se v soustavé
projevi tim, Ze namisto matice B}, na diagonéle bude jednotkové matice I a sou¢iny —B1, - T, z

prvniho blokového fadku a sloupce budou nahrazeny nulovymi maticemi.

Modifikovana soustava rovnic mé tady tvar.

I

0

0 B3,

0 —By,
v

0

-TYY,

Ty,

0

(B3 + B3 + B3l) By Ty,

(Bsy + Bsy)

-Bj Ty,

*2541 ! 15122
T8,

(5221 + 5231)
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1%

-1
By -

B, - «. ATz +

Caz gzs + 53_41 T AT

E,




5.10 Tuhostni matice prutu

Sestaveni rovnic rovnovéhy vyse uvedenym zptisobem je mozné, neni ale praktické. Pro
kazdy prut mn toti? musime znat jeho matici B, ale téZ jeho matici B,, . Stejné musime
urdit matici IS#)_W 1 matici Iﬁ;ﬁm Kazdy prut se tak vlastné zpracovava dvakrat. Poprvé,
kdyz sestavujeme rovnici rovnovahy jednoho jeho uzlu, podruhé pii sestavovéni rovnice
rovnovéhy druhého uzlu.

vvvvvv

stavy sestavovat z jednotlivych tuhostnich matic prutd, jak jsme se to naucili v kapitole 2.7.

Nejprve si zavedeme pojem transformacni matice sil.

5.10.1 Transformaéni matice sil 77

Pfedpokléddejme, Ze z uzlu m ptisobi na prut zobecnénd sila F, .Stanovime, jaké zobecnéné
m
sily plisobi na druhém konci prutu — z prutu na uzel n.

Zaved me linedrni vztah mezi silami v uzlech

E =T\, F . (5.52)

. (F PSP . x
Matici T}, nazveme transformacni matici sil z uzlu m do uzlu n. Posledni vztah zapiSeme

Obr. 5.9: Transformad¢ni matice sil T\, transfor-
muje zobecnéné sily z uzlu m do uzlu n.
Vstupem jsou sily z uzlu m na prut mn, vystupem

sily z prutu mn na uzel n.
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ve slozkéch.

F, t11 ti2 t13 tia tis tie F,
F, to1 to2 taoz tag tos tog F,
F, 131 132 133 l34 135 136 F,
- . . (5.53)
M, ta1 tao t43 Tag ta5 a6 M,
M, t51 ts2 ts53 tsa tss s M,
M, te1 te2 te3 tea tes lee M,
- -n - = - -m

Vidime, Ze napiiklad ¢1; je sila na uzel n do sméru x zptisobend z-ovou silou z uzlu m; t2 je
sila na uzel n do sméru y zptisobena z-ovou silou z uzlu m; t55 je moment na uzel n kolem
osy y zplisobeny z-ovym momentem z uzlu m atd.

Je ziejmé, Ze ptisobi-li v uzlu m sila F,;, musi ve druhém uzlu byt reakce —F,.. Reakce je

zN 2

sila z uzlu na prut, sila z prutu na uzel je +F;.. Sila se tedy pfenasi beze zmény. Stejnd tivaha
plati i pro zbyvajici dvé sloZzky sily. To znamenad, Ze prvni tii diagondlni ¢leny matice .,
jsou rovny jedné:

ti1 = tog = t33 = 1. (5.54)

z N~z z v~z

Sila F,, nevyvola zadné silové reakce do smérti y a 2z, podobné jako F;,, nevyvola Zadné
silové reakce do smérti = a z a F},, nevyvola Zddné silové reakce do smérti x a y. Levy horni
. F .
roh matice I&Ln ma tedy tvar

tll t12 t13 1 0 0
to1 tog to3| = [0 1 Of - (5.55)
t31 t32 133 0 0 1

Vektor monentu M,,, zptsobi stejny moment na druhém konci prutu, zatimco sily v uzlu
n budou nulové. Plati tedy

8 8 8 8 8

SEmmm
SEEFFF

8

Analogické tvahy plati pro momenty M,,, a M,,,. Dostaneme tak c¢tvrty, paty a Sesty

sloupec matice Igflm
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-t14 t15 t16- -0 0 O-
tog tos o6 0 00
t34 135 136 0 0 0
tas tas tlae 100
tsa 155 56 010
[tea Tes oo | _0 0 1_

Nakresleme si pohled do roviny yz proti sméru sily F;,,, -
viz obrazek 5.10. Je zfejmé, Ze sila F},,, mifici k pozorovateli
zptisobi v uzlu n nenulové momenty M,, a M,_, zatimco
moment M, bude nulovy.

Dostavame vztahy

M,, =0,

=

Ny — _me . lm

M,, = +Fn, 'ly

a tedy
t41 0
ts1| = | =1 - (5.57)
t61 +ly

Analogicky stanovime velikosti momentt zptisobené silou
Fy,, —viz obrazek 5.11.

Dostaneme vztahy

t4o +1,
tso | = 0
t62 _lx
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(5.56)
My, y
M,
ly
L
z m F’mz

Obr. 510: Sila F,, mif z
nékresny smérem k pozorova-
teli. Tato sila zptisobi v uzlu n
momenty okolo os y' resp y a
z' resp. z. S ohledem na sméry
os plati M,,, = —F,, 1. a
M, = Fp, -l,. ProtoZe je sila
F, rovnobézné s osou z, plati

m. = 0.

(5.58)



Stejné bychom postupovali i se silou F},,, a dostali bychom

t43 —ly
tes| = 41, | - (5.59)

Kombinaci vztahtt (5.55) az (5.59) dostaneme trans-

. e (F
formacdni matici sil Iﬁnlm ve tvaru

l

T, = . (5.60)

Obr. 511: Sila F,,6 mii z
ndkresny smérem k pozoro-
vateli. Plati M,, = F, - L2
M,, = —Fy, lzaM,, =0.

-l 0 +t, 0 1 0

+l, =l 0 0 0 1

Srovnénim se vztahem (5.44) pro transforma¢ni matici po-

suvi Igfim shleddame, Ze plati

T, = (L(;im)T . (5.61)

5.10.2 Sestaveni tuhostni matice prutu

Zavedme oznaceni E" pro zobecnéné sily z uzlu m na prut, které jsou zpusobeny zo-
. —m
becnénymi posuvy uzlu n.
Vratime se k rovnici (5.46). ProtoZe se ted budeme zabyvat pouze silami, které jsou
zpusobené posuvy, tak ¢leny obsahujici zobecnéna zatiZeni (sily, spojitd zatizeni a AT) vy-
pustime:

— B-L. _plu) .
neboli
E =B, u -B, T, u. (5.63)
Fm Fn
Tedy

@ o (5.64)



Podobné miiZeme zapsat silu na uzel n:

E, =+ E]. 65

. " oy . . F .
Sily E s pouZzitim transformac¢ni matice sil ﬂnin transformujeme do uzlu n. Trans-
m

formad¢ni matice tak, jak jsme ji odvodili, ndm d4 sily z prutu na uzel. Né&s vSak zajimaji
sily z uzlu na prut, proto je nutné pfipojit jesté znaménko minus:

E =-TW,  E =T, (B w ~B.) T, u ). (566
Pro silu E)’: tak mizeme napsat
E" =T\, B, u (5.67)
a pro silu EZ
B =T0, Boy Ti - (5.68)
Nyni mtZeme zapsat maticové
-1 -1, p(w)
E>m Emn *Emn “Tptm gm
= . . (5.69)
E | |-TWl.Bp,  Thl.-Bn, T |u
Matici
B, -B,. - T\,
K, = (5.70)

nazyvame tuhosti matici prutu mn.

5.10.3 Symetrie tuhostni matice prutu

Podivejme se na pravy horni blok tuhostni matice prutu, tj. na ¢len —Q;ﬁl . I&“Lm Protoze

matice B,,, je symetrickd, bude symetricka i jeji inverze B,,!. Ukazali jsme také, Ze plati

T
I%ln = (zﬁ}ﬂm) . MiZeme proto psat

——m—n =—m—n —==mn

BT, =~ (B (T, = (o, BL) 571)

Pravy horni blok je tedy transpozici levého dolniho rohu.

Pravy dolni blok je tvofen symetrickou matici B,,}, kterd je zprava nasobena T, a

=mn’

T
zleva matici zﬁﬁln neboli (s ohledem na (5.61)) (T%u_)m> . Vysledek je symetricky.

Z uvedenych poznatk je ztejmé, Ze tuhostni matice prutu je symetrickd.
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%+ Pfiklad - prutova soustava se ¢tyfmi pruty (s pouzitim tuhostnich matic)

Podivdme se znovu na prutovou soustavu, kterd je zndzornéna na obrazku 5.8 na strané 77.
Definice (5.70) ndm umoZni stanovit tuhostni matice vsech ¢ty prutt K 5, K3, K, a K. Cel-

kova tuhostni matice soustavy bude mit ¢tyfi blokové fadky a ¢tyfi blokové sloupce. Podle pravidel

pro umistovéni blokd tuhostnich matic prvkd ziskdme celkovou tuhostni matici K ..
Zapi$me si nejprve blokovou strukturu tuhostnich matic prvki. Blokové rozméry jsou [2 x 2], jed-

notlivé bloky ptedstavuji silu v uzlu (R), zptisobenou posuvy (
zptisobenou posuvy uzlu 1 mtzeme symbolicky zapsat takto: ,,5

k
127 4
512 =
_E122,1
k
K34,
K, =
_E34211

E121‘2

3122,2_

kg, ,

E34212_

-”51//51” "51//32”
_"§2//glu "52//32”_

—”Es//gsu ”B>3//$4”
_”54//33” ”B>4//g4u_

k:

2311
K23 =

_E232,1

k

Ry2,
542 =

_E42271

Celkova tuhostni matice ma v blocich symbolicky zapsany tvar

a proto plati

=

=

E121,1

0

0

LR Ju, R [,
Bl R
LA T
LB Jw " R

E121,2

ki, (Kus,, + Ko, + i, )

EQ?)QJ

E42172
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A
B,
Bl
B

0

E231,2

(EQ?,M + E341.,1)

E342,1

Ezsm . -”Bm//gz”
Baol B,
k] | Bl
&122’2- _”52//34”
”51//$4”
”52//34”
”53//34”
”54//34//-
0 -
E422,1
E341,2

(E342,2 + E421,1)_

%) Naprlklad silu v uzlu ¢islo 3

R Ju,”
"53//%3“_

R Ju
”52//32“_




5.11 Vazby

Odebréni stupné volnosti uzlu bylo diskutovano v kapitole 2.10.1 na strané 48. Postup u
prutové soustavy je shodny. Kromé posuvii miizeme odebirat i natoceni.

V nasledujicich odstavcich se poddvdme na dalsi typy vazeb.
5.11.1 Pruzina ze sty¢niku k rdimu

Situaci, kdy je uzel spojem s rdmem pomoci pruZiny, -
zndzornuje obrazek 5.12. Zména délky pruziny je dédna
praméty sloZek posuvu do sméru pruziny, tj.

Al = ucos(aq) + vcos(az) + wcos(ag), (5.72)

sila v pruziné ma velikost

F =k (ucos(ay) 4+ vcos(az) +wcos(as)), (5.73)
kde k je tuhost pruziny. Sila ptsobi proti sméru posuvii a  Obr. 5.12: PruZina ze sty¢niku
jeji slozky do smérti os tedy jsou k rdmu.
Fp = —kcos(an) (ucos(aq) + v cos(az) + wcos(ag)),
Fy = —kcos(az) (ucos(ar) + v cos(ag) + wcos(as)) , (5.74)
F, = —kcos(as) (ucos(ay) + vecos(az) + wcos(az)) .

Posledni tfi vztahy zapiSeme maticové

F _ cos?(ar)  cos(ay) cos(ag) cos(ozl)cos(ozg)_ |
FE,| =k |cos(az)cos(ar) cos? (o) cos(a) cos(az)| * v | - (5.75)
F.| cos(az) cos(a1) cos(az)cos(az)  cos*(az) | |w]
Matice ) _
cos?(ar)  cos(an) cos(ag) cos(a) cos(a)
E=k- |cos(ag)cos(ar)  cos2(ag)  cos(az)cos(az)| =k Sa (5.76)
cos(az) cos(a) cos(az)cos(az)  cos*(az) |

vyjadfuje vlastnosti pruZiny — sily na uzel m, zptisobené posuvy uzlu m (matici S, jsme za-
vedli vztahem (5.31)). V celkové tuhostni matici vyhledame blok K, a matici k pfic¢teme
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k jeho levému hornimu rohu — viz. obrézek 5.13.

5.11.2 PruZina mezi sty¢niky

Jsou-li dva sty¢niky spojené pruZzinou, jedna se vlastné o zvlastni pfipad prutu. Tuhostni
matici takového prutu/pruZziny sestavime s pouZzitim matice x z minulého odstavce. Pokud

v uzlu m piisobi vektor sily F, bude v uzlu n piisobit vektor sily —F. Sudé tadky budou
nulové, protoZe pruzina nezptisobuje Zddné momenty. Tuhostni matice ma tvar

k 0 -k O

s 0O 0 0 O
Kn, = . (5.77)

- 0 O

0O 0 0 O

a nakladame s ni stejné, jako s tuhostni matici jakéhokoli jiného prutu.

5.11.3 Prut s kloubovymi sty¢niky

Prut s kloubovymi sty¢niky miizeme povaZovat za pruZinu s tuhosti

_ES

k
l

(5.78)

Obr. 5.13: Matice k vyjadfuje vztah mezi posuvy uzlum a
silami v uzlu m. V celkové tuhostni matici ji proto budeme
pficitat k levému hornimu rohu bloku K, .
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Tuhostni matice takového prutu ma tvar

k 0 -k O §2 0 —§2 0
0 0 0 O ES 0 0 0 0
- 0 k 0 -5, 0 S, 0
0 0 0 O 0 0 0 ©

5.11.4 Stycnik spojeny prutem s riamem

Je-li sty¢nik spojen s rdmem pomoci prutu (viz obr. 5.14), uréime
pro tento prut jeho matici B. Jak vime ze vztahu (5.11), matice

B k zobecnénym sildm ze sty¢niku na prut pfifazuje odpovidajici
zobecnéné posuvy sty¢niku. Pro sily ze sty¢niku na prut plati tedy
vztah

E =B u , (5.80) ™

zatimco sily z prutu na sty¢nik jsou podle zdkona akce a reakce ~ Obr. 5.14: Stycnik m je
spojen s rdmem pomoci

stejné velké, avsak opacného sméru. Matice k, kterou budeme A
prutu.

pficitat k bloku K, celkové tuhostni matice bude proto

k=-B% (5.81)

5.12 Prutova soustava s kloubovymi sty¢niky

Obsahuje-li prutova soustava pouze kloubové sty¢niky, mtiZeme sestavit celkovou tuhostni
matici z tuhostnich matic prutt podle vztahu (5.79). V takovém piipadé bude vsak kazdy
sudy blokovy fadek a sloupec celkové tuhostni matice nulovy a fesit natoceni sty¢énikti neméa
smysl.

Pro prutovou soustavu s kloubovymi sty¢niky se redukuje pocet stuprii volnosti kazdého
uzlu na tfi sloZky posuvu. Tuhostni matice prutti budou mit tvar

K = =——.| . (5.82)

5.13 Shrnuti

Odvozené vztahy umoZznuji sestavit prutovou soustavu (pro pruty s kruhovym nebo mezi-
kruhovym prtfezem) s tuhymi i kloubovymi sty¢niky, které je mozné libovolné kombinovat.
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