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Piredmluva ke druhému vydani

Upravy v tomto vydani vychéazeji ze zkuSenostékofikaletém uzivani textu ve
vyuce. Byly vypu&tny nebo zjednoduSenykteré useky, které pro pochopeni
zékladnich pojra nebyly nezbytné. Nackolika mistech textu byly dopémy
ilustrasni piiklady a obrazkyCast kapitoly o testovani hypotéz desini hodnat
(dvouvykErové a parové-testy) byla pesunuta do iednmétu Analyza dat, ktery
na gedmét Zaklady matematickeé statistiky navazuije.

Byla pridana podkapitola 2.7 gigladem vyuziti jednoduchych metod popisné
statistiky ve vyhodnoceni dat @ianosticétyt stochastickych algorittna doplr-

no vys\¥tleni a giklady hledani hodnot distrilnich funkci a kvantil pomoci
funkci v Excelu. Krom toho byly odstragny nékteré drobné formalni a typogra-
fické nedostatky a byl aktualizovan seznam litesgtuejmeéna ateské knihy,
ucebni texty a elektronickécabnice, které vysly v poslednich létech a jsou
vhodné jako doglujici literatura.

Tak snad toto nové upravené vydani bude pro styghéipemngjSi a srozumitel-
n¢jSi a bude dobrou paimkou pro pochopeni zakladnich printiptatistiky a
jejich aplikaci v analyze dat.
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1 Uvod

Po prostudovani této kapitoly byst&lm

e Vve&dét, ¢im se zabyva statistika a jaka daté&e zpracovavat,

e rozun®t pojmim objekt, veliina, datova matice, zakladni soubor, srgdyy
soubor

» chapat rozdil mezi Skalou nominalni, ordinalniemmalovou a podilovou.

Cas potebny k prostudovani tohoto modulu je asi 2 hodiny.

1.1 Co je statistika?

Slovo statistikama pivod v minulosti vzdalené&hkolik stoleti. Citime v &m
latinsky zaklad status tedy stav, a taksétat- stav &ci varejnych. Nahlédneme-
li do vykladového slovniku nebo do Gvodnich kapitigbnic statistiky, dozvime
se, ze "statistika se zabyva studiem zakonitosthadnych jew". Véta je to jist
pozoruhodna, ale népravenémuiten& mnoho neséluje. Kroms toho se do-
¢teme v @ebnicich, Ze pod pojmem statistika j@#Simou migna matematicka
statistika coz je obor matematiky, ktery se zabyva aplikacewrie pravdpo-
dobnosti, (coZ je dalSi obor matematiky), a Ze mat&eka statistika hleda
spravné metody usuzovani z neuplnych @idagtizenych jestnavic nahodnym
kolisanim. Vidime, Ze je mnoho vyznarslova "statistika". Jednim z hlavnich
cili tohoto gednttu a tohoto textu je vybudovani zakiapro spravné pochope-
ni vyznant slova "statistika" a pro vyuZzitiekterych statistickych metod poznéa-
vani a chapani sta, ktery nas obklopuje, tedy pstatistickou analyzu dat

Analyzaje opakem syntézyak vime z kiZzovek. Také misto analyzatteme
uzivatéeské slovaozbor. Zde miZete tento pojem chapat jako postup benai
velkého celku na takové stasti, které nam ten nighledny celek pomahaiji po-
chopit a porozurt mu.

Data jsou zobrazenim jistéasti realného s¥a, casto byvaji vyjatenaciselrs.
Casti se¥ta mizeme zobrazovatiznou formou - jako fotografii, mapu, kresbu -
to vSechno jsou data. V tomto textu vSak daty buelemaungt predevsim zobra-
zeni dociselnych hodnot.

Priklad 1-1:

Fotbalové muzstvo Baniku Ostrava jako jisty vysek&@ného sita mize byt

zobrazenotkba:

» skupinovou fotografii - tu jigtoceni BZny fanousek, nebo snad jesice
mlada dadma hledajici objekt hodny jeji pozornosti,

» tabulkou, ve které bude u kazdéhoderaaznamenarsk, vyska, vaha, pt
odehranych minut a w&lenych branek v této sezfmatum ukoteni smlou-
vy atd. Tato forma dat budéegmeé uzitenéjSi pro realizani tym zodpo¥d-
ny za vykon muzstva. .

Ve statistické analyze rozumime daty jen druhounos¥, tedy zobrazeni ve

formée tabulky.
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1.2 Statisticka data
Data jsou jistou formou zobrazeni vyseku z redlngkita, ktery nas obklopuje.

Statistickymi daty budeme rozuiiselné zobrazeni takového vyseku reédlného

swta, ve kterém se zobrazované objekty vyskytuji fadmi tzn. Ze @izni jedin-
ci (objekty) patici do stejné kategorie, kterou umime jasmcit, se objevuji vi-
cekrat.

Piiklad 1-2:

Neékolik prikladi vyseki z realného ssta s hromadnym vyskytem objékt
a) ryby v prehradni nadrzi Sance,

b) jablons v ovocné zahradpana Novaka,

c) obtanéCeské republiky k 1. lednu 2008.

Takové vyseky z realného &a, které zahrnuji vice objekimajicich ®jakou
spolg&nou vilastnost, a tedy gatdo stejné kategorie, nazyvarepulace Vyse
uvedené fiklady byly tedy piklady populaci. Zobrazenim #uwsSechnebo jen
nekterych objekii populace vznikajstatisticka dataAckoliv u kazdého z uve-
denych pikladi nas budou zajimat zcela jiné vlastnosti sledovianylojekti,
tieba v pikladu 1-2:

a) druh, délka, hmotnost, velikost Supin apod.,

b) st&i stromu a Uroda v tském roce vyjaigena v kilogramech.

Kazdé z &chto zobrazeni bude mit stejnou struktustnykturu tabulky ve které
kazdy sloupec znamend jednu sledovanou vlastnektitw) a kaZzdyadek od-
povida jednomu objektu.

velicina_1 wveléina 2 ... velina j .. veléina p
Objekt_l X1 X12 Xp
Objekt_2 X1 Xoo %p
objekt_n % Xz .. %o

Tabulka 1-1: Obvykla struktura statistickych dat

Uvnitt tabulky jsouciselné hodnoty valin zjiSttné na kazdém ze sledovanych
objekti. Kazdy sloupec tabulky #ie byt nadepsan jménenimné velkiny,
kazdyradek Ize oznat tak, abychom jednoziiaé poznali, kterému objektu je
tentoradek girazen.
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Priklad 1-3:

Data z pikladu 1-2 b) - jablo# pana Novaka, ma-li vSech svych 5 jabloni ozna-
cenocisly a jsou-li sledovany d@wveliciny, totiz st&i jablore a mnoZzstvi sklize-
nych jablek - mohou vypadat takto:

jablorn | st&fi | sklizei
(roky)| (kg)
1 20 65
2 21 80
3 15 25
4 10 12
5 24 55

Tabulka 1-2: Piklad statistickych dat

Tabulka je zakladni a nggsgjSi strukturou statistickych dat jako obrazu jisté
casti realného s¥a. Jeji vyhodou je to, Ze z ni snadno rozpoznéete je obra-
zem. Nevyhodou ii¥e byt jeji velky rozsah, a tim i ngilednost, nap tabulka

z prikladu 1-2 c) by idla vice nez deset milignfadki. Praw zpracovani infor-
maci z takovych rozsahlych tabulek deldedrjsi formy je jednim z Ukdl sta-
tistické analyzy dat.

Ciselné hodnoty uvrittabulky tvdi datovou strukturu @ fadcich g sloupcich,
ktera se v matematice nazyva matice. Proto¢kdyno datech v tabulce hokio
jako odatové matici Sloupce tabulky jsme dosud ozaowali jako veliciny. Né-
kdy jsou vSak také ozpavany jakoznak promenna (anglicky variable) a
v nekterych vymezenych souvislostech i celi@dou dalSich nazv Podobs i
pro objektyexistuje mnozstvi synonynedineg (statistické)individuum pripad
(anglicky casg atp. Protoze vSak uz rozumimeckiému konceptu, tj. statistic-
kym datim ve struktiie tabulky, nemize nas tato nadbytea pestrost nazvoslovi
nijak zmast.

Je vSak nutné rozliSovat jeden velice podstatnglitomezi daty, ktera zobrazuji
vSechnyobjekty z populace a daty, ktera zobrazuji jen@st objeké populace

V piipac, Ze data jsou obrazem celé populace, se tatoodatéuji jako zaklad-

ni soubor Analyzou zakladniho souborutzieme ziskat ighledrji a Usporgji
uspdadany popis dat, a tim i srozumitgBi popis sledovaného vyseku realného
S\Wta, ¢iselné hodnotyparamety: populace. Takovy postup ozfigeme jakopo-
pisnou (deskriptivnj statistiku

Zakladni soubor neni vzdy k dispozicieba niize byt populace velice rozsahla
a znetit vSechny objekty j€asow nebo finakiné neunosné nebo je dokonce ta-
kové nereni nemozné. Napmeieni je destruktivni, jako jedba tlakova zkous-
ka cihel a zakladni soubortteme ziskat jen tim, Ze veéncim lisu rozdrtime
vSechny vyrobené cihly. Tim bychom sice ziskaliladki soubor, aleiptom
bychom znéili tu ¢ast realného sta, kterou ma zobrazovat, a informace ze za-
kladniho souboru uz bygstaly byt zajimave.



Neékdy data tedy zobrazuji jetést objeki populace, avSsak my bychom si radi
ucinili obraz o celé populaci, o jejich parametredt.to podobna situace, jako
kdyz z rekolika utrzlki fotografie si chceme wtht obraz o krajig, ktera byla
zachycena na celé fotografii. Jejme, Ze naSe U&nost v tomto Usili bude za-
viset na tom, zda na atrzcich budditg@mny vSechny podstatné rysy krajiny, a
také na tom, zda budeme spréawsuzovat (odhadovat) z jednotlivosti na vlast-
nosti celku. Ve statistické analyze se takoaat populace nazywayker a jeho
zobrazeni do datykerovy soubor.Z vybérového souboru samignmé nemize-
me ukit parametry populace, protoZze nemame o populdcioapinformaci, ale
pouzeodhady parametr populace

Metody spravného usuzovani z ¥ na populaci, kdy z informacid@sti usu-
zujeme na celek a ze specialniho na obecné, nakytpmsmatematicka statisti-
ka. Postup se ozigje jako statisticka indukcea aplikace takovych metod se
nazyvajiinduktivnistatistika

Pojmy, s nimiz jste se seznamili v této kapitole [Fehledr shrnout, jak je
ukazano v tabulce 1-3.

Tabulka 1-3: Fehled pojni tykajicich se statistickych dat

v3echny objekty jenast objeki
realita populace vybr
data z&kladni soubor vydoovy soubor
charakteristiky | parametry odhady (parameiy
metody deskriptivni statistika| induktivni statistika

1.3 Méreni a typy Skal

K ¢iselnému vyjatbvani vlastnosti (a intenzity vlastnosti) jedintedy ke kvan-
tifikaci, slouzi izné techniky réfeni. Méienim zjistime pro jisty objektiselnou
hodnotu sledované veiny, tim vlasti vytvorime obraz objektu né&iselné ose.
Pokud chceme poznavat redlnygtsy jeho obrai (vétSinou se nam nic lepSiho
nenabizi), je jist nutné, aby sit byl zobrazovan nezkresl&nMérici procedury
musi mitfadu jass definovanych vlastnosti, jako reprodukovatelnostiitel-
nost atd.

Vysledky nefeni se vyjatlji ¢iselnymi hodnotami &fici stupnice, tzv. Skaly.
Skalou jsou vymezeny viechny mozné hodnoty, kteté@ma veléina miZze na-
byvat. Podle typu Skaly jsou definovany vztahy nteziinotami na Skale. Roze-
znavametyii typy Skal, a tedy étyii druhy neienych veléin (znaki). Uvedeme
je v paadi od nejhru§si, postihujici nejménhdetaili, po nejjemsjsi typ Skaly.

Nominalni Skalaklasifikuje objekty do ufitych predem vymezenychitl ¢i ka-
tegorii. Hodnoty v nominalni Skéale se daji vyjédlovre a mezi iznymi hodno-
tami neni definovano Zadné uggdani. Pokud jsou hodnoty nominalni Skaly
nékdy ozn&ovanyciselrg, mgjte na paniti, Ze totocislo je pouze jakousi zkrat-
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kou (kédem) slovni hodnotyO veliinach n&fenych v nominalni &kale hokie
me jako onominalnich vetiinach.

Priklad 1-4:

V nominalni Skale se vyjadji hodnoty vekin, jako jsou nap:
* pohlavi (s moznymi hodnotami muzské, Zzenske),

* barva @i (modra, hada,cernd),

* vysledek I€by (uzdraven, zeisl),

» narodnostdeska, slovenska, polska&mecka, ...).

Ordinalni (pofadovg Skalaumoziuje jedince podle sledované vlastnosti nejen
rozliSovat, ale také uspédat ve smyslu vztah'je vétsi”, "je mensi" nebo fed-
chazi", "nasleduje”, aniz by vSak byla schopnadff&iselre vzdalenost mezi
vétSim a menSindi mezi gredchazejicim a nasledujicim. \&gtiy merené v ordi-

nalnich Skalach se nazyvajdinalniveliciny.
Nominalni a ordinalni veliny jsou souhrné oznaovany jakokategorialni

Priklad 1-5:

V ordinalni Skale se #iii znaky jako

» dosazené vzdiani (zakladni, sedni, vysokoskolské),

» prosgch ve Skolnim fednetu (vyborrg, velmi dol¥e, dolie, nevyhoul),

» dastojnickd hodnost (podpatik, porwik, nadpordik, kapitan, ...),

» stav pacienta (vyli&n, remise, recidiva),

* hodnoceni funkce technickychizzeni (stup# zavaznosti poruchy jaderné
elektrarny),

» ohroZeni povodni (stugrpovodiovée aktivity),

* hodnoceni postajv sociologickych pizkumech (Skéla ma hodnoty rtap
souhlasim, spiSe souhlasim, spiSe nesouhlasimyhiasim),

» cetnost vyskytudasto, obas, zidka, nikdy),

* chuw vina nebo jiné poZivatiny podle degustatora atd.

Na ordinalni Skale seckdy meii i veliciny meétitelné kvantitative jemngjSimi
Skalami, pokud rozliSeni ordinélni Skalou posja, nap. postavatlovéka mize
byt mala, siedni nebo velka.

Intervalova (rozdilovd) Skalanavic umo#uje stanovit vzdalenost mezi hodno-
tami mefené velginy. Je tedy oproti ordinalni Skale bohatsi. Insdova Skala ma
definovanu jednotku titeni, avSak nula byla definovana s jistou libldvDovo-
luje proto pgitat s rozdily narrenych hodnot, nikoliv s jejich podily.

Priklad 1-6:
Typickou veltinou méfenou v intervalove Skéale je teplotaizRé teplotni Skaly
(Celsiova, Fahrenheitova) majizné polozené nuly (O stujh Celsia = 32 stupi

"Sousasné programy pro statistickou analyzu dé$imou nevyzaduiji, aby data byla homogenni
datova struktura, tedy matice s podfselnymi hodnotami, a umi spravpracovat i s daty, kde
hodnoty nominalnich valin jsou znakovdetzce.
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Fahrenheita) a také rozdilné jednotky (jednotkasiGey stupnice = 1.8 jednotek
Fahrenheitovy stupnice). Ma-kleso teplotuC stupit Celsia, je zaroveteplé
(32+1.8C) stumi Fahrenheita. Teploty dvosles, liSicich se ad stupiu Celsia,
se zarove liSi 0 1.8d stumu Fahrenheita, bez ohledu na to, v kigsti stupnice
se tyto hodnoty nachazeji. Podily teplot vSak &tiost nezachovavaji. Niap
dvojnasobnému zvyseni teploty z 10 na 20 siupelsia odpovida ve stupnici
Fahrenheito¥ zvySeni 1.36 krat (z 50 na 68 sidp zatimco dvojnasobnému
zvySeni teploty z 20 na 40 siifp Celsia odpovida ve stupnici Fahrenheitov
zvySeni 1.53 krat (ze 68 na 104 stéjpn

Podilova Skala zachovava nejen rozdily (intervaly) mezi hodnotaaie také
podily hodnot, neldma nulu stanovenu absoltta jednoznéné. Veliciny mg-

fené v podilové Skale mohou nabyvat pouze kladnygondt. Veltinam neie-

nym v podilové Skale séka takékardinalniveliciny.

Priklad 1-7:

Podilovou Skalou je n&pKelvinova teplotni stupnice, v niz vSechny réemé
teploty jsou kladné, tzv. absolutni nula, tj. ho@nd® K je fyzikalg nedosazitel-
na.

V podilovych Skalach se étfi nag.

* roznery, objem a hmotnostles,

» koncentrace, kapacity,

» fyzikalni vlastnosti materialu, doba trvarjakeho dje,
* pocet mikroorganism ve vzorku vody,

* pcet element ve vzorku krve atd.

Veliciny mérené intervalovou nebo podilovou Skalou se nazywagiricke Fi
zpracovani metrickych datétginou tyto vekiny povazujeme zapojité jako
kdyby mohly nabyvat kteroukoli hodnotuczselného intervalu daného Skalou,
i kdyz pi praktickém ngieni tomu tak neni, viz vySe uvederié|ady, kdy hod-
nota se ufuje n&itanim, a tedy rize byt jen celdiselna. Dokonce i u veln,
které principial@ spojité jsou, jako délka nelas, musimeip praktickém nd-
feni volit kon€nou jednotku rozliSeni, takze i tyto wehy se n&ii na diskrétni
(nespojite) Skale. ilesto vSak p statistickém zpracovaniéts§inou nizeme uzi-
vat pro metrické vetiny postupy matematicky odvozené pro diely spojite.
Pro nominalni a ordinalni veélny se naopak uzivaji techniky odvozené pro veli-
¢iny diskrétni,tj. veliciny nabyvajici jen ufité od sebe vzdalené hodnoty. Ob-
vykle takovych moznych hodnot nespoijité ¥ely byva jen nevelky piet.

Shrnuti

» Data jsou zobrazenigasti redlného s¥a, &tSinou jsou vyjatenaciselre.

» Zakladni soubor jsou data zobrazujici celou populatho analyzou ziskame
piehledrEji uspadadany popis dat. Takovy postup se @@ jakopopisna
(deskriptivni) statistika

* Vybérovy soubor jsou data zobrazujici podast populace. Z vyibového
souboru neriizeme Uit parametry populace, pouze jejicbihady

* Metody spravného usuzovani z ¥ na populaci, poskytupatematicka
statistika
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» K iselnému vyjatbvani vlastnosti jediric(objekii) slouzi néreni. Mefenim
zjistime pro jisty objektiselnou hodnotu sledované waty, tim vytvaime
obraz objektu ndiselné ose.

« Skalou jsou vymezeny viechny mozné hodnoty, kteétéma veléina mize
nabyvat. Podle typu Skaly jsou definovany vztahyirhednotami na Skale.

* Nominalniskalaklasifikuje objekty do ufitych predem vymezenych katego-
rii. Mezi riznymi hodnotami neni definovano zadné w@agani. O vetiinach
meienych v nominalni Skale hokime jako onominalnich vetiinach.

* Ordinalni (poradovg Skalaumo#iuje jedince podle sledované vlastnosti
nejen rozliSovat, ale také ugpdat ve smyslu vztah'je vétsi”, "je mensi"
nebo "gedchazi", "nasleduje”, aniz by vSak byla schopnadity ciselrg
vzdalenost mezi&sSim a mensSinii mezi gredchéazejicim a nasledujicim. Ve-
liciny métené v ordinalnich Skalach se nazywaginalniveliciny. Nominalni
a ordinalni veliiny jsou souhrné ozna&ovany jakokategorialni

* Intervalovaskalaumoziuje stanovit vzdalenost mezi hodnotantiremé ve-
liciny. Ma definovanu jednotku #&eni. Dovoluje peitat s rozdily narre-
nych hodnot, nikoliv s jejich podily.

» Podilovaskalazachovava nejen rozdily (intervaly) mezi hodnoteaate take
podily hodnot, neltbma nulu stanovenu absoléta vSechny nagiiené hod-
noty jsou kladné.

* Veliciny métené intervalovou nebo podilovou Skalou se nazywaeajricke
Pri zpracovani metrickych dagtsinou tyto vekiny povazujeme zapoijité
Pro nominalni a ordinalni vélny se uzivaji techniky pro velny diskrétni

Kontrolni otazky:

1. Co je nejobvyklejSi datova struktura v analyze dat?

2. Jaky vyznam maji v tabul¢édky a sloupce?

3. Charakterizujte pojmy zakladni soubor, ¥§dwvy soubor.

4. Vysvtlete rozdil mezi Skalou nominalni, ordinalni, miovou a podilovou.

Pojmy k zapamatovani:
- statisticka data

- objekt, veltina

- Skala

- zakladni soubor

- vybérovy soubor

- deskriptivni statistika
- induktivni statistika

10
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2 Popisna statistika

Tato kapitola je powrné obsahla, proto seilil do vicecasti. K prostudovani celé
této kapitoly budete ptgbovat asi 10-12 hodin. Studium vam wietetné ilu-
strativni riklady. K této kapitole se vaze prvni koresporigérikol.

2.1 Cetnost, rozd éleni éetnosti, grafické znazorn éni
Cil:

Po prostudovani tétgasti kapitoly byste i umét:

» chapat rozdily mezi absolutni a relati¢etnosti,

* chapat, co je kumulativietnost,

» graficky zndzornit roz&leni cetnosti.

Fjrﬁvodce studiem:
Cas potebny k prostudovani zakladnihdiva tétocasti je asi 4 hodiny.

Nejprve se zabyvejme diskrétnimi \e@hiami.

Priklad. 2-1 Pozorovanim hnizd jistého druhu piale vymezené lokaltbyly
zjisteny nasledujici pity mladat v jednotlivych hnizdech, tj. hodnoty,,

J=12,....,n:

3,4,3,52,3,4,2,3,53,42,53,3%3%,2,2,2,3,3,4,4 .3,3,4,4
Uveden&ada 3Qisel obsahuje vSechny pozorované informace, atdjei-
mani je dosti obtizné. Porovnané udaje vSakeme snadno #phlednit. Uspo-

fadejme data do nasledujici tabulky, kge paadovécislo, tj. indexitadku ta-
bulky, z; je pozorovana hodnotay je paset hodnotz; .

Tab. 2-1. Absolutnéetnosti hodnot

i JJ: N

1 2 6

2 3 12

3 4 8

4 5 4
Celkem n=30

Tabulka obsahuje vSechny informace jadacisel ve vySe uvedenéntikladu
(s vyjimkou pdadi, ve kterém byly hodnoty zaznamenany), ale gevoimani
podstaté snad®jSi. Navic informace z tab. 2-1teme snadno vyjéid grafic-
ky, nag. tak, Ze pro kazdou hodnotyj znazornime hodnotuy vy3kou slou-

pecku (obr. 2-1).

11
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Cetnost

2 3 4 5

Poéet mladat

Obr. 2-1: Sloupcovy graf (bar plot)

Nékdy se uzivaji pro grafické znazemni cetnosti také vysmvé grafy (pie plots),
v nichz jecetnost znazorma plochou kruhové vyse (obr. 2-2). Tyto grafy maji
v oblib¢ zejména novind v barevnych variantach vypadaji efektdsou vSak
mére informativni nez sloupcové grafy, a proto se pokunZzno jejich uzivani
v serioznich prezentacich vyite.

Obr. 2-2: Vyseéovy graf —¢etnosti pétu mlatat

Hodnoty n; nazyvameabsolutnimicetnostmi Privlastek ,absolutni* byv&asto
vynechavan, takze slySimeektnost, chapeme to jako & hodnotz, zjistsny
v datech, tedy absolutgetnost. Vidime, Ze celkovy pet vSech pozorovanych
adapi n je rozalen (rozloZzen) mezi jednotlivé diskrétni pozorovdro&noty.
Muzeme tedy howit o rozdleni cetnosti Plati trivialni vztah

k
n=>n,
i=1

kde k je paiet miznych hodnotx zjiStnych v datech. V uvedenéniildadu je
k=4. Tab. 2-1 mizeme nyni dale rozi - viz tab. 2-2.

12



Tab. 2-2: Relativni a kumulativdétnosti

i 3;7* n; fi Ni Fi

1 2 6 6/30=0.20 6 0.20

2 3 12 12/30=0.40 18 0.60

3 4 8 8/30 =0.2[f 26 0.87

4 5 4 4/30=0.18 30 1.00
Celkem 30 30/30 =1

Tim jsme se dostali k dalSim moznostem vkgadnicetnosti. Symbolf; ozna-
¢uje relativni cetnostdefinovanou jako

n.
f.=—,

n
coz pedstavuje podil pau hodnotz;, v celkovém pétu viech pozorovanych

hodnot. Ve sloupgu N; jsou kumulativni absolutnéetnostj ve sloupéku F;
pak kumulativni relativnietnosti.Relativni kumulativnicetnost F; je definova-

na jako podil vSech hodnog , pro které platir; < z, . Spa&ita se tak, ze geeme
vSechny relativnéetnosti az déadkui. Formalr to mizeme zapsat

F=>f.
j=1
Je zejme, zef, = F — F_,. Analogické vztahy plati i pro absolutni kumulafiv

: . N;
cetnosti. Plati, zé~ = —.
n

Graf relativnichtetnosti je podobny grafu absolutni@tnosti, jedina odliSnost
je v mefitku svislé osy - viz obr. 2-3.

50

40

Procentae
30

20

10

Pocet mla dat

Obr. 2-3: Sloupcovy graf relativni@etnosti v procentech

Opet vidime, Ze relativnicetnosti jsou rozéleny mezi jednotlivé pozorované
hodnoty, ona jediika nafadku Celkemv tab. 2-2, ktera je sétem relativnich
cetnosti, je rozlozena podle podilu pozorovanychnbodUzZit&nost relativnich
cetnosti ukazeme dale, vit. [2-2.
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Priklad 2-2 V jiné lokali# byly pozorovany tyto pty mlédat:

| x: N

1 2 12

2 3 25

3 4 15

4 5 8
Celkem n==60

Porovnejte rozlozZerietnosti ml&at v obou lokalitach.

Pokud bychom stali u grafického znazogni absolutnicitetnosti, dostaneme
graf na obr. 2-4Cetnosti se ietelrt 1isi, ale je tento zayv spravny?

30

20

Cetnost

10

Poéet mla dat

Obr. 2-4: Absolutnéetnosti - srovnani dvou skupin

50

Procentae
30 40

20

10

Pocet mla dat

Obr. 2-5: Relativnéetnosti v procentech - srovnani dvou skupin

Porovname-li relativnéetnosti, dostaneme graf na obr. 2-5. Vidime, Z&oreni
¢etnosti v obou lokalitach je velmi podobné. Promnade spokojime s timto sub-
jektivnim dojmem. Zda velmi podobné r@&hkehi ¢etnosti znamena ,prakticky
stejné” rozdleni ¢etnosti, nerzeme prosedky popisné statistiky objektign
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rozhodnout. K tomu pétbujeme znat jiné techniky, kterymi se budeme zabyv
v kapitole 4 a také v dalSim semestru.

O trochu slozijsi je situace, kdy se zabyvame réletim ¢etnosti v souvislosti
sespojitou velginou - viz pi. 2-3.

Priklad 2-3 Hmotnost okurek (v gramech) posbiranych z po&berzahonu
byla nasledujici:
98 106 84 838 84 69 75 105 98 88 111 99
84 135 100 107 108 87 171 90 40 143 81 136
73 126 86 82 101 113 116 141 91 127 127 98
112 118 101 67 83 86 117 84 97 105 157 86
72 101 103 112 101 46 108 147 129 92 106 103
122 63 75 94 50 158 98 106 107 77 130 51
109 45 101 141 127 85 94 138 52 99 88 105
79 60 89 79 75 118 129

Jakeé je rozéleni cetnosti?

Nameétené udaje rizeme graficky znazornit naselné ose jako tzdiagram
rozptyleni- obr. 2-6:

R T R N e R
0 20 40 60 80 100 120 140 160 180

Obr. 2-6: Znazorgni nangrenych hodnot spojité velny - diagram rozptyleni

Vidime, Ze v intervalu mezi nejmensi a r&pi porovnanou hodnotou jsou na-
meiené hodnoty izré husté s nejétSi hustotou v nasSemripact kolem pro-
stredku intervalu, ale graf na obr. 2-8li§ prehledny neni, napnemizeme roz-
liSit, zda vyzné&eny bod n&iselné ose znamena jedéiwice nandrenych hod-
not. Mirného zlepSeni dosahneme tim, Ze &tanme body misto né&iselnou osu
znazornime do obdélniku, ve kterém vysSku zobrazéwarbodu volimaahod-
né. Dostaneme tafozmitnuty diagram rozptyledot plot) obr. 2-7:

e % e L R EAE SN s
20 Cen o LS Rege e, b 0

0 20 40 60 80 100 120 140 160 180

Obr. 2-7: Znazorgni nangrenych hodnot spojité velny -
rozmitnuty diagram rozptyleni

Ale zobrazené roztkeni ¢etnosti stale neni dost nazorné. Nabizi se vsak dal
jednoduchy postup: Vyziid naciselné ose hranice interializ obr. 2-8, a zjis-
tit detnosti hodnot v kazdém intervalu.

¢ ¢ olﬁ (3 *
» * o O 00‘0“‘: Y oo, ** i . o -
?' k4 “’;‘;“‘\"l"ei‘ ‘1“ ’1
0 20 40 60 80 100 120 140 160 180

Obr. 2-8: Zndzoréni nangienych hodnot spojité veélny - intervaly
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Dostaneme takk interval (tfid), kazdy interval ma 8{u h;, dolni hranici I;,
horni hraniciu; a svij stred ¢. Z obr. 2-8 je #ejmé, Ze plati trivialni vztahy

-+ U
h, =u, =1, C _Lty =Ii+ﬁ:ui—ﬁ, pro i=12..k
. 2 2 2

- pro i=23...,k

a [

1 = u
Prozatim jsme se nezabyvali tim, jak voliteba hranice intervala kam pai
nantiena hodnota, ktera leZtgsreé na hranici dvou interval U diskrétni veli-
ny jsme tyto problémy negh, zde u spojité veliny musime tato sva subjektivni
prani vyslovit, chceme-li naéena data rozdit do téid podle pislusnosti k in-
tervalim. VeétSinou se $ka vSech intervél voli shodna, tzn.h =h pro
i=12,...,k. Pak hovéime o ekvidistantnimrozcleni tid (intervah). Paiet
intervall by nengl byt ani @ilis maly (jeden interval nevypovi o raddni cet-
nosti nandrenych hodnot nic, dva intervaly malo), adilig velky (Cetnosti na-
meienych hodnot v intervalech by byly malé a ted¥i$siln¢ ovlivnény nahod-
nym kolisanim). ¥tSinou je vhodné volit peet intervali k nékde mezi 5 a 20
s pihlédnutim k pétu nangienych hodnotn. V literature Ize naléztizné vzta-
hy, které umoituji uréit vhodny pd@et intervaii, nag.

k =1+log,(n) 01+ 33log,,(n),

kde log, (n) znamena logaritmus pii zakladu2, log,,(n) je dekadicky logarit-
mus.

Namétena hodnota lezici na hranici intetfvély mohla byt z&zena do kterého-

koli z obou sousedicich interualV¢tSina programovych prastdki, které nam

pomahaji tidni uspdadani dat pohodéji realizovat, zéazuje hranini bod do

levého intervalu, tedy dotého intervalu pét vSechny nagtené hodnotyx ,

pro ktere platil, <x; <y. Z obr. 2-8 pak vidime, ze dolni hranice prvniio

tervalu I, musi byt alespp o trochu menSi nez nejmensi pozorovana hodnota

X, tedyl, =% — &, & >0. Podobg horni hranice posledniho intervalu

maze (ale nemusi) byt&tSi nezx. ., U, = Xt &, &, =20. Pak Siku inter-

valu h uréime podle vztahu

h: uk _ll - Xmax+£2_(xmin_£1)
k k

Hodnoty ¢&,, £, se ¥tSinou snazime volit tak, aby hranice intervaluylyb

~s s

Predchozi po#kud zdlouhavé odstavce popisovaly jednoductijatplna pravi-
dla kieSeni problérinspojenych s roztienim hodnot spojité veliny do tid.

Nyni se kon&n¢ mizeme vratit k desSeni pikladu 2-3. Poet intervati je
k =1+ 33log,,(9) C 6. Dostaneme tedy nasledujici tabulku:
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Tab. 2-3: Data zijkladu 2-3 usptadana doitd

i li Uj Ci N; f
1 38 62 50 7 0.077
2 62 86 74 22 0.241
3 86 110 98 36 0.396
4 110 134 122 16 0.176
5 134 158 146 9 0.099
6 158 182 170 1 0.011
Celkem 91 1.000

Informaci z tab. 2-3 iveme pehledr zobrazit graficky. Pokud proti igtdim
intervaluc; vyneseme odpovidaji¢etnostin; a body spojime Ugkou, dostane-
me cetnostni polygon obr. 2-9.

40

35 A

30 A

25 A

20 A

15 4

~ 0 O 5 ~ MO O«

10 -

0 20 40 60 80 100 120 140 160 180
hmotnost

Obr. 2-9:Cetnostni polygon

Zobrazime-licetnosti v intervalecRl, ,u, ) vodorovnymi Us&ami a vyznéime
sloupce podémito useékami, dostanemkbistogram viz obr. 2-10.

Pozor Pokud ke kresbhistogramu uzijeme Excel, poloZzkistogramv doph-
ku Analyza dat dostaneme graf, ve kteréem histogram neni nakrdsevad.
Histogram zobrazuje roZkkni hodnot spojité valiny, proto sloupce nemaji byt
odckleny mezerami. protoipd zd&azenim histogramu do prezentace vysilejgk
tieba obrazek patn¢ upravit.
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abs. cet

5 5 8 b 848

a

50 74 98 122 146 170

Hmotnost

Obr. 2-10: Histogram

VSimnéme si také, jak tvar histogramu je zavisly na znéha pdtu trid (6 tid
na obr. 2-10, 5¢td na obr. 2-11).

Histogramje nefastji pouzivany prosedek pro popis rozteni cetnosti hodnot
spojité velEiny. V grafech na obr. 2-9 az 2-11 jsme misto hAlie@h ¢etnostin
mohli uzit relativnicetnostifi. Tvar grafi by opticky samazjm¢ zistal stejny,
jedina odliSnost by byla v &itku svislé osy.

Znovu @ipomaime souvislost tvaru histogramuhsstotounaneienych hodnot
zobrazenych naiselné oseCim vy3si pdet bodi v intervalu (tedyim je wtsi
jejich hustota), tim je vysSi sloufek histogramu - viz obr. 2-11, na kterém je
krome histogramu i rozmitnuty diagram rozptyleni:

40-

Abs. cetnost
N
o
1

0 T T T T T

35 65 95 126 156 186

o oA LY vr a T ]

Hmotnost

Obr. 2-11: Histogram a diagram rozptyleni
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Histogramy nam umaillji prezentovat rozdeni ¢etnosti hodnot spoijité veiny
piehlednou a snadno vnimatelnou formou - srovnejetdgdnouraducisel v za-
dani @. 2-3 a histogram na obr. 2-10 nebo 2-11. Jalouak v Zivat chodi,
zpravidla tim, Ze &o ziskame, &Sinou i réco ztracime. Zpracovanim nafe-
nych hodnot doitd (tab. 2-3) ztracime informaci o tom, jak jsouadezdlena
uvnité intervall. Nag. data v intervalech na obr. 2-12 a, b vedou kpé&teet-
nostin; = 6 a v obou pipadech je tato Sestice na&mnych bod reprezentovana
sttedem intervalw;, coz v gipact b neni nejpihodrejSi reprezentant.

a) piblizn¢ symetrické b) siléa nesymetrické
Obr. 2-12: Roz#éeni hodnot uvnitintervali

Nasesti situace na obr. 2-12lFquistavuje krajnost velmi nesymetrického rszd
leni hodnot uvnitintervalu, o které iizeme doufat, Ze se v empirickych datech
nevyskytuje pilis ¢asto.

Na zawr tohoto odstavce jeSpoksSujici poznamka: Popsané zpracovani dat do
intervali a jejich grafické znazo#ni formou histograrin mozna vyvolava ied-
stavu nefim¢rené pracnosti gasové nargnosti. Mame vSak k dispozici celou
fadu programovych prasidki (tabulkové procesory, statistické programy), které
tuto ¢innost velmi usnailiji a znalosti ziskané v tomto odstavci b§lyrusnad-

nit jejich ovladani a porozuni vysledkim.

Shrnuti:

» Pozorovana data Ize ighlednit usptadanim do tabulkyetnosti. Informace
z tabulky mizeme vyjadtit graficky.

 Absolutnicetnostn; je paet hodnot z; , zjidtny v datech.

* Pcaet vSech pozorovanych udap je rozdlen (rozloZzen) mezi jednotlivé
diskrétni pozorované hodnoty, hdirne orozleni cetnosti

+ Relativnicetnostf; je podil pétu hodnotz, z celkového pétu viech pozo-

rovanych hodnot.
* Rozdleni spojité velliny mizeme zobrazithistogramem.

Kontrolni otazky:

1. Vyswtlete pojmy absolutni a relatividétnost.

2. Lze z vysky sloupdistogramu poznat, kde je hustota @aemych hodnot na
ciselné osediSi a kde je nizka?

Pojmy k zapamatovani:

- cetnost absolutni a relativni
- kumulativnic¢etnost

- sloupcovy graf

- hustota nargenych hodnot
- histogram
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2.2 Charakteristiky polohy

Cil:

Po prostudovani téttasti kapitoly byste @i vedet:

* co to je charakteristika polohy,

» zakladni vlastnosti aritmetickéhotpnéru,

» dalSi charakteristiky polohy, jako median, modus,
* co je to kvantil,

* CO je wezavany pimger,

* Co0 je geometricky @mér a kdy se pouziva.

Pravodce studiem:
Cas potebny k prostudovani zakladnihéiva tétocasti asi 3 hodiny

Charakteristikou polohy rozumime takovdiselnou hodnotu, ktera vystihuje
umisgni pozorovanych hodnot riéselné ose. Z pohledu na obr. 2-6 jejme,

Ze to bude &akeé &islo z intervalu(X,,, X,.,) . Otazkou je, kteréislo z tohoto

intervalu nejlépe charakterizuje polohu pozorovanych hodnotéfselné ose a
jakym postupem ho tit. Jedna z moznosti je polohu dat charakterizajath

vy

Obr. 2-13: Pimér je poloha ,#Zis&" namérenych hodnot

Kazdou z nar¥enych hodnot si dZeme pedstavit jako zavazi jednotkové
hmotnosti umisiné na dvojzvratné pace v méskteré odpovida nagené hod-
not, a hledame polohu bodu, kolem kterého je tato pak@/novaze. Takovou
charakteristikou polohy jprimer (aritmeticky pimér), X

x==3 @-1)

Primér X je takova hodnota, kterd ma tu vlastnost, Ze&etooadchylek narie-
nych hodnot od gimeéru je roven nule (vyjaeni rovnovahy na obr. 2-13 - s@t

momeni se rovna nule), Z(xi -X)=0
i=1

Dikaz: Zn:(x —>‘<):Zn:>§— n‘x=zn: x-> x=0. @
i=1 i=1 i=1

i i=1
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DalSi vlastnost @imeéru X je to, Ze sumatverai (druhych mocnin) odchylek od
praméru je minimalni, tj. sumatverai odchylek od jin&iselné hodnoty jedtsi.

Dukaz: Necli a#0.PakXx +a# X. Spa&itejme tedy sotet ¢tveral odchylek
od¢islax +a:

Yo =@+ =X[(s -7)-a] =X[(s -7) =2 (s, -7) +a*] =
=1 =1 i=1
= i“(xZ - :f)2 —Zai(xi —E) +na’ = Z(xL - 5)2 +na’

i-1 i=1 i=1
Jelikoz né je vzdycky kladné, je tedy seet ctverai odchylek od pimaru mi-
nimalni. o

Jsou-li data usgrddéana v tabulce spolwstnostmi (viz odst. 2.1), pakimneér
muzeme snadno spiat jako

F=1Y el =Y fl, (2-2)
n = i=1

k
kde n je celkovy pdet namétenych hodnot n= Z n , k je paet navzajem
i=1

riznych nangtenych hodnot v fipact diskrétni vekiny nebo pdet interval
v pripact spojité veléiny (v obou gipadech jek patetiadki v tabulcecetnosti)
a n; jsou absolutnif; relativni¢etnosti hodnots, v datech. O giméru pasita-
ném podle (2-2) howtme jako ovaZzeném pimeru. Kazda hodnota je vazena
svoucetnosti, tedgim vétSi cetnost, tim ¥tSi vliv na hodnotu gmeéru.
Pozornycten& si jist povSimnul, Ze v fipack, kdy tabulkacetnosti vznikla
uspdadanim hodnot spojité veéihy do k intervali, se mohou hodnoty méru
spaitané podle vztahu (2-1) a (2-2) lisit. Do (2-2) za dosazujeme hodnotu
stredu i-tého intervalu, tedyc; , a jak vime, tato hodnota nemusi byt vZdy dob-
rym reprezentantem hodnot flaich do i-tého intervalu. Podminkou k tomu,
aby vazeny pmeér patitany podle vztahu (2-2) byl rovenuonéru (2-1), tedy
piesny, je, aby

k

2% =2.Nn6
i=1 i=1

Naststi u wtSiny empirickych dat je rozteni hodnot uvnit intervalu zhruba
rovnomnerné, takZze uvedeny vztah byva spirs dostaténou gresnosti a vazeny
pramér spaitany podle (2-2) se od spravné hodnotynpfru podle (2-1) liSi

nepodstatés Primér je vhodnda charakteristika polohy tehdy, kdyZ je pas za-

jimavy i soket nangrenych hodnot.

Piiklad 2-4:

Je-li ptimérnd mzda 6 zawsstnand firmy 10 000 K, pak celkova rsicni vy-
placen&astkacini 6 x 10 000 = 60 000 K

Pramér je vSak velice citlivy na odlehlé hodnoty (odigtiodnota je hodnota
velmi vzdalena od imeéru). Fredstavte si, Ze vipdchozim fikladu byly mzdy
nasich zarsstnané@ 7 000, 8 000, 9 000, 11 000, 12 000, 13 000. Ré&kngr
opravdu je charakteristikou mzdy zé&stand, i kdyz Zadny z nich tuto pmer-
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nou ¢astku nedostava, avsak vSichni maji mzdy goghblizké paméru, ¢ast

jedinal o néco nizsi,cast o kco vySSi. Co se vSak stane, kdyz vas nejlépe place-

ny zangstnanec bude mit misto 13 00 Knzdu ve vysi 73 000 & Pak
2& =120000a piimeér bude 20 000 K tedy hodnota vzdalena jak odzb¢

placenych pti zamgstnand s obvyklym pgijmem, tak i od vyjiméného platu
experta.

Hodnota piméru je silre ovlivnéna jednou odlehlou pozorovanou hodnotou.
Pramér miZe dole poslouZzit pro weni sumy nisiéné vyplacenych pedz, ale o
mz& béZného zarsstnance nevypovida téimnic. Proto se uzivaji i jiné charak-
teristiky polohy, nez je imér.

Takovou jednoduchou charakteristikou jedus X. UZiva se fedevSim pro
diskrétni veltiny a je definovan jako hodnota, kterd je v dateefietrgjSi. Tato
definice nezartuje, Ze modus je definovan jednoZng v datech mize byt d¢
nebo vice hodnot, jejichZetnosti jsou shodné a s@sré Zadna jin4 hodnota
neni ¢etrgjSi. Pakiikame, Ze data mafjimodalninebovicemodalnirozdleni.
Modus je jedin& charakteristika polohy vhodna psonmalni velEiny.

DalSi charakteristikou polohy jmedian, X . Je to hodnota, ktera je upnaest,
uspdadame-li nar'ené hodnoty podle jejich velikosti. & hodnot menSich
nez median je stejny jako &t hodnot ¥tSich nez median.

Priklad 2-5:

Namgfené hodnoty jsou 15, 17, 20, 11, 14.

Uspaadame je vzestupnll, 14, 1517, 20. Median je hodnota upriest, tedy
X =15.

Piiklad 2-6:

Namgfené hodnoty jsou 15, 17, 21, 20, 11, 14.
Uspaadame je vzestupnll, 14, 1517, 20, 21. Pokud je get hodnot sudy,

pak median je @mer ze dvou progednich hodnot, tedy = %(15+ 17 = 16.

Oproti piméru ma median vyhodu, Ze neni citlivy na odlehléraiyl.
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Priklad 2-7:
Pro data 11, 14, 15, 17, 20 je median 15 a bugjeystpro data 11, 14, 15, 17,
200, zatimco hodnotajméru se zmdni z 15,4 na 51,4.

Median je vhodnou charakteristikou polohy pro oédii veliny, u nich by ne-
mél byt uzivan pimeér. Proto nafiklad kéZzn¢ uzivané studijni @meéry v hodno-
ceni Zak a student Ize jen stZi brat vazg, neba klasifikace ma ordinalni Ska-
lu, nemizemefici, Ze vzdalenost veeédomostech mezi jedékarem a dvojkéem
je stejna jako mezi dvojkam a trojkéem. Proto celkovy prosph by n€l byt
hodnocen spiSe medianem neinpirem.

Analogicky mizeme zavest dalSi charakteristiky zaloZzené naiveiatetnosti
hodnot v datech, které jsou mensi nebo rovny tétoakteristice. Ozrgae tuto
relativni¢etnost (podilp, 0 < p <1, a @isluSnou charakteristikx(p). Pro me-
dian bylop rovno jedné polovi# tedy 0,5 a mist& bychom mohli psax(0,5)
Hodnot x(p) setika p-kvantil (nebo také& 00p-percent). Nekterécasto uzivané
kvantily maji zvlastni pojmenovani:

x(0,9) median,X
x(0,25), x(0,79 dolni kvartil, horni kvartil
x(0,0), x(0,9) dolni decil, horni decil

Dolni kvartil ugime jako median ,dolni poloviny* dat, horni kvaijtiko median
»horni poloviny“ dat.

Priklad 2-8:
Pro data zifedchozich fikladi 2-5 a 2-6 jsou dolni a horni kvartil podtrzené
hodnoty:

11,14 15,1720 (Pokud get hodnot je lichy, median ,gét jak
do dolni, tak i do horni poloviny dat).

11,14 15,17, 2021

K ur¢eni pdadi hodnoty, ktera jp-kvantilem mizeme uzit jednoduchého vztahu
z,=np+05,

kde z, je pdadi hodnoty v usgadané posloupnosk < X, < ... < X,. Pokud
z, nevyjde celé, interpolujeme hledany kvantil zesgalnich hodnot. Mame-li
data usptadana doitd, pak podlez, a kumulativnichtetnosti u¢ime interval,
ve kterem se hledany kvantil nachazi (tj. pliti, <z, < N;), a pak uwime p-

kvantil linearni interpolaci

W)=
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Ve \EtSirg statistickych prografhse uziva po¥kud pracwjsi, ale pesrgjSi po-
stup k ugeni p-kvantilu. Pozorované hodnoty se uijaaji do neklesajici po-
sloupnosti, X, < X <... < X, . Pak p-kvantil je u€ovan podle vztahu

(0= (e o= 1)+

. ) [ i+1
kde hodnotyx., a x..., se utuji tak, aby platilo <p< .

Kompromisem mezi imérem a medianem jsodzné tzv.robustni charakteris-
tiky polohy, které jsou nyni diky dostupnosti stdtkého programového vyba-
veni stalecasgji vyuzivany. Po¥tSiné jsou zaloZzeny na mySlence, Ze hodnoty
vzdalené od medianu maji mit ve v¥po sotu pro pameér mensi vahu. Zde
uvedeme jen tzva-urezavany pimer (angl trimmed mean Vypcocitava se tak,
Ze se spite piimér z n (1-2a) ,vnittnich* bodi, nejmenSichna hodnot a nej-
vétSich na hodnot se prost,ufizne”. Wkiznuté body maiji id vypoctu sowtu
hodnot vahu 0, vSechny ostatni vahu 1. Mediarlget® specialnim fipadem
uiiznutého pirmeéru, kdy tizneme vSechny hodnoty az na jednu, je-ligiana-
méienych hodnot lichy, nebo az nagdye-li tento péet sudy.

Je Zejmé, Ze tiznuty pamér neni citlivy na odlehlé hodnoty. Ze srovnéani ,eby
¢ejného” aritmetického fméru s wiznutym piimérem, gipadré s medidnem
muZeme usuzovat o existeritineexistenci odlehlych hodnot v datech.

V Gvodu odst. 2.2 jsm#kali, Ze aritmeticky pimér je vhodnou charakteristikou
polohy v situaci, kdy je pro nas zajimavy i &eunangtenych hodnot. \fad
tloh tato situace nenastava. Kapkonomicky vyvoj byva charakterizovan tzv.
tempy 6istu. To znamena, Ze hodnota tohoto ukazatele vdabhéobi se wuje
ponerné ke stavu v obdobiipdchozim.

Priklad 2-9:
V obdobi 1999 - 2005 bylo dosaZzeno objemu vyrgbw vypdtena tempaiistu

Xi:

rok i Yi Xj
1999 0 1550

2000 1 1535 0.99
2001 2 1228 0.80
2002 3 1105 0.90
2003 4 1215 1.10
2004 5 1361 1.12
2005 6 1525 1.12

Ptame se, jaké bylo{omérné tempoistu v tomto obdobi. Jeipozené, Ze poZa-
dujeme, aby tato charakteristika&latu vlastnost, Zetpkazdor@nim pimer-
ném Gstu dosdhneme Gro¥pozorované v roce 2005.

Tempa fistu jsou vypétena jakox, =Ji proi=12...,n.
i-1
V naSem pikladun = 6.
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Plati tedy
Yo =YX, = YoXXo. X, =Y, |'j X

n

. . .Y
Celkové tempotrstu za celé obdobi je™ = [ | x
0 1=

Pramérné tempoistu je pak takova hodnotg, , pro kterou plati

T, ”=n:nl, a tedy
(7) =[]

(2-3)

Charakteristicex; fikame geometricky pimér. Je vhodnou charakteristikou

polohy tam, kde néas zajimé také &aupozorovanych hodnot (vizigdchozi
piiklad) - hodnotyY, by bylo dosaZeno také, kdyby kazdmbtempo tistu bylo
rovno 7z, = 0.997. Aritmeticky ptimér tempa #éstu v uvedenémifkladu je

roven 1.01, festoze koncova hodnotg je menSi nez p@tesni hodnotaY, . Ze
vztahu (2-3) je &ejmé, Ze geometricky fimér mizeme uzit pouze tehdy, kdyz
vSechny pozorované hodnogyjsou kladné ;>0 proi =12,...,n).
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Shrnuti:

Aritmeticky prizmer je charakteristika polohy, jejiz hodnota ma tusthest,
Ze soudet odchylek nagtenych hodnot od gméru je roven nule.
Sumadtverar (druhych mocnin) odchylek od{oméru je minimalni.
Modusje charakteristika polohy uzivan&egevsim pro diskrétni vélny a je
definovan jako hodnota, ktera je v dateciteggjSi. Modus je jedina cha-
rakteristika polohy vhodna pro nominalini vely.

DalSi charakteristikou polohy jmedian. Je to hodnota, ktera je upraest,
uspdadame-li nar&'ené hodnoty podle jejich velikosti. &4 hodnot men-
Sich nez median je stejny jakoget hodnot ¥tSich nez median.

Hodnot x(p) pod kterou lezinp hodnot, séika p-kvantil(nebo takéL.00p-
percenti).

Nekterécasto uzivané kvantily maji zvlastni pojmenovanédian dolni
kvartil, horni kvartil,dolni decil, horni decil.

Geometricky pimér je vhodnou charakteristikou tam, kde nas zajiaké t
souwin pozorovanych hodnot.

Kontrolni otazky:

1.

5.

Vysvtlete pojem charakteristika polohy

2. Dokazte, Ze s@et odchylek nagienych hodnot od gmeru je roven nule.
3.
4. Co usoudite o datech, pro ktera hodnotéampéru je silré odliSna od media-

Pro¢ median neni citlivy na odlehlé hodnoty?

nu a wiznutého pémeru?
Co je dolni kvartil, co je horni kvartil?

Pojmy k zapamatovani:

- charakteristika polohy

- aritmeticky ptimer

- modus

- median

- dolIni kvartil, horni kvartil
- p-kvantil

- geometricky pkmer
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2.3 Charakteristiky variability

Cil:

Po prostudovani této kapitoly byste&lm

» chapat, co to je charakteristika variability a §&kliSi od charakteristiky po-
lohy,

e un¥t spaitat a interpretovat rozptyl a snedatnou odchylku.

Priavodce studiem:
Prostudovani tétdasti kapitoly budete musetmnovat asi dv hodiny.

Zatneme pikladem.

Priklad 2-10:
Ve dvou studijnich skupinach bylo dosazeno v testito vysledk:

SkupinaA: 10 12 15 18 20

SkupinaB: 12 14 15 16 18

Pramér v obou skupinach je shodng = X; = 15, shodné jsou i medianyidsto

na prvni pohled vidime, Ze hodnoty zji$¢ ve skupié A a B jsou odlisné. Aby-
chom mohli tyto rozdily jednoduSe postihnout,ipbtijeme jestjiné charakte-
ristiky nez charakteristiky polohy. Vidime, Ze @ullost srovnavanych skupin je
v tom, jak (do jaké miry) jsou n&iselné ose rozhazeny (rozptyleny) hodnoty
okolo charakteristiky polohy. Préuyto odliSnosti Mizeme vyjadit ciselré po-
moci charakteristik variability (rozptylenosti, zldazenosti*) nagtenych hod-
not.

Pri letmém pohledu na data vikladu nas asi napadne jedna z moznych charak-
teristik variability, totiz rozdil x,, — X,,, fikame murozpeti. Tento rozdil pro
skupinu Acini 10, pro skupinu B jen 6, takZe variabilita waiginé A je zZetelrg
vetsSi. Roz@ti ma ovSem tu nevyhodu, Zeike byt ovliviéno jednou extrénin
odliSnou hodnotou. Pozornélitende kap. 2.2 napadne dalSi mozna charakteris-
tika rozptylenosti, tzvmezikvartilové rozfii, x(0,75) - x(0,25)Tato charakte-
ristika variability je vyraza vhodrgjSi, protoze neni ovliwna jednou nebod
kolika malo extrémnimi hodnotami.

Naproti tomu variabilitu neizeme charakterizovat séttem odchylek od @me-

ru, nebd je vzdy rovna nule (viz odst. 2-2), takze varigbihaméfenych udaj
nepostihuje.
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Nejcastji se uzivaji charakteristiky variability zalozena sodtu druhych moc-
nin (tzv.c¢tverai) odchylek od piméru. Charakteristika
1 n

$= 2% (2-4)

se nazyvaozptyl anglickyvariance V n¢kterych souvislostech setirete setkat
s oznaenimvykerovy rozptyl,angl.sample varianceVidime, Ze & je vzdy \&t-

Si nebo rovno nule. Nule je rovno jen igact, kdy vSechnax jsou konstantni,
tedy x =X pro vSechnai =12,...,n. Plati, zetim vice jsou data ,rozhazena",
tim je & vé&tsi. To ilustruji hodnoty rozptylu pro vy$e uvedetzda i =17, s’
=b5).

NejuzivargjSi charakteristika variability je odmocnina z rogp, tedy

1 \2
s = \/n—_12(>q - %) (2-5)

i=1

ktera ma poékud podivny nadzewsnerodatna odchylkaangl. standard deviati-
on). Jeji vyhodou oproti rozptylu je to, Ze ma stejoyner (je ve stejnych rr-
nych jednotkach) jeho naifené hodnotyx a jejich paimér X .

V nékterych statistickych ifruckach a v dokumentaci statistickych programo-
vych prostedki a kalkul@&ek se setkavame j&€ss jednim trochu odliSnym vzta-
hem pro vypoet rozptylu. Tento rozptyl byva ¢kdy ozn&ovan jakopopula’ni
rozptyla je dan vztahem

M, = lz (z, -7) (2-6)

i=1

Popul&ni rozptyl M, je primérny ctverec odchylky od giméru. Vidime, ze
jedina odlisnost vztahu (2-6) od (2-4) je ve jmesteVi, zde jen misto(n - 1)
Plati tedy

n
s = M,
n-—1
a vzdy s* > M,, ale s rostoucimm se rozdils® — M, zmen3uje, takZe prostgi

hodnoty n je tento rozdil nepodstatny.

Dve razné, by podobné, definice rozptylu ¢as misobi nezkuSenym uzivateh
statistiky potize. Ob charakteristikys®, M,, se li§i v gkterych statistickych
vlastnostech, jejichz vystleni presahuje ramec této kapitoly. Prozatiiijnpe-
me jednoduché praktické dopoemi: Vahame-li, zda uz#* nebal,, tedy vzo-

rec (2-4) nebo (2-6), je lepsi uAt, tedy vztah (2-4) & - 1)ve jmenovateli.
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Pro pohodIwjSi vypaiet mizeme tento vztah upravit

:ni—l Zn:xf —27<Zn: X + n‘xz} = (2-7)

Nyni si na pikladu ukdzeme, jak géat rozptyl z dat usgaddanych do tabulky
cetnosti:

Priklad 2-11:
— —\2 —\2
X n X (% -x) (x - %) n(x - %)
2 6 12 -4/3 16/9 96/9
3 12 36 -1/3 1/9 12/9
4 8 32 2/3 4/9 32/9
5 4 20 5/3 25/9 100/9
Souet 30 100 240/9
X = @ = E ] 333
30 3
gt 050,920
29 9 29

s=,/0,9200 Q 959
Postup nizeme vyjadit vztahem
1 & -
g=—"n(x-%’ (2-8)
n-17=
kde k je paettadki v tabulcecetnosti. V naSemiikladu bylo k = 4. V souttu
¢tverai jsouctverce odchylek pozorovanych hodnot odméru vazenyeetnosti
pozorovanych hodnoty .
Vypocetni postup se zjednodusi, upravime-li vzorec (@eBjvaru
1| 1(& Y
=152 Sy 2.9
n_l{;mﬁ - ;mﬁ (2-9)

Postup Uprav vztahu (2-8) na (2-9) je podobnyo jp&stup Uprav vztahu (2-4)
na (2-7).
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Pak vyp@et rozptylu bude vypadat takto:

)

X n nx x? nx
2 6 12 4 24
3 12 36 9 108
4 8 32 16 128
5 4 20 25 100
30 100 360
z_i( _100.10(}_i@
S =59 360 —30 =593 10,920

$=4/0,92000 Q 959

Vidime, Ze ke stejnému vysledku jsme dosli snpracrE, ale ffece jen to vyza-
dovalo jakousi namahu. R8tijici je, Ze v satasné dob tuto vypaetni namahu
vétSinou nemusime vynakladat, néjpza nas vykonajitrzné programové pro-
sttedky (nap. tabulkové procesory jako napExcel, statistické programy) do-
stupné prakticky na kazdém @taci. Dulezité vSak je, abychom si zapamatovali
smysl a del charakteristik variability.

NaSe data zijkladu 2-11 niZzeme ve zkratce popsataivacisly:
e pramérem X =10/ 30 333 ktery charakterizuje polohu,
» smerodatnou odchylkots C 0,95¢, kterd kvantifikuje variabilitu.

Shrnuti

» Kromé polohy je uZziténé charakterizovat také variabilitu dat.

* Nejcastji uzivané charakteristiky variability se §itaji ze sotdtu druhych
mocnin odchylek pozorovanych hodnot odrpéru.

« Charakteristikas® = %Z(x -X)* se nazyvaozptyl.
n-1y=

* Snerodatna odchylkge odmocnina z rozptylu.

» Pokud uvadite ve vysledcich charakteristiku valigbuvaZzujte vzdycky o
tom, kterd z moznych charakteristik je gten&e uzit€na. \EtSinou je nej-
vhodrgjSi a dostaténou charakteristikou s¢rodatna odchylka.

Kontrolni otazky:

1. Mohou se g ruznych rozptylech shodovat charakteristiky polohy?

2. Proc¢ jako charakteristiku variability nelze uzit s@i odchylek od pimeru?
3. Vyjadete slovd, co znamena poputai rozptyl definovany rovnici (2-6).

Pojmy k zapamatovani:

- variabilita dat a jeji charakteristiky
- rozptyl, sn¢rodatna odchylka

30



2.4 DalSi charakteristiky rozd éleni pozorovanych hodnot
Cil:

Po prostudovani této kapitoly byst&lnumét:

* O jsou empirické momenty,

» charakteristiky tvaru rozdeni (Sikmost, Sgiatost),

* spaitat a interpretovat Sikmost a &giost rozdleni dat.

Priavodce studiem:
Prostudovani tétdasti kapitoly budete musetmnovat asi hodinu.

Krom¢ polohy a variability 1zeiselre vyjadit i dalSi charakteristiky postihujici
tvar rozdleni dat. @ive nez d¥ takové charakteristiky uvedeme, seznamime se
s tzv.empirickymi momengyprotozZe je pakip vypoctech charakteristik budeme
potrebovat. Tzvk-ty obecny momeniM, je definovan jako gmér k-tych moc-

nin

1 &

T k

M ==Y4
n =

. , . L i . v — L.
Prvni obecny moment je tedy, = —in , Cili je to pramér X, se kterym jsme
=1
se uz setkali v kap. 2.2. Pod@bexistuji i vySSi momenty, napdruhy moment,

L. . . ™ , , 1 n
ktery je pimérnou hodnotoutveral namerenych hodnot, tedy/, = —Z:z;f :

=1

Déle se uzivaji takéentralni momenty M, které vychazeji ze séw mocnin
odchylek od pkmeru.

1 —\k

M, = —Z(xl - x)

n =

e Prvni centralni moment\/, =l2(xi -7 )neni nijak uzitény, nebd je
n

=1

vzdyM; = 0.
 Druhy centraini momend/, = lz (z, - 7)" je popul&ni rozptyl, vzdy plati

i=1
M, 2 0.
. o 1 _\ - . oy g
- Tieti centralni moment/, == (z, 7). Vidime, zeMs mize byt |
i=1
zaporny.

«  Ctvrty centraini moment/, = lZ(a: -7)", vzdy platiM, 2 0.

i=1
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Priklad 2-12:
Nez gejdeme k zavedeni charakteristik tvaru fedi, podivejme se na nasle-
dujici histogramy.

] ] |
ccccc 1 Coumi coumi
! i ol
: y J
X =60 X =60 X =6.0
s=10 s=10 s=10
g, =01 g, =00 g, = -153
g, =03 g, =-12 g,=27
DD%D 1::10
CCCCC ! o]
) o
i g
X =60 X =60
s=10 s=10
g, =153 g, =01
g, =27 g, =43

Obr. 2-14: Rizné tvary empirického rozteni

VSech gt ukdzek ma stejné charakteristiky polohy i vatigb{prameéry i smg-
rodatné odchylky jsou shodnéeBto na prvni pohled vidime, Ze tvary réledi
dat jsou tizné. K¢iselnému vyjatkeni €chto rozdit ndm slouzi dalSi charakte-
ristiky - Sikmost (angl. skewness) a&iost (angl. kurtosis).

Sikmostg, je definovana jako

MS
g =—e (2-10)
M,/ M,
Spiatost g, je definovana vztahem
M—"l
g, = -3 (2-11)
2 (M2 )2

MozZna gekvapuje, Ze v rov. (2-11) ogigdme na pravé strarirojku. Diavod je
ten, Ze Sm@iatost vztahujeme k ngjsgji vyskytujicimu se rozéleni, k tzv. nor-
méalnimu rozéleni (viz kap. 3), u kterého je p@mM, /(M,) roven 3. Spia-
tost je tedy vztaZzena ke 8ptosti normalniho rozdeni, kladna Sgiatost zname-
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na SptatejSi rozctleni nez normalni, zaporna &piost znamena, Ze rageni
pozorovanych hodnot je ,plaé@i“ nez normalni.

Nulova Sikmost znamena, Ze réthi dat je symetrické okolo joméru, kladna
Sikmost znamend, Ze rageni ¢etnosti je zeSikmeno vlevo gkdy tikame, ze
rozckleni méa €zSi levy konec nebo levou stranu), zaporna Sikrapnamena ze-
Sikmeni vpravo (23i pravy konec) tvetice ¢isel (X, s, g, @) nAm umo#uje
udclat si predstavu o tvaru rozteni dat atizna data porovnavat.

Shrnuti

» krome polohy a variability I1ze tvar ro2teni dat popsat i dalSimi charakteris-
tikami tvaru rozdleni,

» tyto charakteristiky jsou zaloZeny riatim actvrtém centralnim empirickém
momentu a nazyvaji Sikmost a &uost.

Kontrolni otazky:

1. Co je znamena nulova Sikmost?
2. Kdy je Sikmost zaporna?

3. Co je znamena nulova spiost?

Pojmy k zapamatovani:
- empirické momenty
- centralni momenty
- Sikmost, Spiatost
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2.5 Nékteré techniky popisné statistiky

Po prostudovani této kapitoly byst&lnumét:
* nekteré jednoduché technikydniho zpracovani mémozsahlych dat,
» zkonstruovat aigdevsim interpretovat krabicovy graf (box plot).

Prostudovani tétdasti kapitoly budete musetmnovat asi hodinu.

2.5.1 Zaznamenavanéetnosti
Pt zjiStovani a zpracovani empirickych dat jsme&asbv situaci, kdy péebuje-
me pfhbézne n&itat cetnosti vyskytu pozorovanych hodnot (hapi vyhodno-
covani vysledk voleb, zaznamenévani ¢gio riznych pozadavk tazateh v in-
formaini agentie atd.). Vhodné techniky takového ¢niho” zji&'ovanicetnosti
si ukaZzeme na datech & @-1:

Priklad 2-13:
Mame tyto pozorované hodnoty:
3,4,3,5,2,3,42,3,53,42,5,3,3%3%,2,22,3,3,4,43,3,4,4

Na prvni pohled vidime, Ze v datech se vyskytugdiraiy 2, 3, 4, 5. Kazdou
hodnotu zapiSeme na samostatagek tabulky. Pak prochazime dataiiakpz-
dém vyskytu hodnoty zapiSendarku na pislusnyiadek tabulky. Abychom si
usnadnili zagrecné <itani ¢arek, tak vzdy kazdou patou zapiSeme vodarovn
Pokud se namifhodi, Ze jsme b prvnim pohledu vyskytu dkteré hodnoty fe-
hlédli, mizeme pidat do tabulkyadek s touto hodnotou.Vysledkem n&ahos-
ti je nasledujici tabulka, ze které Izeiitivelice snadnaetnosti jednotlivych
hodnot:

Xi N
2 |HH ) 6
3w 12
4 1t 8
5 /] 430
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V literature se nizeme setkat i s jinou technikouip&zného naitani cetnosti.
Misto carek sdruzenych docpic se postups vyznauji jednotlivé ¢asti ctveral

v paradi vrcholy, hrany, uhlaftky. Pak bychom dostali pro nasSe data tuto tabul-
ku:

n;

2.5.2 Zapis lodyha-list (Stemé&Leaf)
Tento Usporny zapis ziskanych dat si ukdZzemeikiagu.

Priklad 2-14:
M¢jme tato pozorovana data:

55 70 71 70 6563 58 56 82 64 65 75 76 68 63 69 65 51

Tato data fepiSeme ve fortntabulky, v niZ jeden sloupec (lodyha, angl. stem)
budou tvdit cislice na desitkovém métve druhém sloupci (list, angl. leaf),
budou zapsany vSechiislice na mist jednotek (uspi@dany vzestupn z vy-
skyti na fFisluSnénradku. Zapis stem&leaf tedy pro naSe data vypada:tak

lodyha |listy
(desitky) | (jednotky)
5 1568
6 33455589
7 00156
8 2

Tvar listu v tabulce charakterizuje ra@tehi hodnot podolinjako histogram.
Cel& data jsou zaznamenavana ve vzestupnéntadspo, takZze snadnotiteme
ur¢it median, kvartily, pipadre i dalSi kvantily:

n=18
x(0,5)=65
x(0,25)=63
x(0,75)=70

Zaznam dat formou STEM&LEAF je s&asti volitelného vystupu ékterych

statistickych prograin(NCSS ap.). Prakticky vyznam ma vSak zejmémarpc-
ni analyze dat malého rozsahii. ®¢nim zpracovani dat je vhodné vytitden-
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to zapis ve dvou krocich - nejprve zaznameisdice listu v pdadi, ve kteréem se
vyskytuji v datech a ve druhém kroku teptigice na kazdérradku setidit.

2.5.3 Krabicovy graf

Casto uzivanou grafickou formou prezentace &trd hodnot v datech je tzv.
krabicovy (obdélnikovy) grafVétSinou se pro & uziva pivodni anglicky nazev
box plot nékdy takébox & whiskers coz bychom mohli jgloZit jako krahika
S vousy.

Krabicovy graf vypadé takto:

180.

: o < odlehlé hodnoty
140. _7

prilehlé hodnoty . horni kvartil
100, // <—median

] S~ dolni kvartil
60.0
20.£|)

Vidime, Ze mezikvartilové rozfi je vyzna&eno obdélnikem, uvrfibbdélniku je
vyznasen median. Usiy (,vousy*, angl. whiskers) kafi v nejvzdalejsi pozo-
rované hodndatve vzdalenosti nejvySe 1,5 nasobku mezikvartilovédegti od
prilehlého kvartilu. Body vyzngné mimo vousy jsou hodnoty mibdalreé vzda-
lené od medianu, &Sinou je povaZzujeme za odlehlé hodnoty. Z definiue
zikvartilového rozpti vime, Ze uvnit krabicky lezi 50 % pozorovanych hodnot.
Z polohy medianu uvnitkrabice okamzé vidime, zdadchto prostednich 50 %
hodnot je roz8eno symetrickyi seSikmen.

Podobr na tvar rozdleni mizeme usuzovat z délky vausPro ¥tSinu rozale-
ni by nela byt naprosta&sina pozorovanych hodnot uvhitousi. Nag. u nor-
malniho rozdleni zde lezi 99,3 % naffenych hodnot.

Krabicové grafy Ize kreslit s pomociimého statistického software (itap
NCSS, STATISTICA, SAS atd.). Tyto programyt$inou dovoluji alternativh
zadat jest dalSi volbu tvaru krabicovych giaftzv. notched box, tedy krabice
s vrubem. Ska (vySka) vrubu vyzraije interval spolehlivosti medianu, takze
porovnanim dvou krabic s vrubemikeme rychle usuzovat, zda charakteristiky
polohy skupin se liSi vyznaminseSikmeni se négkryvaji) ¢i jen nepodstath
(seSikmeni maji spatay usek). Biklady takovych krabicovych grafjsou na
nasledujicich obrazcich.
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Piiklad 2-15:
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Krabicové grafy — porovnarity skupin

Priklad 2-16:

Box Plots Box Plots

| —
T f

T
1

34‘0

30‘0
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delka
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o
=}

18.0

it
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Krabicové grafy s vruby — porovnani dvou skupin

Shrnuti:

* existuji uziténé techniky umakujici rychlé nalezeni tvaru ro&éni a za-
kladnich charakteristik dat bez néngch vypata.

* pro meér rozsahla data zapis lodyha-list uchova Uplnourméxi o datech,
ukaze jejich rozéleni a usnadni vyget medianu a kvartil

» krabicové grafy na malé ploSe poskytnou mnoho mémi o rozdleni dat a
charakteristikach polohy i variability.

Kontrolni otazky:

1. Porovnejte krabicové grafy vikladu 2-15. \Wem se liSi porovnavané sku-
piny ve veliine delka a wem ve vetiine k1?

2. Porovnejte krabicové grafy viladu 2-16. LiSi se porovnavané skupiny ve
velicine delka?

3. Porovnejte krabicové grafy viladu 2-16. LiSi se porovnavané skupiny ve
velicing k3?

Pojmy k zapamatovani:

- zaznamenavargetnosti

- zapis lodyha-list

- krabicovy graf (box-plot)
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2.6 Popis vztahu dvou veli ¢€in

Cil:

Po prostudovani této kapitoly byst&lm

e umgt nékteré techniky popisné statistiky pro charakteréuwztahu dvou
veli¢in,

* rozunet pojmu kovariance a korelace.

Privodce studiem:
Prostudovani tétdasti kapitoly budete museémnovat asi 2 hodiny.

Dosud jsme se zabyvali charakteristikami a &erim cetnosti hodnot jen jedné
veli¢iny. VétSinou vSak na kazdém objektwiime vice veliin a zajim& nés
nejen kazda valina zvlag, ale také vzajemné vztahy . Hledame odpasdi
na otazky, zda hodnoty jedné watly souvisi s hodnotami vélny jiné, ¢i zda

jsou hodnoty vetin na sob nezavislé. V nasledujicich odstavcich si ukazeme

nekteré jednoduché techniky popisné statistiky, ktetén umo#uji vztahy dvou
veli¢in postihnout. Uvidime, Ze moZnosti popisu vztakiawvelkin jsou zavislé
na tom, zda sledované iy jsou spojité i aspa jako na spojité na&miu-
Zeme pohliZzetiesto, Ze jejich Skala spojita neni, jako u d&eglijejichz hodnoty
jsou vyjadovany jen celymgisly, ale interval jejich hodnot je dosti Sirokygm.
od 0 do 100), nebo zda ®bi jedna ze sledovanych véil je nominalni¢i ordi-
nalni, ale s zkou Skalou.

2.6.1 Kontingertni tabulka

Kontingertni tabulka, tj. dvourozirna tabulka roz&leni cetnosti je zakladni
moznost, jak zachytit vztah dvou nominalnich &ali Mame-li d¥ nominalni
veliciny X, Y, kdeX mize nabyvat hodnot, %, ... , % a velcinaY mize naby-
vat hodnotys , y», ... , &, pak rozdleni ¢etnosti pozorovanych hodnotideme
vyjadiit nasledujici tabulkou:

X
X1 Xo - X - X n;.
Y1 Ma Ni2 M nc Ny
y2 No1 No2 Nbc No.
Y : : : : :
Vi Ny N Nc ;.
YR NR1 NrR2 MR NRC NR.
Nna No n; Nc n.=n

Hodnotyn; jsou absolutnéetnosti, tzn. péty sledovanych objelt kdy velicina
Y ma hodnotwy; a sowasre velicina X ma hodnotw. Kromeé toho do kontin-
gereni tabulky nizeme zaznamenat tzmarginalnicetnosti n.. a n;. Jsou defi-
novany jakaradkoveé, resp. sloupcové syl

C R
ni.zzflj, n-j:ZnJ
j=1 i=1

Celkovy paet objekti n je samoejnmeé sowet p'es vSechna pdalka tabulky:
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R C R C

n=22n =20 =20,
i=1 j=1 i=1 j=1

Podobnou tabulku fiZeme vytvdit i z relativnichcetnosti. Obvykle se relativni

cetnosti vyjaduji v procentech. Vidime, Ze jsoti inoznosti, jak pditat relativni

éetnosti:

n
* tzv. celkova (tabulkova) procentd; = 7“100
N .
 fadkova procentd; = n—1100, u kteryctradkovy sodet je 100%.

ni' .
* sloupcova procentg; = n—'lOO, u kterych sloupcovy stet je 100%

"
Cetnosti z kontingei tabulky néizeme zn&zornit trojrozénnym grafem.
Z grafu pak nizeme ponsrné snadno usuzovat na souvisloshezavislost veli-
¢in.

Priklad 2-17:
Pro d¥ nominalni vekiny lokal aodrida byla z dat spétena tato tabulkaet-
nosti.

lokal
odrud | D B 4 Tota
1 2( 13 1Y 14 64
2 1 1 14 9 21
Tota 2] 20 Y 23 9]

Tyto ¢etnosti jsou znazo#ny v nasledujicim grafu.

Celkova procenta

lokal

Graf zavislosti dvou nominalnich véh (Cetnosti z kontingemi tabulky)
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Je Zejmé, Ze stejnym Zgobem jako vztah dvou nominalnich ¢elilze i popsat
vztah dvou ordinalnich vein. Dokonce i u spojitych valin mizeme pouzit
dvojrozmernou tabulkucetnosti, pokud spojité vélny predtim usptadame do
tiid. Takovou tabulku pak nazyvarkerelacni tabulkou

V kap. 4 si ukazemec¢hteré dalSi moznosti posouzeni vztahu dvou nomiciain
velicin, které vSak vyZzaduji porozumi pojmim piesahujicim popisnou statisti-
ku.

2.6.2 Nominalni a spojita vellina

Pro takovou dvoijici je vhodné charakterizovat polovariabilitu, gip. rozdleni
cetnosti hodnot spojité veélny pro kazdou z pozorovanych hodnot nominalni
veli¢iny. DalSi velmi nazornou moznosti je zobrazeniisdésti spojité veltiny

na veltiné nominalni je krabicovy graf pro jednotlivé kategonominalni veli-
¢iny, jak bylo ukazéano v odst. 2.5.3.

2.6.3 D¥ spojité velikiny

Nejjednodussi Zisob, jak znazornit vztah dvou wgh, je nakreslit jejichbodo-
vy graf (angl.xy-plot nebo scatter ploj. Z grafu ¥tSinou okamzit vidime, zda
hodnoty jedné veliny maji tendencitrst s hodnotami druhé veiiny nebo klesat
¢i spolu nesouvisi. Na obr. 2-14 mame graficky znd#oy nangtené hodnoty
dvou veltin a také vyznéeny dw piimky odpovidajici ptméram kazdé veliiny
a kvadranty, na které tytaimky c&li rovinu, ve které jsou zobrazeny n&ené
body.

21.0 o
y o ©

] [l. kvadrant |. kvadrant
T O

20.5 @)
i Yprum OO ©
i D O
) ao)

20.0 -
] QOO
i o oS ©

192 ll| kvadrant IV. kvadrant
i O y
i prum

19q Cl> T T T T I T T T T T I / T T I T T T T T |
9.0 95 10.0 10.5 11.0

X

Obr. 2-14: Graf pozorované zavislosti dvou spojityelicin
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Zavislost &chto dvou vellin mizeme charakterizovatselre pomoci odchylek
od priiméra:

5, =—— (2, -7) 0y, - 7) (2-12)

n_l i=1

Charakteristices,, seftika kovariance Vidime, Ze bodyx , y) z I. a Ill. kvad-
rantu z¥tSuji hodnotu satiu ve vyrazu na praveé stranovnice (2-12), zatimco

body z Il. a IV. kvadrantu hodnotu s#u zmenSuji, nelib pro & sowin
(z, —7)(y, =) je zaporny. Mizeme tedy usoudit, Ze pokud kovariance je klad-

n4, je mezi velinami kladn& souvislost (s rostoucimostey), pokud kovarian-
ce je zaporna, je vztah apg. Pokud je kovariance blizka nule, neni mezi-veli
¢inami linearni zavislost. Trochu obtiZze vSakigpbuje to, Ze Ize¢£ko posoudit,
co znamena, ze kovariance je blizka nule. Kovadameni omezena zdola ani
shora, a protosZko posoudit, jaké hodnoty jsou dostakeblizké nule. Problém
Ize ¢aste&ne vyieSit zavedenim jiné charakteristikprelacniho koeficientu

Sy
My = (2' 13)
5:S,

kde s, a s, jsou snérodatne odchylky vetin x a y.

Pro korel&ni koeficient plati —1<r, <1, pricemz hodnoty|r, | =1 znamenaji

piesnou linearni zavislost (body v grafu lezitingce)- viz obr. 2-15.
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Priklad 2-18: Grafy zavislosti dvou valin a hodnoty korekniho koeficientu
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Obr. 2-15: Rizné tvary zavislosti a hod-
noty korel&niho koeficientu

Vidime, Ze koreléeni koeficient je charakteristikowegnostilinearniho vztahu

dvou veltin. Hodnotyry, blizké nule nemusi nuirenamenat nezavislost véh,
Znamenaji pouze to, Ze mezi ¥elami neni linearni zavislost.
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2.7 Priklad statistického zpracovani dat

Zadani:

Ctyii stochastické algoritmy pro globalni optimalizagly ovérovany na 6 testo-
vacich funkcich. Vzhledem ke stochastické povazatd algoritni je nutno
testy provadt opakovas, proto u kazdé ulohy bylo provedeno 100 opakovani.
Casové narénost hledani je vyjgena pdtem vyhodnoceni funkce (véinane),
piesnost fiblizeni spravnémiseSeni je vyjatena pdtem platnycheislic naleze-
néhoiesSeni shodnychigsSenim spravnym (vélnalambdg. Vysledky numeric-
kych test algoritmi jsou v souboru ALGO7_d10.xls, ktery je dostupny na
http://albert.osu.cz/tvrdik/down/vyuka.html.

Za pyijatelné giblizeni spravnémdesSeni je povazovano takovéhizeni, kdy
lambda> 4. Zpracujte fehlednou tabulku zakladnich charakteristik algaokitm
Uloh (primérnacasova narénost, spolehlivost hledani globalniho minima vyjad-
fena jako pdet opakovani spljicich podminkuambda> 4. Pomoci krabico-
vych grafi porovnejtetasovou narénost algoritni.

Reseni:
Vzdycky je dobré na zatku nahlédnout do dat a zjistit obory jejich hatdno

V tloze jsou d¥ nominalni vekiny (algoritmus funkc@, jejich hodnoty jsou
znakovérettzce. Nasledujici tabulka nam poskytne informacelkavém pdtu
pozorovanych hodnot a o rageni cetnosti.

Counts Section

algoritmus

funkce 8hcl BREST DER  debrl8 Total

ackley 100 100 100 100 400
dejongl 100 100 100 100 400
griewangk 100 100 100 100 400
rastrig 100 100 100 100 400
rosen 100 100 100 100 400
schwefel 100 100 100 100 400
Total 600 600 600 600 2400

Vidime, Zecetnost vyskytu jednotlivych hodnot odpovida zad§ni,00 opako-
vani algoritmu na kazdé uloze.

Zakladni charakteristiky dvatiselnych vekin (ne lambdg jsou v nasledujici
tabulce.

Variable Summary Section

Standard
Variables Count Mean Deviation Minimum Maximum
lambda 2400 6.69 1.04 0 8.5
ne 2400 30357.39 36564.99 6220 185900

Z pcctu pozorovanych hodnot (2400) vidime, Ze v dateehi rzadna chydjici
hodnota, na vSed@dcich datové tabulky jsou hodnoty jdmbda tak ne Vi-
dime, Ze minimum valiny lambdaje rovno 0, tedy nejméreden kh algoritmu
se nepblizil dostaténé ke spravnémieseni.
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Tyto tabulky jsou pouze pracovni, slouzi nam jerk&atrole dat a ziskani za-
kladniho pehledu o jejich obsahu. Nejsou géasti prezentace vysledllstatistic-
ké analyzy.

Vysledky:

Spolehlivost algoritm je uvedena v tabulce diselné hodnoty jsou gty behi,

v nichZ se hledani dostéte priblizilo spravnémuesSeni. Vzhledem k tomu, Ze
pro kazdou ulohu bylo provedeno 100 opakovanp gottasre i spolehlivost

v procentech.

Tabulka 1: Spolehlivost v procentech

Algoritmus
funkce 8hcl BREST DER debrl8
ackley 100 100 99 100
dejongl 100 100 100 100
griewangk 94 100 78 99
rastrig 99 100 82 100
rosen 100 100 100 100
schwefel 100 100 96 99

Z tabulky 1 je rejmé, Ze jedigralgoritmus BREST dosahl 100% spolehlivosti na
vSech Sesti testovacich funkcich, algoritmus DERnlappak vyrazé nejmeér
spolehlivy.

Casové naroky vyjaené jako pimérny paset vyhodnocenidelové funkce po-
trebny k dosazeni podminky ukami hledani jsou uvedeny v tabulce 2.

Tabulka 2:Casova narénost (paimér veliginy ne)

Algoritmus
funkce 8hcl BREST DER debrl8
ackley 13554 47265 15431 13569
dejongl 7257 24511 7357 6973
griewangk 12145 47333 15503 13153
rastrig 28529 55082 21813 10711
rosen 19132 170179 108593 20524
schwefel 12936 36223 10838 9964

Porovnanicasoveé narénosti algoritnii na kazdé z testovanych funkci je na ob-
razku 1 na dalSi stranZ obrazku vidime, algoritmus BREST byl na vSetdt U
hach vyraza nejpomalejSi gasovou narénosti rékolikrat vyssi nez ostatni al-
goritmy. Nejmég spolehlivy algoritmus DER nebyl na Zadné z ulojnycblejsi.

Zawr z nasSi analyzy tedy je, Ze spolehlivy algoritnBREST je pilis casow
nara:ny. Algoritmy 8hcla debrl8jsou rychlejSi a spolehkiysi nez algoritmus
DER. Proto povazujeme algoritn®hcladebrl8za nejuspsrejSi v tomto testu
a je mozno je dopotit pro dalSi zkoumani a vyuzititeSeni problérin hledani
globalniho minima.
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Obrazek 1: Porovnagasové narénosti algoritnii na jednotlivych funkcich




Shrnuti

» Vztah dvou veliin Ize gehledr zobrazit prosedky popisné statistiky.

» Dulezité je si u¢domit, v jakych Skalach byly sledované valy méieny a
podle toho volit vhodny Zisob vyjadeni jejich vztahu.

o Graf je nazor§Si nezciselné charakteristiky.

 Pro korelani koeficient plati-1<r, < 1.

» Korelani koeficient je charakteristikoggnosti linearniho vztahu dvou veli-
¢in.

* Hodnoty korel&niho koeficientu blizké nule nemusi ntitnamenat neza-
vislost veltin, znamenaji pouze, Ze mezi ¥aliami neni linearni zavislost.

Kontrolni otazky:

1. Porovnejte krabicové grafy vikladu 2-16. LiSi se mediany \déty k3
v porovnavanych skupinach?

2. Proc tri posledni zavislosti na obr. 2-15 maji vSechnyriwdd korelanhiho
koeficientu nulovou,datvar zavislosti je odliSny?

Pojmy k zapamatovani:
- kontingerini tabulka
- kovariance

- korelani koeficient

Korespondertni tulohy budou zadavany vzdy na zéatku semestru.

Z popisné statistiky budoti priklady.
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3 Zaklady po €tu pravd épodobnosti

Prozatim jsme se ve vykladu analyzy dat a deskrpstatistiky obeSli bez zna-
losti jakychkoli pojnmii z teorie (potu) prav@podobnosti. K porozusmi zakla-
dam induktivni statistiky v kap. 4 vSak takové znéldsidou nezbytné. Takze
ndm nezbyva nez se pokusit nutné elementy tétonmadieké, tedy formalni a
abstraktni discipliny zvladnout. Povzbuzenim nafiZenbyt, Ze mnoho impuls
k zavedeni z&kladnich pojnv paitu pravaépodobnosti vychazi z kazdodenniho
Zivota. Jeden z prvnich po#th ke vzniku pd&tu pravé&podobnosti vySel
v 17. stoleti z hazardnich her. Navic slova pépedobnost uziva kdekdo, &tv
Sinou spravéy, v hodnoceni kazdodennich jgvaniz by znal formalni definici
tohoto pojmu, vystd s jeho intuitivnim pochopenim. BohuZel s intuieivysta-
¢ime, chceme-li uzivat metody induktivni statistikybez tchto metod se neo-
bejdeme v Zddném¢gnim ¢i technickém oboru zkoumajicim &y ve kterém
Zijeme, ale ani v mnoha praktickyeéimnostech, které zdanivnemaji s ¥dou
nic spoléného.

Priavodce studiem Kapitola o zakladech gtu pravé&podobnosti je vzhledem
ke své obsahlosti a n&rwsti rozélena doctyr ¢asti. Celko¥ jeji studium zabe-
re 15-25 hodin.

Prvni ¢ast kapitoly vam zabere ag&lyti az @t hodin. Pochopenidiva vam
usnadnicetné ilustrani priklady. Vztahy, které se€asto uzivaji pro vypset
pravdpodobnosti, jsou uvedeny v rateéch. Nezapomse, Ze kazdy zthto
vztahi plati jen za uiitych podminek, které musi sjplvat jevy, jichZz se vztah
tyka.

3.1 Nahodny pokus, ndhodny jev a pravd épodobnost

Kazdodenn se setkdvame jd u kterych nevime s jistotou, jakym vysledkem
skorti. Prikladem je teba

o zkouska k ziskartidi¢ského piitkazu (projdeme nebo neprojdeme?),
* zkouméni vzorkdic¢ni vody (kolik v iiem nalezneme mikroorganisid),
» tehotenstvi (narodi se kluk nebo holka nebo dokomoe @ti ?).

Obecrt se takovy § s nejistym vysledkem nazyv@&hodny pokusSpolé&nym
rysem nahodnych pokage, ze

» vysledkem musi byt préjeden z mnoziny alespalvou moZznych vysledk
* uvazovany pokus je mozno nezavisle a za stejnydmpmek opakovat.

Druhou vlastnost vySe uvedengktady beze zbytku nesplji, ale v této chuvili
se tim nebudeme trapitiiadem takového snadndeglstavitelného ndhodného
pokusu je hod hraci kostkou, ktery se gravo tuto jednoduchost tragk uziva

k vykladu zéklad poctu prav@podobnosti.
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Vysledkem nahodného pokusu p@hodny jev U hodu kostkou je to naip
.padla jednéka“ nebo ,padla suda“ nebo ,padlo vice nez 4 &dhodné jevy
ozn&ujeme velkymi pismeny ze &iku abecedy, fippadré velkymi pismeny
s indexem. Ozriane tedy mozné vysledky hodu kostkou takto:

E: padla jednika
E> padla dvojka
Es padla trojka
E4 padlactyika
Es padla gtka

Es padla Sestka

Jiny vysledek nastat ndrbe, kostka spadnout musi. Zadny zjeés, i = 1,
2,...,6, neni slozen z jinych j&vnelze jej dale rozlozit, ani nemohou nastat Zad-
né dva takové jevy sdasre. Rikame, Ze jevy jsouelementarni jevy

Ale jev B, ,padne suda“ je slozen z je\E,, E, aEs, fikame, Ze jesjednocenim
téchto jewi, coz zapisujemeB = E, [0 E, O E,.

Sjednocenim vSech elementarnichijeostanemegev jisty- ozna&ime jej symbo-
lemU, tedy v naSemijkladu U =E, O E, O... O E,.

Jev, ktery nastat neibe (nap. na kostce nefize padnout sedika), nazyvame
jevem nemoznymzngime jej [ .

UvaZujme jevB - ,padne suda“. O jevA - ,nepadne sudatikame, Ze jopac-
nym (komplementarnim) jevetjevu B, oznaujeme jej B (nonB), takze ni-
7eme psatd = B. Je ¥ejmé, Ze sjednocenim jevu B a jevu é@pgho, tj. B, je
jeviisty, BOB=U.

JevB, ,padne suda" a jeC, ,padne lichd", nemaji Zadny spofg jev. Rikame,
Ze jevyB a C jsounesluitelné (disjunktn). Naopak, je\B a jevD, ,padne vice
nez 4“ neslditelné nejsou, protoZze maji spaihg jev Es. Prinik neslitelnych
jevi je jev nemozny, coz zapiSenien C =0, zatimco piinikem jewai B a D je
jevEs, Bn D= Eg, ajevyB, D tedy opravdu disjunktni nejsou.
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Vztahy jevi podobr jako vztahy mnozZin fizeme vyjatit nazorrg pomoci
Vennovych diagrari

Sjednoceni jel, A0 B Prinik jevi, A n B

pd

Nesluwitelné jevyA, B JevA a jev opany

UvaZujme nyni elementarni ndhodné jeéwyE,,...,E, , pro které plati:

a) BE;nE =0 proi#j i,j=12...,k (kazda dvojiceiznych elementar-
nich jevii jsou jevy nesltitelné)

b) EL0OE,O...0E, =U (jeden z&chto elementarnich jévmusi nastat)

Mnozinu Q ={E,,E,, ...,E,} pak nazyvameystémem elementarnichsjev

Nahodnym jevem pak je libovolna podmnozina mnoZnyl ze vytvdit 2" raz-
nych podmnozin @§etre prdzdné mnoziny a celé mnozi®y). Prazdna mnoZzina
odpovida jevu nemoznému, cela mnoziapak jevu jistému. Podle toho, jak
jemrg (podrobr) zvolime systém elementérnich jevak podrobs dokazeme
timto matematickym modelem n&hodného jevu popsdhyepokus. Zde jsme
uvedli systém konmého pdétu k elementarnich nahodnych fevJe vSak mozné
modelovat nahodné pokusy pomoci systému nek@te pdtu nahodnych jey,
ale pro vyklad zakladpravd&podobnosti vyst&ime s konénym patem elemen-
tarnich jew.

Jelikoz vysledky nahodného pokusu (tj. ndhodné)jevydelujeme jako systém

podmnozin, MmzZeme zavéstdkterédiselné funkce ndhodnych jea matematic-
ky odvodit (dokazat) pravidla, jak &tito funkcemi pd@itat. Jednou z takovych
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funkci je pravdépodobnostPro kaZzdy nahodny je je pravépodobnostP( A)
funkce (mira) jevu £mito vlastnostmi:

(@) 0<sP(A) <1 (pravdtpodobnost je nezdporna a normovana funkce)
(b) P(U) =1 (pravépodobnost jevu jistého je rovna jedné)

(c)Je-li An B=0O,pakP(ADB=HA+ KB
(pravéEpodobnost sjednoceni disjunktnichijge rovna sottu pravdpo-
dobnosti jew)

Tvrzeni (a), (b), (c) ozrajeme jako axiomy teorie pragpodobnosti. Pravd
podobnostP( A) mé&ti (ohodnocuje) moznost vyskytu jeyuv nahodném poku-
su.

Je v8ak otazkou, jak &it ¢iselnou hodnotuP( A) . Existuji dw& veelku jednodu-
ché moznosti. Prvni Zgob je omezen na tzv. jednoduché ndhodné pokugy, kd
vSechny elementarni jevy jsou stejravdpodobné. Pak se tak zvakiasicka
praveepodobnostpctita jako podil pétu vysledk priznivych n, (ve kterych

nastane jev A) ku gitu v8ech moznych vysledkn , tj. P(A) = T
n

Priklad 3-1 UvaZzujme nahodny pokus hod hraci kostkou ifégre, pokud ma
kostka €Zist¢ uprosted v piaseiiku €lesovych Ghloficek (pesrji receno, je-
homogenni a isotropni), Z(E,) = P(E,) =... = P(E,). Neclt jevA je ,padne

3 . . e
suda“. PakP( A) = . 05, nebé je Sest moznych elementarnichijev
E.E,, ... ,E, alejenti (E,, E,, E;) jsou giznivé, kdy nastane jed.
U jinych nez klasickych nahodnych pokuse musi prawibodobnosti odhadovat
z pozorovani relativnéetnosti vyskytu jeviA v n nezavislych opakovanich
n
nahodného pokusuf , =?A, n, je paet pokus, kdy nastal je\A. Pravépo-

dobnostP( A) je dana vztahem

P(A) = |im(”—rf) (3-1)

n- oo

Tomuto vztahu s#iké statisticka definice pravgbodobnosti

Pokud bychom pravgbodobnost jevu A v igdchozim fikladu nebyli schopni
urgit uvedenym klasickym postupem, nezbyvalo by méliio nez n-krat hodit
kostkou ( je pokud mozno velké) a zaznamenatqtorysledk n,, kdy padla
suda. Vysledkem by pakiipn =60C mohlo byt teba n, =303. Pak bychom

n, 303
P(A) mohli odhadnout jakeni = soc = 2505
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Podobr chceme-li zjistit, jaka je pra¥godobnost jevu, Ze nahogivybrany
muz z dosplé populace ®¥i alespa 2 metry, nezbyva nez vybrat nah¢dm
dosglych muzi a zjistit, jaka je relativnéetnost dvoumetrovych dlouh&n

Z axiomi definice pravdpodobnosti (a), (b), (c) bezpréstre vyplyvaji dalSi
vztahy pro peitani pravépodobnosti:

P(U)=P(A0O A= H A+ R A=1, atedy
P(A) =1- F(A)| (3-2)

Pro libovolné dva jevy A, B plati (viz Vel diagram sjednoceni dvou jegv
AOB=(An B O(An BO( A B (3-3)

Na pravé strahrovnice (3) je sjednocenii tdisjunktnich jeu, takZze podle axio-
mu (c) dostaneme

P(ADB=HA B+ R A B+ PA B (3-4)

zarovei A=(An BO(An B a B=(An BO(An B. Na pravych stra-
néch jsou oft sjednoceni disjunktnich jéa tedy podle axiomu (c) plati

PA=FHAB+HKA B a P(B=FAn B+ R A B
a po dosazeni do rovnice (4) dostaneme

IP(ADB=HA+HKB- B A i (3-5)

Casto nas zajima pragpodobnost jevih za podminky, Ze nastal jiny jev, j&/
Napr. pravdpodobnost, Ze padne Sestka za podminky, Ze padifarsbo prak-
tictejSi priklad, jaka je pravdpodobnost onemoéni za podminky, Ze pacient je
ockovan. Zkusme se na tuto situaci podivat He@pres relativnicetnosti.

V n pokusech nastal jeB n,-krat. Sodasre s jevemB nastal jevA
N, g -Krat. Relativnicetnost jevu A za podminky, Ze nastal jev B je
n
fap = Ak (3-6)

B

tedy takéf,, = P [ _ ios : (3-7)
Ny /n Is

Vime uz, Ze prawpodobnost je vlastnjakymsi abstraki#Sim pohledem na
relativni ¢etnost, takZzgpodmirna prav@podobnostP(A] B) jevu A za podmin-
ky B je definovana podokn
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P(An B)

P(A|B)= o(8)

(3-8)

S pomoci podminé pravdpodobnosti mZzeme zaveést pojemezavislosti jew.
JeVA je nezavisly na jevB a naopak, jeB je nezavisly na jevih, tedy jevyA,

B jsou nezavislé, kdyz podngima pravdpodobnostP(A] B) na jevuB nezavisi,
tedy P (4| B) = P(A), podobi i P(B|A)=P(B). Pak z definice podméné
pravdpodobnosti prmezavislé jevyplati

P(An B)=P(A) OP(B) (3-9)

Vztah (3-9) je navodem, jak pivat pravépodobnosti piniku nezavislychewvi.

Priklad 3-2 Jaké je prawtpodobnost, Ze ve dvou hodech kostkou padne dvakrat
Sestka?

Necht A je jev, Zze Sestka padne v prvnim ho@uje jev, Ze Sestka padne
v druhém hodu. Jelikoz jdagim¢ o nezavislé jevy (kostka nema paintakze
druhy hod neni ovliiovan vysledkem prvniho hodu),

P(An B) = P(A) DP(B):% %:3—16

DalSim uziténym vztahem jevéta o Uplné pravdpodobnosti Mame-li jevy

ALA,, ..., A (nemusi byt elementéarni), pro které plati:

(@ AnA=0 proi#j, i,j=12 ...,k (jevyv kazde dvojicitznych jevi
jsou jevy nesltitelné)

by AOAO...OA =U
(Pokud jevy A, A,, ..., A sphuji podminky (a), (b)iikame, Ze tyto jevy
tvori rozkladjevu jistého nebo Ze tyviosystém jew)

(c) P(A)>0 provSechnai =1 2,...,k

pak pro libovolny je\C plati

ip C|A) P(A) (3-10)

Tuto Wtu o Uplné pravépodobnosti miZzeme snadno dokazat:
C=CnU=Cn(AOA0T..0A)=CnA)IChA)T...O(CNA)

Podle pravidla odtani pravépodobnosti nestitelnych jevi je

P(C) =Zk‘, Acn A
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a po dosazeni z definice podrme pravdpodobnosti (3-8) dostaneme vztah (3-
10).

Ke stejnému vztahu (10) dojdeme i zcela odliSnoahdu. Uvazujme michani
k vstupujicich mnozstvi obsahujici latkuia nechi relativni mnozstvi i-tého

k
vstupu je P(A), z P( A) =1, koncentrace latkg v i-tém vstupu nechje
i=1

P(C| A), P(C) je pak koncentrace latky ve vysledné sisi - viz obrazek pro
k = 2. Vyjadime-li koncentracP(C) z latkové bilance (aplikujeme zakon za-
chovani hmoty), dostaneme vztah (3-10).

Koncentrace =P(C) P! C A )
P(A)
mnozstvi = 1
P(cA)
PAY

Bilance slozkyC je vyjadena rovnici
P(C)O=P(C|4) P(4)+P(C|4) OP(4,), coz odpovida rovnici (10).

Priklad 3-3 Smichame 3 litry 50% slivovice s 2 litry 60% siiice. Jaka bude
vysledna koncentrace etanolu ve vyslednéssifza gedpokladu, Zzeipmichani
nedochazi ke zém¢ objemu)?

P(C)=P(C|A) P(A)+P(C|4) OP(4,)=

:ﬂ D§+@ D%:ﬁ:o,f)gl
100 5 100 5 50

Takze vysledkem je 54% slivovice.
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Z podmirgné pravdpodobnosti dojdeme i k dalSimtasto uzivaného vztahu,
Bayesovu vzorci Bayeso¥ vete). Pokud jevy A, A,, ..., A jsou rozkladem

jevu jisteho,P(A) >0 a P(C) >0, pak pro libovolnej = 1,2, ...,k plati

P(4;]C) = ST (3-11)

> P(C|A) P(A)

i=1

Bayediv vzorec nizeme snadno dokazat, Jelikoz jaR(A)>0, tak i
P(C) >0, z definice podmigné pravdpodobnosti dostaneme

P(A, nC)=P(A|C) OP(C)=P(C | 4) P(4)),

J

P(

P(C|4) OP(4)

tedy P(Aj \C) = ZZ’)

Kdyz za P(C) dosadime zaty o Uplné prav&podobnosti (3-10), dostaneme
Bayesiv vzorec (3-11).

Pokusme se trochu vy&lit, k ¢emu se Bayés vzorec pouziva. Bkdy serika,
Ze s jeho pomoci géame pravdpodobnost ficin. Vra'me se k naSemurifla-
du o michani slivovice. Jevem C je ,ndh&dybrana molekula z vysledné &sn

je molekula etanolu®, paIP( Aj|C) je pravdpodobnost, Ze tato molekula pocha-
zi z nddobyj.

Uvazujme analogicky nasledujiciiklad (pozndmka pro biology -fiflad je
smysleny, takZze Udaje 2l neodkazujte jako pozorovana fakta).

Priklad 3-4 Capi k nam pilétaji ttemi cestami, fes Bospor (fileti tak 20%
vSech¢apl, z toho je 3% ernych), pes Sicilii (fileti tak 30% vSeckiapi, z toho
je 4% cernych) a pes Gibraltar (fileti tak 50% vSeckapi, z toho je 5%er-
nych). Relativnicetnostéernych¢api u nas je vlasthodhad pravépodobnosti
jevu C ,nahoda vybranyc¢ap na Uzemi nasi republikyderny”. Zpozorujeme-li
u nascernéhocapa (nastal jev C), samegme nentizeme s jistotou dit, kterou
ze i cest piletél (pokud to neni jeden zkolika méalo¢api, ktei jsou vybaveny
vysilatkou a jsou sledovani v ramci projektu Africka Odyseale dosazenim do
Bayesova vzorce @izeme spéitat podmigné pravdpodobnosti pro kazdou

z tchto # cest -P(A|C), P(AIC), P(AIC).
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P(C|A)TP(A)

P(A |C) = =
P(C14)P(4)
=1
_ 0,03 [D,20 _ 0,006 10,
0,03 (0,20 + 0,04 [D,30 + 0,05 [0,50 0,043
P(C | A)[P(A
P(4, | C) = — (ClA)PA4,)  _
Y. P(C|A)P(A)
i=1
_ 0,04 [0, 30 20012 o
0,03 0,20 + 0,04 [0,30 + 0,05 0,50 0,043
P(C | A) P
P4, | C) = 3( | A4)TP(4,)  _
P(CA)P(4)
=1
0,05 0,50 0025 oo

0,03 0,20 + 0,04 [D,30 +0,05 0,50 0,043

Vidime, Ze pravépodobnost toho, Z&erny ¢ap filétl pres Gibraltar je zhruba
Ctyrikrat wetSi nez pravépodobnost, Ze ifletél pies Bospor a zhruba dvakréat
vétSi nez pravépodobnost, Zeffetél pres Sicilii.

Priklad 3-5: (Komenda, Biometrie, str. 30-31): Jedno promibgydace trpi ur-
¢itou chorobou, kterou je mozné prokazat baktericlog Je Zadouci rozpoznat
nositele, aby se zabranilo infekmu Sfeni a pehradily mechanismyipnosu.
Bakteriologicky test dava pozitivni vysledek u gskuE nakazenych
s prav@podobnosti 0,98 (tzv. senzitivita testu), negativysledek u zdravych
jedinax s pravépodobnosti 0,99 (tzv. specificita testu). Spolatdiva @innost
testu se hodnoti podle podilu nodgiteinfekce zjiSénych mezi jedinci
s pozitivnim testem a podle podilu zdravych medinei, u nichZ je vysledek
testu negativni.

Nahodné jevy ozriégme nasledujicim Zsobem:

C jedinec je infikovan (nositel nakazy, nemocny)

C jedinec je zdrav (komplementarni jev k je@u

+ jedinec reagoval v testu poziti/n

- jedinec reagoval v testu negatiyikomplementarni jev k jevu +)
Ze zadani ulohy plati

P(C) =0,001, P(+|C)=098, P(-|C)=0,99

Pravapodobnosti P(C | +) a P(C' | -) se pak spiitaji podle Bayesova vzorce

55



PO |4 = P(+] C) CP(C) _
P(+] C)TP(C) + P(+| O) LP(C)
0,98 [D,001 0, 00098

O 98 [0,001 +0,0100.999 0,01097

=0,0893

. P(-|0)P(O)
Pe = e e + P- | O PO
0,99 0,999 0,98901

0 99 [0,999 + 0,02 [0.001 0,98903

=0,9998

Zatimco jedinec nahodn vybrany z populace je ndésm choroby
s prav@podobnosti 0,001, bude subjekt s pozitivnim nalenestem choroby
s prav@podobnosti 0,089, tedy s moznosti ¢émdevadesatkrat vyssi. Test fun-
guje jako metoda ,zhtidvani podeielych.

Shrneme-li naSe dosavadni poznatky, vidime, Ze ®ayetu miZzeme uzit pro
zpiesreni apriornich pravdpodobnosti P(AL), P(Az), ,P(Ak), zname-li

podmiréné pravdpodobnosti P(C| A), P(C|A§), e P(C|A<). Zpresreni je
zaloZeno na tom, Ze uz vime, Ze nastal jev C ¢&gmoe podmiéné pravdpo-
dobnosti P(AL|C), P(A2|C), s P(Aklc). Témto pravépodobnostem sgka
aposteriorni pravdpodobnosti

Obecr muzemetici, Ze pouziti Bayesova vzorce je jeden z pastygk reSit
diagnostickou ulohu, totiz &it pravdEpodobnou fi¢inu pozorovaného jev(.
Podle Bayesova vzorcetreme spditat pravépodobnost vSech moznychign
pozorovaného jeviC a gic¢inu nejpravépodobrjsSi pak povaZovat zaiiginu
skute&nou.

Bayesovské metody se v sasné dob stélecasto uzivanymi postupy wznych
demografickych, epidemiologickych a environmen@ingrafickych informé
nich systémech, zejména&sovému a prostorovému vyhlazovani empirickych
cetnosti.

Souhrn:

* Vysledkem nahodného pokusu musi byt priggden z mnoziny alespalvou
moznych vysledi.

» Uvazovany ndhodny pokus je mozno nezavisle a paystepodminek
opakovat.

* Vysledkem nahodného pokusu je nahodny jev.

* Elementarni jev neni slozen z jinychijeinelze jej napsat jako sjednoceni
dvou elementéarnich j&y.

» Vztahy mezi jevy Ize znazornit Vennovymi diagraraigg vztahy mnozin

* Nahodnému jevuip‘azujeme pravipodobnost.

* Pravdpodobnost musi sfibvat vlastnosti dané axiomy teorie prapddob-
nosti.

56



Pravd@&podobnost sjednoceni nestelnych jevi se spoita jako sotet prav-

dépodobnosti jednotlivych jév

P(A)=1-P(A)

Pravd@&podobnost jeviA se pgita jako podil pétu vysledk piiznivych (ve

kterych nastane jeX) ku paitu vSech moznych vysledk

P(An B)
P(B)

Pravd@&podobnost pmiku nezavislych jelr se speita jako sotiin pravdpo-

dobnosti jednotlivych jeu

Podmiréna pravépodobnost je definovana jak®(A| B) =

Kontrolni otazky:

1.
2.
3.

4.

Co je jev jisty? Jaka je jeho pragubdobnost?

Co je jev opany? Co vznikne sjednocenim jevu s jevem jeméngpe?
Kdy se pravépodobnost sjednoceni jegpaita jako sodet pravé@podob-
nosti jednotlivych jai?

Jakou podminku musi gplvat jevy, abychom praypgodobnost jejich pini-
ku mohli speitat jako sodin pravdépodobnosti jednotlivych 6@

Co musi platit o jevech, abychom mohli uzit vztahgplnou pravdpodob-
nost a Bayas/ vzorec?

Co jsou nezavislé jevy? Uike piklady nezavislych jev

Pojmy k zapamatovani:

nahodny pokus, nahodny jev

elementarni jev

jev op&ny, neslditelné jevy

pravdEpodobnost a jeji vlastnosti

podmiréna pravépodobnost

nezavislé jevy

pocitani pravdpodobnosti jetr, klasicka pravépodobnost
statisticka definice pravgodobnosti

uplné pravédpodobnost, Bayés vzorec a jeho uziti

Korespondertni tlohy budou zadavany vzdy na z&éatku semestru.

Z Kklasické pravépodobnosti budodtyii priklady.
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Druhacast kapitoly vam zabere také @gjii az pt hodin. Obsahujéadu kito-
vych pojmi, dilezitych pro spravné pochopeni zakiadorie pravépodobnosti

a jejich pozdjSi aplikaci ve statistice. Riiejte s tim, Ze k této kapitole se budete
vracet a Bkteré \&ci pochopite dkladrgji az pri opakovaném studiu, zejména
kdyZ bude motivovano pochopenim aplikasighto poznatk, se kterym se setka-
te v dalSichtastich této kapitoly a v kapitolach o induktivratsdtice.

3.2 Nahodné veli ¢ina a rozd éleni pravd épodobnosti

Nahodna vetiina je kron¢ pravdpodobnosti dalSi abstraktnfguistavou, ktera
dovoluje nahodnému jevu (tentokjah elementarninmupriradit ciselnou hodno-
tu. Formalg nahodna vetiina je funkce (zobrazeniX v systému elementarnich
jeva Q, ktera kazdému elementarnimu jexl] Q pritadi pra¢ jediné reélné

Cislo.

Nahodné vetiiny vétSinou ozna&ujeme velkymi pismeny z konce abeced <,
Z, W apod., zatimco hodnoty, kterych ndhodnécirgli nabyvaji, se ozriaiji
odpovidajicimi malymi pismenyx, y, z, wap. ZapisX = x pakéteme nahodna
velicina X ma hodnotw, podobr Y < y é¢teme hodnota ndhodné ity Y je
mensi nezy atd.

Pro pochopeni pojmu ndhodna vela povazujme nahodnou wéhu za jakysi
abstraktni pohled nadieni. Mefeni totiz sphuje predstavu ndhodného pokusu -
v okamziku, kdy vstupujeme na vahu, nevintesg, jaka bude naSe hmotnost
(78 kg, 79 kgti jina?); nevime, jak& bude koncentrace oxiditis€ho ve vzorku
ovzdusi; jaky bude get druhi ptaki odchycenych ke krouzkovani atp. Pozoro-
vana hodnota neni deterministicka, je oitivana shodou nahodkieré hodno-

ty jsou pravdpodobrjsi, jiné mér pravdpodobné.

Tim, Ze ndhodnou veinou umime zobrazit vysledky nahodného pokusuina
selnou osu, umime elementéarni jevy ugplat. Jelikoz jevu jeiffazena pravg
podobnost, umime pak definovatazdleni pravé&podobnosti Volné mizeme
fici, Zze pravépodobnost jevu jistého, tedy 1, je rélha (rozloZena) nad body
nebo intervalyciselné osy. Toto rozteni pravépodobnosti Ize jednoztiae
popsatdistribucni funkci

F(x) = P(X <x) 1)
Distribu¢ni funkce je definovana pro vSechny bodiselné osy, tedy pro
X [(—0,+c0) . JelikoZ distribtni funkce je pravgpodobnost, je jasné, Ze pro
jeji hodnoty musi platiD< F(x) < 1.

Distribu¢ni funkce jeneklesajicitj. pro x, < x, plati

F(x) < F(x,). (2)
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Toto tvrzeni snadno dokazeme. J&v< x, je sjednocenim disjunktnich jev
X<x ax < X<y ,takze
F(%) = P(X <X,) =

=P(X <x)+P(x <X <x)=F(x)+P(x <X <x) ©)

Jelikoz P(x, £ X< %) 20 (je to pravdpodobnost), plati tudiz=(x,) < F(X,),
tzn. Ze distribtini funkce je neklesajici.

Podobr jako v odstavci 1.3 jsme rozliSovali spojité akdétni Skaly (a rérené
veliciny), je telné podoba&rozliSovat i nahodné veiny na spojité a diskrétni.

Diskrétni (nespojitd) nahodna veéiha mize nabyvat pouze diskrétnich (tj. od
sebe oddenych) hodnotx,X,,...,X,. Pravépodobnostni roztdeni (a tim i
distribwni funkce) je jednozraé uréena dvojicemi hodno{&,P(X: x)],
i=12...,k, tj. tabulkou o dvou sloupcich a&dcich. Této funkcP( X = x)
definované pro vSechny hodnogy, x,,..., X, , setfikd pravdepodobnostni funk-
ce

Priklad pravépodobnostni funkce je uveden v tabulce a jeji gkéfiznazoreéni
vidime na nasledujicim obrazku.

X P(X=x) | F(X)
0 0.15 0.00
1 0.35 0.15
2 0.25 0.50
3 0.15 0.75
4 0.10 0.90
>4 1.00
P(X=Xi)
0.60 +
0.40 + °
0.20 ¢ o
[ ]
0.00 - | : | !
1 2 3 4
X

Pravdpodobnostni funkce
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F(X)
100 _ O—
080 O——
060 O——
040 o—
020
| | | |
0 1 2 3 4
X

Distribwéni funkce

Hodnoty distribdni funkce diskrétni nahodné wghy pak jsou uteny vztahem
F(x) =2 P(X=x), (4)
¢ili distribu¢ni funkce je schodovita funkce s vyskou ,schodwi@u hodnat
P(X = x)vboc x.

Spojita nahodna velina muze nabyvat vSech realnych hodnot nebo aliespo
vSech hodnot zdakého konéného intervalu. Hodnoty nahodné velly pokry-
vaji interval hust, tedy je jich nespgetné mnoho.

Distribucni funkce spojité ndhodné v&hy (takéfikame distribtni funkce spo-
jitého rozdleni) se vyjad ve tvaru

X

F(x) = [ f(t)dt . (5)

kde f(t) je nezaporna funkce zvaméstota(nebo hustota pra¥gdodobnosti).

Ze vztahu (5) mzeme odvodit i dalSi vlastnosti hustoty

dF(x)
dx

Vyznam vztahu (5) Ize ilustrovat nasledujicim obeim, hodnota distrikuni
funkce v bod x je rovna obsahu vySrafované plochy vievo od s\slaky t = x.

j f(x)dx=1 a f(x)= , pokud derivace existuje.  (6)
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f(t) F(x)

X t

Hustota spojité nahodné wghy Distribueni funkce spojité nahodné veli-
¢iny

Jak ukazuje vztah (3), praymbdobnost, Ze hodnota nahodné dmeli je
vintervalu(x;, x,), X, < X,, lze ugit jako rozdil hodnot distribtni funkce

P(x, < X<x)= Hx)- Rx) =] f(3dc | {( xde| € xdx (7)

Tuto pravépodobnost mZzeme znézornit jako velikost vySrafované plochy na
nasledujicim obrazku.

f(x)

X X2 X

PovSiméme si, ze bude-li se zmenSovat roz(ﬁL - xl), bude se zmenSovat
i pravéEpodobnostP(x, < X< x,), az prox, = X budeP(X = x) =0, takze
plati P(x, < X< %)= R x< X< %).

Porovnejme graf pravgpodobnostni funkce se sloupcovym grafem relativnich
cetnosti v kap. 2, resp. graf hustoty prégpadobnosti s histogramem relativnich
cetnosti. Vidime, Ze a@bdvojice grafi popisuji téndt totéz - rozdleni ¢etnosti
hodnot, rozdil je jen vtom, Ze grafy v kap. 2 @i rozdleni pozorovanych
hodnot (tzv. empirické rozteni), zatimco grafy v této kapitole popisuji taare

ké (modelové) roztleni pravépodobnosti spojené s abstraktrifegstavou na-
hodné veltiny. Také vidime, Ze distrildni funkce je obdobou kumulativni rela-
tivni ¢etnosti.
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3.3 Charakteristiky nahodnych veli  €in

V kapitole 2 jsme zavedli pro popis pozorovanych caarakteristiky polohy,
variability atd. Analogické charakteristiky exigtijpro nahodné veliny. Ana-
logii praméru je stFedni hodnotanahodné vetiny, E(X). Pokud je vyznam jas-
ny, zavorky nizeme vynechat a ps&iX. Pro diskrétni nahodnou véhu X je
stredni hodnota definovana jako

E(X)=2 % R X=x) . (1)
Vidime, Ze vztah (1) jeipsnou obdobou vztahu pro vyeb vaZzeného fimeru,
kdy vyuzivame relativnichetnosti hodnot; .

Pro spoijitou veliinu s hustototi(x) je stedni hodnota definovana vztahem
E(X) = jxf(x)dx. 2)

Jestlize mamedjakou realnou funkog(x) - nag. logaritmus, druhd mocnina ap.
- pak tato funkce nahodné waliy X je opit ndhodné vetina, Y = g(X) a jeji
sttredni hodnota je

EM=HdX]=2d% R X 3 (3)

pro diskrétni veliinu X (pochopitel i velicinaY je diskrétni).
Pro spojitou nahodnou veinu Y = g(X) je pak dedni hodnota dana vztahem

EM=gdgX]=]dx {x dx 4)

f(X) je hustota prawhodobnosti ndhodné veiiny X.

Charakteristikou variability jeozptyl var(X), definovany jako gedni hodnota
druhé mocniny (&kdy rikamectverce) odchylky od stdni hodnotye(X), tedy
var(X)= E[ X- E(X)|" (5)

Odmocnina z rozptylu,/var(X ), se nazyv&nerodatna odchylka

Podobr jako jsme v kapitole 2 zavedli empirické kvantijgpu definovany i
kvantily pro ndhodnou valinu. Kvantil Fikame p-kvantil) je takovd hodnota
X(p), pro kterou plati

P[sz(Q]Zp a sodasreé P[sz(@]zl—p (6)

Kvantil x(0,5) se nazyva (teoretickynedian kvantily x(0,25)a x(0,75)jsou
dolni a hornkvartil. Kvantily, kdy p =0,1; 0,2; ... ; 0,9jsoudecilyatd.

Kvantil spojitého rozdeni s rostouci distriduni funkci je inverzni funkce

k funkci distribieni, coz ukazuje nasledujici obrazek. Pro zvolenodnbtup
nalezneme na vodorovné ose hodnotu kvaxfi
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Obrézek — kvantil jako inverzni funkce k distréimil funkci

DalSi charakteristikou polohy podabjako u empirického rozdeni je modus
coz je hodnota, ve které ma prapddobnostni funkce, resp. hustota maximum.

Dale se k charakterizovani rateni nahodné veliny uzivaji momentyObecny
k-ty momenije definovan jako
U =E(X"), k=1,2, .., (7)

k-ty centralni momenje
4, = E[(X = EX"]. (8)

Sikmostozdileni nahodné valiny se charakterizuje hodnotou
p o E[(X-EX?

1= o1, var(X )/ var(X) ©)

aSpicatostrozdleni je charakterizovana jako

= ,L124 -3= E[(X_ E>?4] -3
ko [var(X)]

2 (10)

Pro charakteristiky nahodnych w&h muZzeme odvodit celodadu uZziténych
vztahi. Nekteré z &chto vztali zde uvedeme beziklazu, ktery je ponechan pro
samostatna cveni.

E(X +Y) = E(X)+E(Y). (12)
Stredni hodnota sa@tu nahodnych velin je rovna soétu stednich hodnot. Je

ziejme, Ze podobny vztah plati i pro vice nez diftasce. Pro diskrétni vélny
X,Y mizeme vztah (11) snadno dokazat:
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E(X+Y) =2 Y (x+y) B X= 9n( ¥ y|=
=Y x X A(X=x)n (Y= y|+X yY KX 3n( ¥ =
=2 XP(X=x)+2 Yy RY= y)= E X+ EY

Jsou-li a, b konstanty, pak

E(a+bX) =a+bE(X) (12)
neba’

E(a+bX) =" (a+bx)P(X =x) =

:az P(X =xi)+beiP(X =x)=a+bE(X)

a pro rozptyl plati

var@+bX) = I var(X) (13)
neba’

var(a+bX) = E[(a+bX) - E(a+bX)]* =

= Ela+bX -a-bE(X)]* =Ep (X -E(X)] =

= b?E[X - E(X)]* =b?var(X)

Je-li b=0, pak dostanemeE(a) =a a var(a) =0.

Pronormovanownahodnou vetinu U = \/%) plati

EU)=0 a varU)=1, (24)
neba’

_ | X-E(X) _
E(U)—E[m} W E[X -E(X)]= F[E(x) E(X)]=0

a pro rozptyhormovanénahodné vetiny plati
X—-E(X van X — E(X X

varU )= va (X) = '{ ( )]:var( ):
Jvar(X) var(X) var(X)

Dale plati
var(X) = B(X*) - [B(X)]",
(15)

neba’
var(X) = B[X = B(X)]" = B[ X =2 X B(X)+(E(X))*| =

= B(X?) -2 B(X) B(X) +(B(X))* = B(X?) - [E(X)]
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Rozptyl ndhodné vealiny mizeme tedy vyjaiit jako rozdil stedni hodnoty jeji-
ho ¢tverce atverce stedni hodnoty.

V odstavci 2.6 jsme se zabyvali vztahem dvoucuel{dvou sloupé datové ma-
tice). Podob& mizeme popsat vztah dvou nahodnychdrel(X,Y) Této dvoijici
seiika dvouroznirny nahodny vektorRozdleni nahodného vektoru je popsano
sdruzenou distribéni funkci

Fo (X y) = P(X< X Y< y (17)

Oznaeni (X <x,Y <y) znamena nahodny jev, Ze nahodnacusi X nabyva
hodnot mensSich neX a sodasre Y nabyva hodnot menSich ngz

Rozdleni diskrétnich nahodnych vekiolze popsat sdruzenou prawpodob-
nostni funkciP(X = x, Y= y) definovanou pro vSechny mozné dvojice hodnot

(%, Y;), jichz nahodny vektor fize nabyvat. Sdruzena prapddobnostni funk-
ce je tedy dvourozamna tabulka obsahujici hodnoty prépddobnosti.

X
X1 X2 Xc marginaln
Y1 AX=xY=y RAX=xY=y ... AX=xY=y | PY=y).
Vs RX=x%Y=y) RX=x%Y=y) ... PX=x%Y=Y)| PY=y).
Y : : : : : :
VR RX=%Y¥=) RX=x%Y=y% .. RX=x%Y=¥%| P(Y=y).
marginalni] P(X=Xx) P(X=%) .. P(X=x) 1

Rozcleni spojitého vektoru popisugglruzenédustota f . (X, y) , pro kterou
plati

Fu (X, y) = I f fy(U V) dudv (18)

—00—00
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Priklad grafického znazo#ni sdruzené hustoty dvourogmého nadhodného
vektoru je na nasledujicim obrazku.

08 0.1

f(xy)

0 002 004 006 0

Hodnota distribani funkce v bod (x,y) v souladu s (18) je rovna objentlet
sa, které vznikne pravouhlym vykrojenim pravtomto bodu (x,y) . Celkovy
objem glesa pod plochou sdruzené hustoty je saajox roven jedné.

Podobri jako jsme v kapitole 2 zavedli marginaldétnosti, i zde dojdeme
k marginalnimu rozéeni.

Marginalni distribwni funkcesou

Foo=tm[Fo(xy]  a  Fy)=lim[Ry(xy]. (19)

Marginalni pravé&podobnostni funkcero diskrétni ndhodny vektor dostaneme
stitanim pravdpodobnosti fes cely sloupec, resfadek, tedy

P(X =2)=) P(X=x,Y =y)aP(X=y)=) P(Y =z,Y =y,) (20)

a podob# pro spojity vektor jsomarginalni hustoty

fe@) = [ fo@ydy  a f) = [ for(zy)de. (21)

Nyni miZzeme zaveéstidezity pojem -nezavislost dvou ndhodnych veli Na-
hodné veltiny X, Y jsounezavislé kdyZ jsou nezavislé dva nahodné jevy, jev
X <x aY <y Jak vime z odst. 3.1, prajmbdobnost satasného nastani dvou

nezavislych jeu se vypgita jako sotin pravdpodobnosti kazdého &dhto
jeva. Tedy

Pl(X<2)n (Y <y)|=PX <z)[P(Y <y). (22)

66



Pravd@&podobnost na levé stramovnice (22) definuje sdruzenou distréni
funkci, pravépodobnosti na pravé stiapak marginalni distribini funkce, tak-
Ze rovnici mizeme pepsat ve tvaru (23)

Foy(z,y) = Fy(z) TF(y) - (23)
Pro nezdavislé nahodné wgly plati, Ze sdruzena distritni funkce je rovna
sowinu marginalnich distribtnich funkci.

Také sdruzend pravdodobnostni funkce dvamezavislychveligin je rovna sou-
¢inu marginélnich prawgbodobnostnich funkci:
P(X =z,Y =y,)=PX =z,) OP(Y =y,) (24)

a podobny vztah plati wipadt spojitych nezavislych velin i pro sdruzenou
hustotu

fov (@) = fi (@) T (y) - (25)

Nejsou-li dw nadhodné vetiny nezavislé, existuje mezi nimijaka zavislost.
Tato zéavislost neni deterministicka, jde o nahoael&iny. Rikame, Ze zavislost
je stochastickaVztah dvou nahodnych vein Ize ¢iselré charakterizovakova-
rianci (teoretickou kovarianci, srovnej s odstavcem X@)a je definovana

cov(X,Y)= § (X- EX) (Y- EY (26)

Pro diskrétni nahodné veiny se kovariance sgaa jako

CoV(X,Y)=2 D (X~ EX)(y- EY R X x ¥ (27)
i

a pro spojité vetiny je kovariance

cov(X.,Y)= [ [ (x- EX)(y- EY f,( x ¥y dxdy (28)

Z definice kovariance (26) vidime, Ze
cov(X,Y) =cov(Y, X) .a cov(X, X) =var(X).

Kovariance niZze nabyvat libovolnych realnych hodnot, nezapornydapor-
nych. Pomoci kovariance vSakibeme definovat jinou charakteristiku zavislosti
dvou nadhodnych valin (jejichZ rozptyly jsou kladnékorelachi koeficient
cov(X,Y
Py =D 29)
Jvar(X) 4/ var(y)

pro ktery plati p, , $1, cili korela¢ni koeficient nfize nabyvat hodnot jen

z intervalu [—1, 1]. Nahodné vetiny X, Y se nazyvajinekorelovangjestlize

cov(X,Y) =0, a tedy i koreleni koeficient je nulovy. Jsou-li velny nezavislé,
jsou i nekorelované. Opae to neplati, nulovy koretami koeficient nemusi nugn
znamenat nezavislost vih.

Pronezavisléhdhodné vetiny X ,Yplati, ze
E(XY)=HX KY. (30)

Rozptyl sodtu dvou ndhodnych vein je
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var(X +Y) = E[X +Y - E(X +Y)| =E[(X -EX)+(Y - EY)| =
=E[(X - EX)y +2(X ~EX)(Y ~EY)+(Y -EY) | =
= var(X) +2cov(X,Y) +var(Y) =

= var(X) + 2:0X,Y\/V31“ )Wvar(Y) + var(Y)

Podob#r pro rozdil nahodnych vein dostaneme
var(X -Y)= E[X -Y - B(X -Y)| = E[(X - EX)- (Y - EY)|

=E[(X -EX)y -2(X -EX)(Y ~EY)+(Y —EY)'| =
= var(X) —2cov(X,Y) +var(Y) =

= var(X) = 20y yvar(X)y/var(Y) + var(Y)

Vidime, Ze rozptyl satiu, resp. rozdilu dvou nahodnych ¥eli zavisi i na tom,
zda jsou veliiny korelovany. Speciethpro nekorelovanéveliciny vidime, ze
plati

var(X +Y) =var(X -Y) = var(X) + var(Y) (32)

Déle, pokud nahodna veéina Y je linearni funkci nahodné veiny X, tzn.
Y=aX+b, a#0, pakplati
1 je-li a>0
pX,YZpX,aX+b={_1 ie—li a<0
Platnost tohoto vztahu snadno dokazeme. Z defkowariance (26) dostaneme
cov(X ,aX+b)= B (X- EX[(ax b- E ax =
=E[(X-EX)(ax+ b- aEx = aff X EX * Bk= ar( X
a po dosazeni do definice kor&iého koeficientu vidimear(X) >0), ze
avar(X) _a _{ 1 je-li a>0
Jvar(X) a® var(X) “Ja?z -1 je-li a<o
Vyjadiime-li tento vysledek slow) znamena to, Ze pragsnou deterministickou

linearni zavislost dvou vein je jejich koeficient korelace v absolutni hodhot
roven jedné.

(32)

p anX+b

Souhrn:

» Nahodna vetiina je zobrazenim elementarnichjenaciselnou osu.

* Rozctleni pravépodobnosti nahodné veiny je jednoznan¢ definovano
distribweni funkci.

» Hodnota distribtini funkce v bodw je pravé&podobnost jevu, Ze nahodna
velicina je menSi nex, F(x) = P(X <Xx).

» Distribueni funkce diskrétni nahodné wghy je definovana jako
F(x) =) P(X =x), kde P(X = x ) je pravépodobnostni funkce.

X <x
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Distribucni funkce spojité nahodné v&hy je definovana jako

X

F(x) = j f(t)dt, kde f (t) je hustota.

—00

Pravdpodobnost, Ze hodnota nahodnédirii je v intervalu(x,, x,),
X, < X,, Ize ukit jako rozdil hodnot distribtni funkce

P(x < X <x,) =F (X)) —F(x).

Stredni hodnota diskrétni ndhodné vy je E( X) = z x A X= X).

Stredni hodnota spojité nahodné viliy je E(X) = j x f (X)dx.

Rozptyl je definovan jakear(X )= E[ X - E(X)|".

p-kvantil je takova hodnota(p), pro kterou plati

P[Xs x(r)]z p asodasre P[Xz x(@]zl— p.

Pro spoijitou veliinu je kvantil inverzni funkce k distritdai funkci.

Stredni hodnota sa@tu nahodnych vetdin je rovna sottu stednich hodnot,
E(X +Y) = E(X) + E(Y).

E(a+bX)=a+bE(X), var@+bX)= 0 var(X).

var(X) = B(X?) - [B(X)]".

Pronezavisléhahodné vetiny plati, Ze sdruzend distritwi funkce je rovna
sowinu marginalnich distribtnich funkci..

Stochastickozavislost dvou nahodnych vé&h |ze ¢iselre charakterizovat
cov(X,Y)

Jvar(X)4/vary)’

kovarianci nebokorelacnim koeficientemp, , =

oIl

Nahodné vetiiny X, Yse nazyvajnekorelovangjestlize cov(X,Y) =0, tedy
i korelani koeficient je nulovy.

Nezavisléveliciny jsounekorelovangnaopak to nemusi platit.

Kontrolni otazky:

1.

2.

© N OA

Co je to ndhodna veiina a jak je definovano jeji pra¥dodobnostni roz
leni?

Jaky je vztah distribdni a pravé@podobnostni funkce, resp. distritmil funk-
ce a hustoty?

Jak se spdta pravdpodobnost, Ze hodnota nahodnédieli je v intervalu
(X1 %) s X4 <X, ?

MiiZze byt hodnota distrilaimi funkce zaporna?

MiiZze byt hodnota distrilami funkce ¥tSi nez jedna?

Co je to stedni hodnota nahodné véhy?

Co je to rozptyl ndhodné véiiny?

Na grafu distribudni funkce spojité nahodné @ty si ujasite, jak se ufi
p- kvantil.
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9. Jsou-li d¥ nahodné vefiny nezavislé, co plati pro sdruzenou distribi
funkci, pro sdruzenou praydodobnostni funkci, resp.pro sdruzenou husto-
tu?

10.Kdy o dvou vetinachrikame, Ze jsou nekorelované?

Pojmy k zapamatovani:

* néhodna vetina

+ diskrétni nahodné veina, spojitd ndhodna véina

* rozdleni pravépodobnosti

« distribwni funkce, pravépodobnostni funkce, hustota
 stredni hodnota

* rozptyl

» kvantil

» Sikmost a Sgiatost rozdleni

* nahodny vektor, pra¥godobnostni rozfleni nahodného vektoru
» sdruzend distribtni funkce, marginalni distritdni funkce
* nezavislé vetiiny

» stochastick& zavislost

» kovariance, korelai koeficient

Nasledujicicast kapitoly o prawgpodobnosti vam zabere a#ii &7 ¢tyii hodiny.
MuzZete na tut@ast kapitoly nahlizet jako na aplikaci poznriatkéasti gedchéa-
zejici. Ot patitejte s tim, Ze k této kapitole se budete vraneha’ jeji diklad-
né pochopeni je piebné pi aplikacich induktivni statistiky.

3.4 Priklady diskrétnich rozd éleni

3.4.1 Alternativni rozdéleni

Toto rozdleni ma nahodna velna, ktera nabyva pouze hodnot 0 a 1
s prav@épodobnostmi P(X =1) =p a P(X=0=1-p. Hodnota
p, 0<p<1, se nazyvfparametrrozctleni.

Prikladem takové nahodrveliciny je paiet Ivii pti hodu jednou minci, kdy il
padne jeden lev nebo Zadny.

Stredni hodnotu alternativni nahodné wly snadno uiime podle definice
E(X)=2 % RX=x=0.(1- p+1. = p

Podobr rlozptyl

var(X)= E(X?)-[E(X)|*=0% .- p+Z . p- = p B= pl- .
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3.4.2 Binomické rozdleni

Toto rozatleni m& ndhodné veéina Y, ktera vznikne jako s@et n nezavislych
alternativié rozdtlenych ndhodnych velin se stejnym parametreim, tedy

Y =X, +X, 4.+ X,

Prikladem takové nadhodné ughy je paiet Ivi pii hodun mincemi, @i ¢emz
pro kazdou minci je pra¥godobnost, Ze padne lev, rovpa

Stredni hodnota binomicky rozkné nahodné veiliny je sodtem stednich hod-
not jednotlivych &itandi

E(Y):E(X1+X2+...+Xn)=Zn:E(Xi)=np (1)

a rozptyl je opt sowtet rozptyh jednotlivych gitandi (veli¢iny jsou nezavislé)

var(Y) =var(X, + X, +... + X)) = Zn:var(xi) =npld-p) (2)

i=1

Hodnotyn a p jsou parametry binomického rageni. Skuténost, Ze ndhodna
veli¢éinaY ma binomické rozgleni, budeme vyjadvat zkratkouY ~ Bi(n, p) .

K pravéEpodobnostni funkci binomicky rozkné velEiny dosgjeme nasledujici
Gvahou. Ndhodné veélinaY maze nabyvat hodnoty 0, 1, 2, .n.,Predstavme si,
Ze klva padne tak, Ze na prvnick mincich bude lev, na zbyvajicictn - k)

bude rub. B tomto vysledku ndhodného pokusu bides k, pravdpodobnost

tohoto jevu nmizeme spditat jako p*(1- p)™* - jde o nezavislé jevy, tedy néa-
sobime pravébodobnosti. Stejnou hodnotu nahodné amyi, vSak niizeme do-
stat i tak, Ze lev padne na jinyck mincich nez pravna k prvnich. ®chto k

n
minci, na kterych musi byt lev, aby= k, mazeme vybrat(kj zpasoby, a tak

pravdpodobnostni funkci nahodné vty Y ~ Bi(n, p) Ize vyjadit jako

P(Y=K = ( j p“(1-p"*, k=0,1,2,..n

n
j éteme n nad k*. Plati, ze

Poznamka Zépis(k

W
k)~ ki(n-K!"’
kden!=102 B 0O...Qn-1) On ¢t , n-faktorial®).

Prok=0 je definovén({g] =1

: (N n
Pak zjevg plati = .
k n-k
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n
Vyraz (k] udava poet moznosti vyéru k prvki zn raznych prvki, 0<k <n,
pocet kombinaci bez opakovankonec poznamky.

Grafické znazoréni prav@&podobnostnich funkci binomického r&sehi pro
raizné hodnoty paramétje na nasledujicim obrazku.

0.4 0a
u
035 035
03 08
028 n n 025 n
a ¥
1l | ] u
02 02
z z
O s B
| | n
01 01
008 = . 005 [ ] ]
a L L L L L [ —— L L B ]
Y i ¥ ] 3 2 5 ] 2 1 [ E] 0
k k
Y ~ Bi(4, 05) Y ~ Bi(10, 05)
0.5 T T T T T 0.5
0451 0.45
nal L] L ] 0.4
oas} 035
ozl — 03 ]
% Il L]
026
>;D25- J =
o sl A n
016} ] n1s
u
ol ] o =
0.0s
o.os} 1 -
| ] olbm = m un =
a0 L . . L n 0 2 4 [ Fl 10
El E] 1 2 3 4 5 K
kK
Y ~ Bi(4, 02) Y ~ Bi(10, 08)

3.4.3 Poissonovo rozatleni

Toto rozaétleni ma nahodné velna, ktera niize nabyvat hodnotk=0, 1, 2, ...
s pravapodobnosti

A k
P(Y= K = &’ W (1)
A je jediny parametr tohoto rodéni. Stedni hodnota jeE(Y) = A , rozptyl je
var(Y)=A. Poissonovo rozdeni s parametremd=np se ¢asto uziva
k aproximaci binomického rozteni Y ~ Bi(n, p), kdyZz n je velké ap je ma-
lé. Dopordéuje se, aby bylon> 30 a p<01. Smysl této aproximace je zejména
v usnadsini vypaitu pravépodobnostni funkce v aplikacich, n€b®oissonova
rozckleni se uziva k modelovani pozadavkromadné obsluhy, gtu poruch
technického zazeni atd.
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Nasledujici obrazek ukazuje, Ze i pro mensi hodnotje shoda obou rozteni
docela gsna.

0.4

O Binom

=
085k E ¢ +  Poiszon ||
034
025
X
ll
02
. ¥
o
015
01r
006 ®
6 ® &+ 5 o+ 5 =
o 2 4 1

Pravdpodobnostni funkce binomického a Poissonovadiend
X ~ Bi(1C, 01), parametr Poissonova ratehi A =10[01=1

3.4.4 Rovnongrné diskrétni rozdéleni

Toto rozatleni ma nadhodna veina X, kterd niize nabyvatk riznych hodnot
X5 X, .0y X, PEiceMZ kazda hodnota je stéjpravdpodobna, tj. pravgpodob-
nost jevu jistého je roztena rovnomirné mezi vSechny elementarni jevy. Prav-

dépodobnostni funkce ma tedy tvar

p(x=>§):%, i=1,2, ... k (1)

Toto rozdleni je modelem pokishazeni minc(k=2) nebo hazeni hraci kostkou
(k = 6).

Stredni hodnota rovno#nn¢ rozdélené diskrétni ndhodné véhy je pak

k l k
E(X) =2 % AX=x) =1 2% @
a rozptyl je

var(X) = E[X - E(X)]* = E(X?) -[E(X)]" =

sedp-peak)] °

=1

Specielré pro hod kostkou gedni hodnota (2) je
E(X)== ZX = 6-35
a rozptyl (3) je

var(X) == {Zx ——(ZGZXH [91——(21)} f§

i=1
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3.5 Priklady spojitych rozd éleni

3.5.1 Rovnon&rné spojité rozdéleni

Spojita nahodna velina X ma rovnondrné rozdaleni, jestlize hustota prawgo-
dobnosti je na intervalu hodnda, b) konstantni a mimo tento interval nulova,

g.

P pro a< x<b
fx) =122 1)
0 jinak

Graf takové hustoty je na nasledujicim obrazku.

f(x)

a b X

Distribu¢ni funkce rovnorérné rozclené nahodné veiiny X je

F(x)=0 pro x<a

F(X)=P(X< X :f f(9 dt:bfla(x—a) pro a< x< b (2)
F(x)=1 pro xzab

tedy pro zvolenou hodnoty, [I(a, b) je to plocha obdélniku pod grafem funkce
hustoty vlevo od hodnoty, - viz nasledujici obrazek.
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a Xo b X

Hodnota distribtini funkce v bodw, je obsah Sedé plochy pod hustotou

F(x)

F(Xo) /

T

a Xa b X
Graf distrib&ni funkce rovnorrného rozdleni

Zakladni charakteristiky rovnaime rozclené ndhodné veiiny jsou

a+b @)

1 b
E(X)=——| xdx=
(X) b_a£

var(X)= EX? - (EX)? = ﬁf x* dx- (a+4b)2 = (blza)z (4)

a

Je Zejmé, Ze rovnowrrné rozaéleni je symetrické vzhledem keetini hodnat, a
tedy median je rovenigtdni hodnat. Modus neni definovan. Jelikoz distrimi
funkce na intervalJa,b| roste linears, jsou i mezi po sabnasledujicimi per-

centily stejné vzdalenosti.
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U raznych programovych produkitabulkové procesory, programovaci jazyky,
statistické a simutai programy) je dostupny tzgenerator ndhodnyctisel Je

to funkce, jejimz volanim lze ziskat hodnoty nak®deliciny s rovnongrnym
rozc&klenim pravdpodobnosti. BZzr¢ se setkdvame s tim, Ze tato funkce generuje
hodnoty veltiny U z intervalu[0,1), pokud patebujeme hodnoty z jiného in-

tervalu  [a,b),a<b, snadno je ziskame linearni  transformaci

X =a+(b-a U. Nekteré programové produkty dovoluji i generovani riaid

diskrétni nahodné velny s rovnongrnym rozdlenim, jinak tyto hodnoty i
Zeme ziskat vhodnou transformaci (zaokrouhlenipijité veliiny X. Je nutno
mit na paniti, Ze tzv. generatory nahodnyetsel jsou deterministické algoritmy,
tzn., Ze jednou vygenerovantadu hodnot jsme schopnii [stejném poatesnim
zadani pesr¢ zopakovat. Vygenerované hodnoty tedy nejsdisnp vzato, na-
hodné. Proto seékdy takto vygenerovanym hodnotéitka pseudonahodnéis-
la. Fi pouZiti €chto generatdr je proto namistjista opatrnost a @veni toho,
zda rozdleni pseudondhodnych hodnot Ize opravdu povaZa@vetnongrné.

3.5.2 Normalni rozcleni

Spojita ndhodna veiina manormalni(Gaussovojozdleni, jestlize jeji hustota
ma tvar

__ 1 _(a-py
f(ZL‘) - U\/ﬁexp( 20_2 )’ (1)

kde —oo<x<+w , 4,0 jsou redln&isla, o >0. Rikame, Zze nahodnéa veH

naX ma normalni rozéleni s parametryu a o?, coz ve zkratce zapisujeme
2

X ~ N(u,0%) (2

Graf hustoty normalniho rozkkni je na nasledujicim obrazku.

fo)

0.000 : . ; : .
u-30 u-20 u-o u p+o p+2c  u+30
X
Vidime, Ze hustota normalniho radehni je symetricka kolemipmky x = 4, tak-

Zeplati f(u-y)=f(u+y.
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a median x(0,5 = u. Hustota je neptsi v bod g (modus je roveny) a od

tohoto bodu na abstrany hustota rychle klesa. Tvar hustoty ukazigehodnoty
blizké 1 jsou velmi pravépodobné, zatimco hodnoty gdvzdalené jsou malo
pravdpodobné. Tuto funkci uzilipd dwma staletimi Gauss k popisu rékhi
chyb astronomickych #&tieni. V pfibéhu let se toto rozdleni ukazalo byt vhod-
nym popisem i v mnoha dalSich situacich a ziskakadni pozici v aplikacich
statistiky. Pro toto rozdeni se z&alo uzivat ozn&ninormalni rozdleni (nékdy
také Gaussova)Lze ukazat, Ze proisdni hodnotu a rozptyl platEX =y a

var(X) = o?, tedy parametry tohoto rodéni znamenaji sdni hodnotu a roz-
ptyl.

Ma-li nahodna vetiina X normalni rozdleni,X ~ N(u, 0*), potom nahodnéa
velicinaY = aX+ kb az0, fikdme, Ze vetinaY vznikne linearni transformaci
veliciny X) ma ot normalni rozdleni, avSak hodnoty paramétrjsou
v disledku linearni transformace odli3né, totiz N(gu+ b &0?).

1
Zvolime-li specielg a = P b= —g, pak nahodna veiina

X_
U :T’u ma rozdleni U ~ N(O, 1).

Tomuto rozdleni tikdme normované normalni rozteni, ndhodna vetina U
vznikla normovanim vetiny X, tj. takovou linearni transformaci, abigU =0
a var(U) = 1. Hustotunormovanéhamormalnihorozleni mizeme vyjatit po

dosazeni do (1) jako
2

f(u)= ﬁexp( D, —00 <y < 400 3)

adistribucni funkce normovaného normalniho reéleai, pro kterou se vzhledem
k jejimu stzejnimu postaveni ve statistice uziva zvlastni o/ je pak

®(u) = P(U < u) exp(——) dt , -0 < g < +00 | (4)

|

Graf hustoty a distribtni funkce normovaného normalniho rétehi vidime na
nasledujicich obrazcich.

77



N
AN

f(u) o

y 0.5
o(y)= | f%dL
\

Hustota normovaného norméalniho roz-Distribuweni funkce normovaného nor-
déleni malniho rozdleni

Distribu¢ni funkci normovaného normalniho r@ehi nelze vyjatit aritmetic-
kym vyrazem, ktery by umdabval jednoduché vyhodnoceni funkdgu) v boc

u a naopak z hodnoty funkc®(u) zjistit hodnotu argumentu, jako to bylo

mozné u distribéni funkce rovnorrného rozdleni. U normovaného normalni-
ho rozdleni je nutno tyto vypity provadt docela komplikovanymi numericky-
mi metodami. Pro us&ni prace je vSak funkc@(u) tabelovana a tyto tabulky

jsou sowasti &tSiny statistickych &ebnic wetrg téchto skript. Krong toho nu-
merické postupy k vyhodnoceni distrémi funkce normovaného normalniho
rozkleni a také mnoha dalSich r&#ehi jsou sodasti EZnych programovych
prostedki pro statistiku (Excel, NCSS atd.), a tim je jejiyuzivani usnadn
no. Statistické tabulky pak nejsou faiia.

Jak vidime z obradzk hustota normovaného normalniho réedi je symetricka
vzhledem k oseu = 0, takZe plati také

®P(-u) =1 - P(u) %)

Pomoci distribani funkce normovaného normalniho rélehi ®(u) mizeme
vyjadrit hodnoty distribdni funkce normalniho rozteni pro libovolné dovolené
hodnoty parameir Kdyz X ~ N(u, 0?), pak pro distribeni funkci nahodné
veli¢iny X plati

F0 = POx< 3= RXA ) <y SH) 2o 1) )

Tedy zname-li hodnoty paramétys a o, pak pro znamou hodnotuumime
ur¢it hodnotu distribani funkce v bod x.

Priklad: Z dlouholetych antropometrickych vyzkine znamo, Zeétesna vyska

dosgglych muzi i Zen ma normalni rozteni. NaSim ukolem je zjistit, jaka je
v dosglé muzské populaci relatividietnost mué mensich nez 170 cm, jestlize
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zname parametry této populage= 175 cm a o =49 cnf. Podobné tlohy
jsou velmi uziténé nap. protizeni vyroby konfekce, navrhovani nabytku atd.

ReSenim nadi Glohy je vlastrzjistit hodnotu distribéni funkce rozdleni
X ~ N(175,49) v bock 170.

o —o{ 2 -o{ 31 -o( )

o 7
V tabulkach nalezneme (5/7) = 0,762 a tedyF(17() = 0,23€. V populaci je
zhruba 24% muZmensich nez 170 cm.

Pokud bychom vyuzili funkci NORMSDIST v Excelu, kdevraci hodnotu dis-
tribuéni  funkce normovaného normalniho réhi, tak zadanim
NORMSDIST(5/7) dostaneme hodnotu 0,762475. Dokanégeme uZzit funkci
NORMDIST, ktera m&tyii parametry. Prvni je hodnota argumentu, pro ktery
chceme utit hodnotu distribtini funkce, dalSi dva parametry jsotesini hodno-
ta a sndrodatna odchylka (!!") normalniho roddni. Posledni parametr je logic-
ka hodnota, pokud chceme ziskat hodnotu distnibéunkce, je patba zadat
hodnotu tohoto parametru PRAVDA nebo nenuléigo, jinak bychom dostali
hustotu. Zadanim NORMDIST(170;175;7;PRAVDA) dostaeehodnotu distri-
bueni funkce v bod 170, F'(170) = 0.237525.

Casté jsou ulohy, kdy zname hodnotu distéitiufunkce F(x) normalniho roz-
deleni N(u, o’) a hledame hodnotu argumentuZ odst. 3.3 vime, Ze hodwot

X(p), pro kterou pIatiF(x( p)) = p, serika p-kvantil.
Z definice je tejmé, Ze platl’F(x( p)): p a také CD(u(p)): p, kde

u( ) :X(pi%. Odtud pak x(p) = o u(p) + 4, co¥ je navod, jak &it p-

kvantil nahodné veliny X ~ N(x, g°), zname-li hodnoty paramétr

Pokud bychom chiti nalézt p-kvantil rozdtleni z gedchoziho fikladu prop =
0.238, pak v tabulce 6.1 naleznem(®,762) = 0.72, ze symetrie rozteni je

1(0.238) = —0.72 a po dosazeni dr(p) = o u(p) + i dostaneme
£(0,238) = 7 [0—-0,72) + 175 = 169,96 = 170. V Excelu funkce NORMINV

S parametryp, U,o vrati hodnotu fislusného kvantilu, tedy
NORMINV(0,238; 175; 7) vrati hodnotu 170,01.

3.5.3 Rozdleni Chi-kvadrat

Toto rozaleni pati mezi rozdleni odvozena od normamozdlenych nahod-
nych veltin. Takova rozdeni se velmgasto uzivaji v tlohach induktivni statis-
tiky. Rozdsleni ¥* (¢teme chi-kvadrat) ma nahodna vila, ktera vznikne sau
tem druhych mocnin nezavislych nahodnychdmelnormalr€ rozdilenych.
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Presreji, necit U,,U,,...,U jsounezavisléhahodné vetiny akazdama roza-
n
leni N(O, 1). Potom nahodné veélna X =Zui2 ma rozdleni ¥* s n stupni
i=1
volnosti, coZ zkracenzapisujemeX ~ y>. Hodnotan je jediny parametr toho-
to rozcleni.

Stredni hodnota jeEX =n, rozptyl jevar(X) =2n.

Hustota je graficky znazokna na nasledujicim obrazku. Jejmé, Ze hustota
rozdsleni x> pro hodnotyx <0 je nulova. Distribaini funkci podobg jako u
normalniho rozéleni nelze vyjatit jednoduchym vyrazem (ost&tm hustota je
komplikovany vyraz), proto je tabelovana, poddbrkvantily rozdleni ¥, viz
tab. 6.2. V Excelu pro teni kvantifi rozcleni ¥* miZzeme uZit funkci CHIINV,
jeji parametry jsoul-p a pdet stuga volnosti, takZze nap zadanim
CHIINV/(0,05; 1) dostaneme hodnotu 0,95-kvantilud@eni y*= 3,84145.

S rostoucimn se rozdleni x? blizi normalnimu rozéleni s parametryy =n a

o’=2n, x> - N(n,2n).

n=4

(%) /

0.15-

Hustota rozdleni 2 pro n=4an= 10

5.5.4 Studentovo t-rozdleni

| toto rozdtleni pati mezi rozdleni odvozena od normalniho ra@kehi. Kdyz
nahodna vetinaU ma normované normalni ragdni, U ~ N(0, 1), nahodna
velicina X ma rozdleni ¥* s n stupni volnosti, X ~ x> aU aX jsou nezéa-

vislé ndhodné veliny, potom nahodna velina
U

VX /n

T=
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ma t-rozckleni sn stupni volnosti, coz ve zkratce zapisujenie~t,. Hodnota

n je jediny parametr tohoto roddni. Toto rozdleni se také ¢kdy nazyva Stu-
dentovo rozdleni podle pseudonymu Student, kterym n&tiau 20. stoleti pod-
pisoval své statistické prace chemik pivovaru Gssne Dublinu William Sea-
ly. Gosset, jeden ze zakladdtelplikaci induktivni statistiky, a to v oblasti ne-
sporré vyznamné — v zabezpeni kvality piva.

n
Pron> 2 plati, Ze $edni hodnota jeET =0, rozptyl je var(T) = oo

S rostoucimn se t-rozdkleni blizi normovanému normalnimu relehi,
t, - N(O,1), pron> 30 je tvar obou rozdeni prakticky shodny. Tvar grafu

hustotyt rozdéleni pro fizné pdéty stuma volnosti vidime na nésledujicim ob-
razku.

0.4

0.35F

Hustota rozdleni t, pron=5an= 30

Kvantily t—rozctleni jsou tabelovany nebo jeliteme uéit s pomoci software.
V Excelu funkce TINV s parametry Jp2& pdtem stugit volnosti vraci hodnotu
p-kvantilu, nap. TINV(0,05; 25) vrati hodnotu 2,0595.

3.5.5 Fisherovo-Snedecorovo F-rozteni

Necht X, a X, jsou nezavislé nahodné iy, které maji rozéeni
X, ~ X% a X, ~ x>. Potom ndhodna veélna

X, Im

~ X, /n

maF-rozc&tleni s ma n stupni volnosti, ve zkratce to zapisujem¥& ~ F,_ .
Hodnotym a n jsou parametry rozteni, m je paet stugit volnosti procitate-
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le, n je paet stupit volnosti pro jmenovatele, na fali parametrtvar rozaleni
pochopitel@ zavisi.

Pro n > 4 plati EY-L a var(Y)= 2n*(m+ n=2)
P n-2 " m(n-2)% (n-4)

HustotaF-rozctleni je graficky zobrazena na nasledujicim obrazku.

)

HustotyF-rozcleni pro fizné hodnoty parametr

Vzhledem k tomu, Zze nahodnéa vatia Y je podilem veliin X,/ m a X, /n,
pro kvantily F - rozcleni plati

Fna(P) = F.on(-P)

adale také plati  F,,(p) =[t,(0- p/ 2] =[t,(p/ 2)]".
Vybrané kvantilyf=-rozcleni jsou v tabulce 6.4. V Excelu jedita funkce

FINV, p-kvantil dostanemeipzadani parameirl-p, m, n nag. FINV(0,05; 10;
20) vrati hodnotu 2,347875, coz je 0,95-kvantil.

3.5.6 Dvouroznérné normalni rozdéleni
Nahodny vektor (X,Y) ma dvourozrdrné normalni rozéleni s parametry
wv,o?,t?,p, 0 >0,r° >0, |p|<1, jestlize ma sdruzenou hustotu

foy (,y) =

o R e
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pro vSechna realné a y. Fiklad takové sdruzené hustoty pro parametry
u=0,v=0, o>=1r1>=1 p= 0je nanasledujicim obrazku.

0.15

f(x.y)

Graf sdruzené hustoty dvouro#gmého normalniho rozteni
u=0,v=0 0°=17r>=1 p=0

Potom i marginalni roztdieni jsou normalni X ~ N(u,0 %), Y ~ N(v,7?),
EX=u, EY=V,
var(X)=o?, varly)=r>.

Hodnota parametrw je rovna hodnétkorelaniho koeficientu p,. . Pro dvou-
rozmernénormalnirozctleni plati, Ze je-li p = 0 (tedy ndhodné veliny X aY
jsounekorelovang pak jsou hezavislé

Souhrn:

« alternativni rozdleni, vypaet stedni hodnoty a rozptylu

* binomickeé rozdleni, jeho pravébodobnostni funkce,igdni hodnota, rozptyl

» Poissonovo rozfleni

» rovnomnerné diskrétni rozéleni, jeho prav&podobnostni funkce,igdni hod-
nota, rozptyl

* parametry rozéleni

* rovnomnerné spojité rozéleni, vztah mezi hustotou a distrimi funkci

* normalni rozdleni, parametry, hustota, kvantily

* normované normalni roztkni

» dvouroznérné normalni rozéleni, jeho parametry
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Kontrolni otazky:

1.

2.
3.

Bylo poteba pro ufeni stedni hodnoty a rozptylu binomicky rékehé
nadhodné vetiny uzit jeji pravdpodobnostni funkci?

Jaky je vztah distribtni funkce a hustoty rovn@mmého spojitého rozeni?
Jaka je pravdpodobnost, Ze hodnota nahodnédmli, kterd ma normované
normalni rozdleni, je v intervall—10) ?

Urcete 0,975 kvantil normovaného normalniho ebedi a stejny kvantil
t-rozcéleni s 5 a pak i 100 stupni volnosti. Porovnejte tyodnoty a zilvod-
nete jejich rozdily.

Pojmy k zapamatovani:

binomické rozdleni

diskrétni rovnorrné rozdéleni

Spojité rovnondrné rozéleni

parametry rozéleni

normalni rozdleni, normované normalni rodeni
rozdsleni >, t-rozctlenti, F-rozdslent

stupe volnosti
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Tato ¢ast kapitoly o prawgpodobnosti vam zabere asicdaz ti hodiny. Sezna-
mite se v ni s centralni limitnitou a poniZze vam pochopit, ptoje normalni
rozckleni casto ve statistice vyuzivano jako vhodny model®ladé reality.

3.6 O centralni limitni v été

Normalni rozdleni m& pro své vlastnosti &tivy vyznam v mnoha aplikacich
statistiky. Jak jsme jiz uvedli, ma-li ndhodna ¥iela X ~ N(u, 0*), potom
ndhodna vetina Y=aX+h a#0, ma& opt normalni rozdleni,
Y~ N(au+ b &0?). V predchozich odstavcich jsme #iig Ze k normalnimu
rozcleni se pro velkan blizi rozaleni x> a t-rozctleni. Dal3i dleZitou vlast-

nosti normalniho rozdeni je to, Ze satet kon€ného pdtu nezavislych normal-
n¢é rozcklenych nahodnych veiin ma ogt normalni rozdleni.

Specielg pro X, X,,..., X, nezavislychnahodnych vetin se stejnym rozd
lenimN(y, o?) plati

a) E[l(X1 + X, +...+Xn)} =2 - U,
n

b) Vaur[l(X1 +X, +... +Xn)} =
n

- 1 g

c)je-liy :E(X1+ X, +...+ X)), pakY ~ N(u,—).

n

K normalnimu rozdeni se vSak ibliZzuje i sowet nezavislych nahodnych veli-
¢in z jakéhokoliv rozdleni. Je to dsledek tzv.centralni limitni \ty. Jsou-li
X, X,,..., X, vzajemr nezavislé nahodné véilny téhoz (ale jinak libovolného

rozaleni) se sedni hodnotoys a rozptylemo ?, pak pro kazdé realng plati

}}E}P{Li(‘x' - U) < x} =®(z).

o\n =

Tzn., Ze pro dostate¢ velké n se distribdni funkce nahodné velny

3 X, —E(ZX] ] S X, -nu ] S(X, - )

jen nepatra lisi od distribéni funkce normovaného normalniho reétesi. Vol-
né feceno, sotet (a tedy i piméer) vétSiho p@tu nezavislych stefhrozclenych
nadhodnych vediin ma giblizn¢ normalni rozdleni.

Tuto skuteénost ilustruje nasledujicitixlad na obr. 3.6-1, ve kterém jsou zna-
zorrena empirickd rozéleni hodnot ziskanych z 1000 nezavislych realirgei
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hodné  veliiny Y:E(X1+X2+...+Xn), kdy nahodné valiny
n

X, 1 =12 ...,n mely rovnomeérné spojité rozéleni na intervalu< 0,1), a n

bylo postupt rovno 3, 6, 12 a 24. Z histogrénma obrazku vidime, Ze
s rostoucimn se empirické rozdeni stale &srgji blizi k normalnimu rozéleni
a také se zmensSuje rozptyl.

30.04 30.04
Percent Percent

20.0+ 20.0.

10.0 10.0]

0.0 ; } } } ) 0.0

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

X3 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

n=3 n==6
30.04 30.04
Percent Percent
20.0- 20.0 x
10.04 10.0-
0.0 . ‘ : : ‘ 0.0 ; ‘ : ; ‘
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
x12 x24
n=12 n=24

Obr. 3.6-1: Rozé&leni vylErovych pameéra z rovnongrného rozdleni
pro mhizné rozsahy vydyu

Centralni limitni ¥ta ma také dal&fasto prakticky vyuzivanou formulacapro-
ximaci binomického rozteni normalnim rozdenim Kdyz nadhodna velina
Y, ~ Bi(n,p), pak pro vSechna realma

lim P ﬂ<m = P(x).

nee | (fnp(1—p)

Ozna&ime-li relativnic¢etnost Usgchu f, =—", pak po kraceni zlomku v zavorce
n

gislemn dostaneme
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limP(f"—_p < m} = ®(z),

e | P =p)/n

takze pro dostate¢ velké n distribuwni funkce nahodné velny
S =P
p(1 = p)/n

se jen nepatiliSi od distribéni funkce normovaného normalniho rétshi.

Priklad: V prazkumu volebnich preferenci dotazem na 900 n&heglbranych
potencialni volia bylo zjiS&€no, Ze politickou stranu ABC by volilo 25 % dota-
zovanych volti. Jakéa je prawipodobnost, Ze stranu ABC v celé populaci prefe-
ruje alespa 27 % volta?

Jde tedy o to, jaka je pragmbdobnost, ze nahodna wétia f, =027 za ped-
pokladu, zep = 0,25.

Tuto pravépodobnost Ize zapsat jako

P{U > fn—_pJ =1- q{ﬁj, kdelU' ~ N(0,1).

Jpd=p)/n Jrd=p)n

Spaiitame hodnotu argumentu distrimi funkce
- _ 0,27 - 0,25 _ 0,02 _

Jra-p)n B 0,25 1 = 0,25)/900 - 0,25 11 = 0,25)/900 -

9

a v tabulkach nalezneme hodnotu distétiufunkce normovaného normalniho
rozdsleni v tomto bod - ®(139) 0 092. Hledana pravtbodobnost, e strana

ABC ziska ve volbach alesp@7% hlas, je 0,08.
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Souhrn:

Jsou-li X, X,,..., X, nezavislénahodné vetiny se stejnym rozglenim,
stredni hodnotoyu a rozptylemo?, pak plati

EF(X1 X, +...+Xn)} =" -y a
n n

Var[l(Xl +X, +... +Xn)} =
n

Jsou-li X, X,,..., X, nezavislénahodné vetiny se stejnynmormalnim

rozcélenim se sedni hodnotoy: a rozptylemo?, pak i jejich pimer

0.2

1 =
% :E(xl + X,+...+ X.), ma normalni rozdeni Y ~ N(u,—).
n

Rozdleni sodtu a paiiméru X,, X,,..., X, nezavislychnahodnych vedin se
stejnym rozdlenim se blizi normalnimu ro&eni.

Pro velké hodnoty parametnu Ize binomické rozéleni aproximovat nor-
malnim rozdlenim.

Kontrolni otazky:
1. KdyZ z populace opakovarybereme n objektjaké bude rozdleni prime-

ru techto vykari?

2. Jaké budou parametry normalniho rélahi, ktery aproximujeme binomické

rozceleni s parametry n a p?

Pojmy k zapamatovani:

rozcleni sowdtu a paméru nezavislych vetin stejného rozéleni
centralni limitni ¥ta
aproximace binomického rogéni normalni rozélenim

Korespondertni tlohy budou zadavany vzdy na zéatku semestru.

Nahodnych vetiin se budou tykattyti priklady.
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4 Induktivni statistika

Prvni ¢ast této kapitoly je anovana zékladnim pojiim induktivni statistiky,
piedevsim ndhodnému Wil a dalSim souvisejicim pojim a vys¥tlime si, co
je to statisticky odhad. Studium té&tasti vam zabere agi hodiny.

4.1 Zakladni pojmy

Metody induktivni statistiky (matematickd statistjkstatisticka indukce) se uzi-
vaji tam, kde chceme dojit Kjakym tvrzenim opopulaci (vyslovit rgjakou
_obecnou pravdu®), ale k dispozici mame data jefasti jediné této populace,
tzv. vyker. Intuitivné je Z'ejmé (a matematicky dokazatelné, viz Havranek, 1,993
Ze mame-li data pouzedasti populace, je vyj&dni ,obecné pravdy” o celé po-
pulaci zatizeno rizikem nespravného Usudku. Kdykimiduktivnim uvazovanim
zobedwujeme (generalizujeme) zj&ti z dikiho pozorovani na tvrzeni o celku,
vzdy je toto tvrzeni zatiZzeno nejistotou, Zézm byt nepravdivé. Ale na druhou
stranu induktivni uvaZzovani je nepostradatelnyntypmesm v poznavani sia, ve
kterém Zijeme.

MuzZeme uvést bezpet piklada takovych nespravnych nebémejmensim zpo-

chybnitelnych z&&ra ziskanych induktivnimi tsudky:

» Po zkuSenostech zkolika kontakfi s remeckymi turisty uzakeme: ,(VSich-
ni) Némci jsou hlgni a grehnar sebe¢domi”.

» Zletmého porovnanigkolika ¢eskych a moravskych vesnic, kterymi projiz-
dime na dovolené, usoudime: ,Moravané jsou pragiévinezCesi".

Podobri povrchnim induktivnim Gsudkemibeme dojit k zasram typu:

» ,Slovaci se radi perou*,

» ,Absolventi Ostravské university jsou horsi nesaenti University Karlo-
vy,

* .,V Madarsku nejsou blondynky*,

« ,Cesijsou rasisté",

» ,Polaci ungji jen kSeftovat”,

» ,RakuSané jsouiflis opatrni®,

« ,Déanové jsou opilci”,

 ,Zeny jsou slabsi nez muzi“,

» ,Chlapi nic nevydrzi“.

Radji skoncime s ukazkami povrchniho a problematického indultio usuzo-

vani, mozna &kolika uvedenymi fiklady jsme se néfjemre dotkli kdekoho

v Sirokém okoli. Snad vSak tytoriklady dostatene zietelre ukazuji, Ze

s povrchnosti v induktivnim uvazovani je nutno ¥iabjovat a hledat takové
postupy, které riziko nespravného usudku minimglizebo alespd sniZuji.

Jednou z takovych cest snizeni rizika chybnéhéraamduktivniho Gsudku jsou

metody induktivni statistiky. Tyto metody se opimjvysledky teorie prawgo-
dobnosti. V mnoha situacicitdeckého zkoumanteSeni technickych a ekono-
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mickych problénd ¢i v mnoha dalSich ulohach jsou tyto metody stanuiand
postupy, nebdpraw ony minimalizuji pravpodobnost nespravného usudku.

K tomu, abychom metody induktivni statistiky mopbuzit a dojit tak k co nej-
spolehliwjsim ,obecnym pravdam“ o populaci, je nutné, abyohargli

k dispozici pozorovani an jedincich (objektech) z této populacé, ggmz €ch-
to n jedindi musi byt z populace vybram@hodr. Pakiikame, Ze naSe pozo-
rovani jsou realizacinahodného vysu (angl. random sample Jelikoz
v matematické statistice s€tSinou o jiném nez nahodném b neuvazuje,
casto se uziva jenybker (angl.sampl@.

Realizace nahodného \rlr vznikne tak, ze

« 0 zaazeni jedince do vyiou rozhodujenahoda(nikoliv naseci cizi vile, roz-
mar nebo zawr),

« kazdy jedinec z populace rstejnou pravdpodobnostaazeni do vybru.

Mame-li data, ktera jsou realizaci takového nahbdneyléru, pak nizeme
v induktivnim uvazovani vyuzit vysledky teorie pdgpodobnosti, tzn. kvantifi-
kovat riziko omylu, pipadré vybrat metodu, ktera riziko omylu minimalizuje.

Nahodny vyksr jedinal z populace Ize gadit postupem, ktery zname ridgad

Z losovani Sportky. Do osudi vloZzime reprezent&atalého jedince z populace
(v pripadt Sportky je to 49 stejnych &kt ozna&enychcisly 1 az 49, ty tvid tzv.
oporu vylgru), zamichame a vybereme jedina (v piipadt Sportky 6 + 1 mi-
ku), a ty tvai ndhodny vybr. Mechanismus vydsu nemusi byt realizovan fyzic-
kym zaizenim, které rzeme ®kolikrat mésicné vidét na televizni obrazovce,
ale mize byt simulovan pfitatem nebo vytvien myslenko¥ - paridime seznam
vSech jeding populace @¢pora vylaru) a jedince do nahodného Wh zaazu-
jeme pomoci tabulky nahodnyéfsel - viz nap. Laga, Likes, 1978.

Uvedeny zfisob konstrukce ndhodného ¥y je mozny jen u kori@é popula-
ce, kdy oporu vyéru jsme schopni vytuit. To neni mozné vzdy, napnejsme

s to utvdit oporu vylru populace mraveficv Ceské republice ani molekul
v ovzdusSi Ostravského regionu. Aleii pybérech z takovych populaci je nutné
respektovat uvedené pozadavky, tj. gazani jedince do vyibu musi rozhodo-
vat nahoda a kazdy jedinec z populace musi st&jnou pravdpodobnostzaa-
zeni do vykru.

V mnoha vyzkumech byvaji tyto podminky opomijenyra jsou pak znehodno-
ceny vysledky statistické analyzy. Tak hapacienti jednoho zdravotnihoiizze-
ni nejsou nahodnym vygkem z populace v dané lokélitneba o za&azeni do
vybéru nerozhoduje ndhoda, ale pacientova volbaréeadalsi nenahodné vlivy,
navic dlouhodob zdravi lidé wibec nemaji Sanci se do Wh dostat. Podokin
,nahodr¢ odchyceni® lidé na ulici 8Fi sphuji podminky nahodného vihu

z mestské populace. Do takového ¥ se nemohou dostat lidé, Kteevycha-
zeji ven a volba mista a doby ,odchytu“ ovilije sloZzeni vybru, nebd@ zastou-
peni lidi v ulicich jetasow a mist@ zavislé. Nap z ,nahodného” vyéru pai-
zeného u vchodu do menzy v daliléda bychom dosli k z&wu, Ze ténst vSich-
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ni obyvatelé Ostravy maji maturitu a Ze naprostdinma jsou studenti. Rowva
stZi Ize povazovat za nahodny ¥yt populace witého druhu brouk ty, které
se podalo chytit - mozna ty zdatf)Si se chytit nepoddo. Vzorek z vagénu uhli
odebrany z povrchu neni ndhodny #ylneba uvnitt mize byt kameni a tomu
jsme nedali Sanci k tazeni do vybru.

Postup vykru analogicky losovani Sportky je vhodny pro sitiakdy péet je-
dinci v populaci je znéné vétSi nez poet jedindg ve vykeru (tzv.rozsah vyb-
ru). Pokud poet jedind v populaci neni vyraznvétSi nez rozsah vyou, nel by
byt vylosovany jedinec vzdy vracen do osudi. O tombstupu konstrukce na-
hodného vybru fikame, Ze je toylker s vracenim

Existuje je&t jeden zjisob vylEru jedindi z populace, kterym Ize ziskat nahodny
vybér. Je to tzvstratifikovany vybr. Ten mizeme pouzit tehdy, kdy zname rela-
tivni ¢etnosti jednotlivych vrstev v populaci, rfagetnosti ¥kovych kategorii,
socialnich urovni apod. Pakiieme paidit tolik opor vykEru, kolik je vrstev

v populaci a z kazdé vrstvy fidime nahodny vy takoveého rozsahu, aby rela-
tivni ¢etnost jeding z kazdé vrstvy stratifikovaného Wio odpovidala relativni
cetnosti vrstvy v populaci. Stratifikovany wbje tedy sjednocenim nahodnych
vybéra ze vSech vrstev populace a rozsatghto vylEri jsou ugeny relativni
cetnosti jednotlivych vrstev v populaci.

Necht’ tedy mame nahodrvybrano n jedina z populace a na kazdém jedinci
zjistujeme hodnotu jedné veiny (znaku). Nartené hodnoty tohoto znaku (od-
povidaji jednomu sloupci v datové matici, viz kdp.jsourealizacinahodného
vybéru.

Z pohledu matematické statistijeynahodny vyér abstraktni pojem, ktery dovo-
luje zobecnit tvrzeni o vS8ech moznych jeho real@adNahodny vyér je vektor
on sIoZkéCh(Xl,Xz,...,Xn), kde slozky tohoto vektoru jsmezavislénahod-
né veltiny sidentickym(tj. naprosto stejnymijozclenim V anglické literatée
se uziva ozngenii.i.d. sample kde zkratka.i.d znamenandependent identical-
ly distributed Nahodny vybr v matematické statistice je tedy abstrakcesuyb
jedinax z fyzicky existujici populace a zieni hodnot jedné veliny na €chto
jedincich.

Priklad: Z dosglé muzské populace obyvatel Ostravy vybereme nahodn
muZi a znerime jejich vysku. Ziskdme hodnoty 176, 168, 191,17. Na tyto
hodnoty pohlizime tak, Ze jsou to hodnoty nezaefslgahodnych valin téhoz
rozasleni. Neclt toto rozdleni ma stedni hodnotuy a rozptyld®. Pozorované
hodnoty jsou vysledkem nahody, ale tato nahod@dse&lanym rozdlenim prav-
dépodobnosti, pozorované hodnoty jsou rozhazeny ogidani hodnoty. Pozo-
rovanou hodnotu ndhodné ity X; (vysledek mdfeni na i-tém jedinci) nii-
zeme vyjatit jako X, = u+ ¢, kde uje stedni hodnota & je nahodna sloz-
ka, jejiz rozdleni je totozné pro vSechny jedince ¥, tj. pro i =1,2,...,n.
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Z pozorovanych hodnot vyhu (sloupec datové matice, realizace abstraktniho
nahodného vyru) mizeme peoitat mizné vylkEroveé charakteristiky podle formu-
li, se kterymi jsme se seznamili uz v kapitole skalptivni statistice.

Vybérovym charakteristikam, které trheme takto spitat, seiika statistiky
Obecrg muzeme statistikuT vyjadiit jako funkci ndhodného vyu, tedy
T :T(Xl,Xz,...,Xn). Tim mame statistiku vyj&dnou obeci a mizeme se
pak i obecwji vyslovit o jejich vlastnostech.

Priklady statistik jsou

.

* vyb&rovy primer X = X,

3|~

i=1
1 Z =\2
-1 Z:l(Xj_X) )

* vybérovy rozptyl s

3

Jelikoz statistiky jsou funkcemi nahodnych weli X, X,,..., X, , jsou i statis-

tiky nahodnymi vellinami, které maji &aké pravdpodobnostni rozileni,
stredni hodnotu, rozptyl atd. Prajmbdobnostni rozdeni statistik se nazyvaji
vykeérova rozaleni.

Predpokladejme, Ze vSechny nahodnédiayi ve vyleru maji stedni hodnoty
a rozptyld®. Pak pro sedni hodnotu vyirového pameru plati

Y = ln :ln :ﬁ =
E(X)-E(n;)@] WIS @

tedy vidime, Ze #dni hodnota vyyového pémeéru je rovna sedni hodnat
rozckleni populace.

Podobr pro rozptyl vyliroveho ptiméru snadno ukazeme
2

X)=val 23 x |= 13 y=lpg2=9"
var(X)—va{nZ:l:Xij nziZ:l:var(xl) ot = (4)

Vidime, Ze rozptyl vybrového piméru se zmensSuje s rostoucim rozsahemnevyb
ru.

Mnoho metod matematické statistiky bylo navrZzenpoaZziva se pro analyzu
vybéra z normals rozcélené populaceN(u,0?). Proto uvedeme roztkni rs-
kterych vylkErovych charakteristik vyt z normalniho rozgleni. Vykerovy
pramér z normalniho rozéleni N(u,0®) méa ot normalni rozdleni

X ~ N(u, JQ/n). Pak standardizovana nahodnaieli U = = ma nor-
o/Jn
mované normalni rozteni N(0,1).
Daéle Ize ukazat (viz n&pAndél, 1978), ze
u —=\2
(n-1)s Z(Xi_X) ,
2 == 2 T Ap-1 (5)

g g
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N [y (6)
Vidime, ze veltiny U a T jsou definovany podoknpouze na rozdil od veélt
ny U, kterd ma ve jmenovateli poptitd sneérodatnou odchylkw (v aplikacich
jeji hodnotu zpravidla nezname), ma vigla T ve jmenovateli vyérovou sng-
rodatnou odchylk. To je sice ndhodna veéiina, ale jeji hodnotu umime sfie
tat z vylEru.

T =

DalSimi ve statistic&gasto uzivanymi vyrovymi rozdlenimi jsou rozdleni
nahodnych vetdiin, ve kterych vystupuje rozdil dvou wrovych pameéra. Pred-
pokladejme, Ze mame dva nezavislé &ryb(nemaji zadné jedince, kigsou
v obou vylkgrech) o rozsahuwn; , resp.n,, ze dvou normathrozclenych popu-
laci, prvni populace ma rogeéni N(u,,07), druha N(u,,0- ) Pak vykrové
praméry maji rozéleni

= o’ = a;
X1 ~N(/’117_1>’ X2 ~N(/'127_2)-
n L
Potom i rozdil &chto paiméra ma ogt normalni rozdleni
= = o o
Xl_X2~N(lul_/’127_l+_2>' (7)
Ty

Po standardizaci standardizovana nahodn&imalld ma normované normalni
rozctleni:

U:Xl_Xz_(:ul_,uz)~N(o,1). (8)
2 2
[N
nl n2
V aplikacich v3ak &3inou nezname hodnoty paranietr;, o7 . Pak Ize vyuZzit
toho, Ze plati (viz napAndkl, 1978)
(n-9s (n-3s
: 2 + 2 ~X§1+n2—2 9
al 02
Pokud nezndmé parametrg?,o? miZzeme povazovat za shodné, tedy
o} =0 =o’(rozptyl v obou populacich je shodny), pak nahodeli&ina

- Xl B XQ B (:ul — ﬂz) ~t (10)
ny +ny =2
(n1 —1)sf +(n2 —1)55 l+l
n, +mn, =2 n, n

tedy ma Studentovb- rozctleni s n, + n, —2 stupni volnosti. Tato statistika
ma klicovy vyznam v mnoha aplikacich.

Po tomto seznameni se zakladnimi pojmyzemefici, Zze zakladnimi ukoly in-
duktivni statistiky jsou:

» odhady parametr rozcleni populace,

» testy hypotén parametrech rozteéni populace.

Oba tyto typy zakladnich dloh matematické statystilyswtlime podrobsji
v nasledujicich odstavcich.
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4.2 Statisticky odhad

Cilem statistického odhadu je zjistit z ¥y charakteristiky roztdeni, gipadré
parametry rozéleni populace. Je to jedna z uloh statistické icdukkdy

z informaci oc¢asti populace chceme da@si tvrzeni, které se tyka celé popula-
ce. Vime, Ze zde existuje riziko nespravného Uswdikkolem matematické sta-
tistiky je toto riziko minimalizovat nebo alespgoskytnout informace o jeho
velikosti.

Podivejme se nejive na zdanliv odtazity giklad - tete s vysledkyif strelci:

a) velky rozptyl kolem b) maly rozptyl, c) dobry stelec
stredu ale vychylena muska

l:
NI

VSichni i se snazili trefit sed tete, z fiznych divodia (vitr, tres ruky, Spatny
nastroj) se jim to nepoéit. Presto snadno usoudime, Ze nejlepSiho vysledku
doséahl stelec (c), ktery ma maly rozptyl a nevychylenou musk

Pri statistickém odhadu jsme v situaci velmi podolstiélcim. Radi bychom
z vybrovych dat ,trefili“ nezndmou hodnotu poptitd charakteristiky. Je jasné,
Ze se budeme snazit uzit takovy nastroj a postepy bude davat vysledky po-
dobné gtlci (c), totiz uzivat metody odhadu, které ghria sted" a maji co nej-
mensi rozptyl. Nyni se pokusime tyto pojmy vyjégiesrgji.

4.2.1 Bodové odhady

Nech’ nahodna vetina X ma hustotuf(x,64,,...,6,) = f(x,0) . Rikame, ze
0=6,...,6, je vektor parameir(bod v p-rozmérném prostoru)® 0 Q, pak
Q je parametricky prostar

Funkci f(x,0) je specifikovan systém ro&eni, teba systém vSech normalnich

rozékleni N(u,0?)s miznymi hodnotami paraméir 1,0°. Kazdému0OQ

odpovida jedno rozteni z tohoto systému. Ukolem bodového odhadu [ézha
co nejlépe hodnotu vektoru paranteér, tzn. nalézt hodnoty jednotlivych slozek
6,,...,8,. O slozce tohoto vektoru budeme v dalSim textwinjako o parame-

tru a budeme ji ozrgavat 6, tj. bez indexu.
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Hodnotu 8 budeme odhadovagjakou statistikouT :T(Xl, ) ST Xn), Spai-
tanou z vykrovych hodnot.

Rikame, Ze statistikd je nestrannyodhad parametrd, kdyz plati E(T) = 4,
tj. sttedni hodnota odhadu je rovna odhadovanému parametru

Priklad 1 Predpokladejme, Ze vSechny nahodnédusyi ve vykEru maji stedni
hodnotuy. Pak pro sedni hodnotu vyrového péiméru plati

_ 1 n 1 n n
EX)=E|—) X |=—) B(X,)=—u=LMU.
(%) (nz] DIy
Vybérovy primér je nestrannym odhadentestini hodnoty populace.

Priklad 2 V tomto gikladu ukaZzeme, Ze vylovy rozptyl
=1 3 (x - Xy
n—-13
je nestrannym odhadem popiri#ho rozptylu &° . Tim bude vystleno, pré ve
jmenovateli vyrazu pro vyget s° je n-1 - viz odst. 2.3. Redpokladejme, Ze

vechny nahodné veiny ve vyliru maji stedni hodnotys a rozptyld®.

B(s) = E{i(&—ffﬁ} : E[i(xi—uw—fcf}

n_l i=1 n—l i=1

=— Eé((}@ —ﬂ)—()_f—u))Q}

= nl_l Eé((Xi - 42X, —,U)()_(—,UH()_(—,U)?)}:

R DCAITEEE e YRR YESPIE
:nl_lE_Z(Xi_,U)2—Q(X—ﬂ)n()?—y)+n()?—y)2}:
:nl_lE_Z(Xz-/J)2-n(X-/J)Q}nl_l[nJQ—nE()_(—yﬂ:
o]

Jestlize T,, je statistika z vy#ru s rozsahemn , pak odhad jasymptotickyne-
stranny kdyz platilim E(T,) = @, tzn. s rostoucim vysem se gedni hodnota

odhadu piblizuje odhadovanému parametru.

Ukazali jsme, 7& je nestranny odhad. Pokud popuifrrozptyl o odhadujeme
druhym vykErovym centralnim momentem (ve jmenovate)i

M, le(X7 _X)Q =n_152’

i=1

pak tento odhad neni nestrannyWyehyleny, neba’ jeho stedni hodnota
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BM,) =L gy =L g
n
se nerovna hodndbdhadovaného parametar’ . Je viakasymptoticky nestran-
ny, neba
lim E(M,) = lim[n -1 E(SQ)J = lim(n -1 02) =0°.
n — o n — 00 n n — 0o n

Odhad jekonzistentnikdyZ pro ®j plati
hmP(| 9|<£)=1, £>0,

tzn., Ze s rostoucim rozsahem #fbroste prav&podobnost, Ze hodnota statisti-
ky T, se naléza v blizkosti hodnoty parametru.

Vydatny(eficientnj nejleps) odhadje ten odhad, ktery ma nejmensi rozpiyej-
lepSi nestranny odhgeé takovy odhadT , ktery ma nejmensi rozptyl, tj. pro kte-
ry plati: Necli T7,T' jsou nestranné odhady a pro kazdE plati,

var(T) < var(T"), pak T je nejlepSi nestranny odhad

V matematické statistice se metody odhadli do dvou skupin - momentova
metoda anetoda maximalniévohodnosti S principy &chto metod se Ize sezna-
mit nag. v knize Cyhelsky et al. (1996), kde jsou tyto ougt vyswtleny -
stupnou formou. Odhady ziskané metodou maximanbhodnosti, tzv.ML-
odhady maji fadu dobrych vlastnosti, nagsou konzistentni, asymptoticky ne-
strannéa asymptoticky vydatnéVletoda maximalni &rohodnosti je vyuZivana
v mnoha statistickych programech v odhadu paranstatistickych modél

4.2.2 Intervalové odhady

Ukolem intervalového odhadu jecitrinterval [81, 82] v emz lezi odhadovany
parametrd se zadanou pra¥godobnosti (1- ). Dvojici hodnot 8,68, nazy-
vame intervalovym odhadem (mezemi spolehlivosti)intarval [91, HZ] pak

10d 1- a) -procentnim intervalem spolehlivagestlize plati

P(g<6<6,)=1-a (1)
Hodnota(1- a) se nazyva stugiespolehlivosti, hodnota hladina vyznamnos-
ti.

Ukazeme si nyni postugipntervalovém odhadu paramétnormalniho rozéle-
ni. Z kapitoly 4.1 vime, Ze vybovy pumér z normald rozdilené populace

N(u,0%) ma rozdleni X - N(y, Jz/n). Po standardizaci dostaneme nahod-

nou veltinu s normovanym normalnim raddnim: ’U

~ N(0,1). Jak uka-
o/

u(l - a/2j

X
U/

zuje obrazek, platP (u(a/Q) <
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0.35

u] 1] 1
3 2 -1 0 1 2 3

u(ar2) y (1-a2)

Pravdspodobnost (1- a) je pesré ta hodnota, kterou pozaduije rov. (1) definuji-
ci intervalovy odhad. Proto postupnymi Upravamiazyr v zavorce jejievede-
me na tvar odpovidajici rov. (1).

Plul@/2)/vn <X —p<u(l-a/2)/vn)=1-a,
P(-X+u(a/2)W/vn<-u<-X+ul-a/2)/vn)=1-a.
JelikoZz normované normalni rageni je symetrické kolem nulovérstni hod-
noty, plati u(a /2) = —u(l —a /2) , takZze po dosazeni a vynasobeni nerovnosti
hodnotou -1 dostaneme
P()_(—u(l—a/Q) /v < u< )_(+u(1—a/2)Dc7/Jﬁ) =l-a. (2
Tvar rov. (2) odpovida tvaru definice (1), takZzeemal

- o = o

X-u(l-a/2)0—, X+u(l-a/2)F— 3
X -ui-a/)B% K ru-a/26% ] @
je dvoustrannym10d 1- a) -procentnim intervalem spolehlivostiro parametr
M , 1j. stedni hodnotu normalniho rodddni. Pokud bychom znali hodnotu dru-
hého parametrug® , mohli bychom meze spolehlivosti pro zvolenéspaitat
z vykerovych dat. V praktickych tlohach vSakt§inou hodnotu tohoto paramet-
ru ¢ nezndme a musime ji odhadovat &ylvyym rozptylem. Pak zcela analo-
gickym postupem dojdeme kevoustrannémul0d 1- a) -procentnimu interva-
lu spolehlivostipro parametru

—_ S — S
[X—tn_la—a/z)%—ﬁ,X+tn_1(1—a/2) GJ—E} 4)

kde s je vylerova snérodatna odchylka &, _,(1-a/ 2) je kvantil t - rozctleni
S n-1stupni volnosti.
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Podob# jako jsme zavedli dvoustranny interval spolehltyasohli bychom i
zavest jednostranné intervaly spolehlivosti:

Levym jednstrannym 10( 1- a) -procentnim intervalem spolehlivostro pa-
rametr u :
(—oo, X+t (1-a) DS—} . (5)
n
Pravym jednstrannym 100 1- a) -procentnim intervalem spolehlivogtiro

parametr i :

= s
[X ~t,(1-a) E’\/—ﬁ +°°j : (6)

Pii odvozeni dvoustranného intervalu spolehlivosti parametra® normalniho
rozckleni vyjdeme z toho, ze

(n-1)s’ . .

——— = Xo» viz kapitola 4.1, rov.(5).
o

Pak plati, Ze

(n-1)s

P xz-l<a/2>sTsxs_l<1—a/2>}:1—a

Po Upra¥ pak dostaneme

(n-1)s , (n-1)s }

Pl4————<0's————
Xn—l(l_a/2) /Yn—l(a/2)

a interval
(n-1)s (n-1)s"
Xi—l(l - 0'/2), Xi—l(a/2)
je dvoustrannym10d 1- a) -procentnim intervalem spolehlivogtro parametr
&, tj. pro rozptyl normalniho rozten.

(7)

Priklad 1: Predpokladejme, Ze populace ma normalni &erd s neznamymi
parametryu a ¢, zkrace® zapsanoN(u,o?). Z vybsru o rozsahu 26 jsme spo-
cetli pramér 105 a vyBrovy rozptyl 25. NaSim Ukolem je dit oboustranné
95 %-ni intervaly spolehlivosti pro parametrya .

Reseni:
Interval spolehlivosti pro parametruréime dosazenim do (4)fiplusnou hodno-
tu kvantilu t,.(0.979 = 2 06 nalezneme v tabulce 6.3, takZze oboustranny 95%-
ni interval spolehlivosti pro parameir je
)

5} . . N
105 -2,06—:; 105 + 2,06 — |, po v\isleni pak pblizn¢ | 103,0; 107,0 |.
[ = 76} po vytfslent pak fiblizné | ]

Oboustranny 95%-ni interval spolehlivosti pro paeamo® ursime dosazenim do
(7), potebné hodnoty kvanfilnalezneme v tabulce 6.%2(0,029 = 1312

X%(0975 = 4065. Tedy oboustranny interval spolehlivosti je

98



N
AN

{25,25 125,25

; , po v¥isleni je tento intervalifblizné | 15,4; 47,6 |.
40,65 13,12} po v : fib [ }

Vztah (2) Ize vyuZit pro vy velkého rozsahu i v situaci, kdy parametme-

zname. Z kapitoly 3.6 o centralni limitnété vime, Ze pimér vétSiho p@tu ne-

zavislych steji rozctlenych nahodnych veiin ma giblizné normalni rozdleni

a ze vekina __hop ma iblizné normované normalni rozkniN(0,1) ,
VP (@-p)/n

statistika f, znamena relativnetnost hodnot 1 ve v¢lu o rozsahu n

z populace, ktera ma alternativni rélmhi s parametremp . Pro velké vybry
tedy z rov. (2) gblizn¢ plati, ze

P[fn—u(l—a/2) p(ln_p)Spsfn+u(1—a/2) p(ln—p)le_a. (8)

. (i-p . f,Q-f) .
Nestrannym odhadem rozptyl o je 1 a tedy dvoustranny

10d 1- a) -procentni interval spolehlivostpro parametip je

o u(l- Fa@= 1) _ Ta@=fn)
s—ul-al?2) 1 , f.+rul-al?2) — . (9

Priklad 2 V prizkumu volebnich preferenci dotazem na 900 na&haghbra-
nych potenciélni vodia bylo zjiS€no, Ze politickou stranu ABC by volilo 25 %
dotazovanych vaii. Urcete oboustranny 95%-ni interval spolehlivosti pes p
rametrp, tj. volicskou preferenci této strany v populaci.

Kvantil normovaného normalniho ragdni u(0,975)= 1,96. Dosazenim do (9)
ziskame

<0,25_ 196\/0.25- (1- Q25 . 025+ 196\/0,25. (1- o,25>’

899 899

coZ po vyisleni dé<0,222 Q 27$. V tomto intervalu lezi paramefr
s prav@podobnosti 0,95.
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Souhrn:

Nahodny vy&r jedinai y populace se realizuje tak, Ze dazzeni jedince do
vybéru rozhodujendhodaa kazdy jedinec z populace msi&jnou praveépo-
dobnostzaazeni do vybru.

V matematické statistice je nahodny ¥yhahodny vektor an slozkach
(Xl, ) ST Xn), kde slozky tohoto vektoru jsawezavislehahodné vetiny
sidentickymrozdlenim

Statistiku T mtizeme vyjatit jako funkci nahodného vyu, tedy
T=T(X,,X,,.... X,).

Statistika je nahodna veina.

Rozdleni statistik nazyvame vgbovymi rozdlenimi.

Ukolem bodového odhadu je nalézt co nejlépe hodpatametrud, tuto
hodnotu odhadujemesjakou statistikouT =T(X,, X,,..., X, ), spa@iftanou
z vykgrovych hodnot.

Ukolem intervalového odhadu jegitrinterval <6§,6’2>, v rEmz lezi odhado-

vany parametd se zadanou pra¥godobnosti(1- a), hodnota(l- a) se
nazyva stupie spolehlivosti.

Kontrolni otazky:

1.
2.
3.

B

© N O

Co je nahodny vyls v matematické statistice?

Co je to statistika? Je to deterministicka neboothta veléina?

Jake je rozdeni vylerovych peimeri z normalniho rozéleni? Jaké ma pa-
rametry?

Co znamena, Ze bodovy odhad je nestranny@ priovypa’tu vyleroveho
rozptylu se ve jmenovateli uziva vyraz (n-1)?

Kdy je odhad asymptoticky nestranny?

Co plati o konsistentnim odhadu?

Co je to nejlepsi nestranny odhad?

Co namrika intervalovy odhad?

Pojmy k zapamatovani:

nahodny vybr

statisticky odhad

bodové odhady paramaétr

nestranny odhad, konsistentni odhad, nejlepSiarestrodhad
intervalovy odhad, interval spolehlivosti
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Nasledujicicast této kapitoly je gnovana zaklatn testovani statistickych hypo-
téz. Studium tétdasti vam zabere agi &z ¢tyii hodiny.

4.3 Testovani hypotéz

V mnoha aplikacich statistiky se uziva postup, é&tar serika statistické testo-
vani hypotéz. Zakladni myslenku se pokusime &tjisvna pongérné jednodu-
chém pikladu. Nefasgji testovanymi hypotézami jsou hypotézy o parametru
rozckleni populace. Uvazujme tedyiklad, jehoZ realizaci si dovedeme snadno
predstavit. NaSim ukolem je posoudit (ve statisteélsa testovat) hypotézu, ze
stredni hodnotactesné vysky studetimuzi z Ostravské university je 175 cm.
Asi vas napada, Ze nejjednodussi by bylo vSechnystudenty zr&it, vypocitat
pramér a porovnat vyp&teny pamér s hypotetickou hodnotou 175 cm a jsme
s ulohou hotovi. Vystéli bychom s jednoduchymi postupy popisné statistk
Zadnym testovanim hypotéz se nemusimézpatt. Bohuzel ne vzdy je takové
jednoduché&esSeni pjatelné. | ve vySe uvedené situaci bychom sed&siot roz-
hodovali, kdyby popukni primér vySel velmi blizko hodnét175 cm,iekreme
175,01 cm. Tato hodnota je sidema od 175 cm, ale je tento rozdil podstatny?
V jinych Ulohach zkoumana populaceibe byt péetrejSi nez ¢ch zhruba 3000
student-muzi na OU, takze zgtit vSechny jedince je nemozné. Zkratkaeno,
¢asto jsou k dispozici data jen o ¥b jedindi z populace, nikoliv o celé popu-
laci. Pak pouziti metod statistické indukce je iaé a testovani hypotéz se
nevyhneme.

Vratme se k uvedenémuikladu. Télesna vySka dosfe muzské populace je
spojitd ndhodna veilina. Ze zkuSenosti¢kolika generaci badateivime, Ze &-
lesna vySka ma normalni rageni, N(u,0®). Pokud bychom tuto zku3enost
predchozich generaci néhiy museli bychom tvar rozdeni zji¥ovat sami studi-
em empirickych rozéleni mnoha vybra nebo na tvar rozdeni usoudit ze zako-
nitosti procesu vyti&jiciho data.

Predpokladejme, Ze jsme fidili nahodny vylsr n jedinai ze sledované popula-
ce a zmgfili jejich vysku. Jak vime, na ndhodny Wipohlizime ve statistice jako
na vektor (Xl,Xz,...,Xn) nezavislych nahodnych veéin stejného rozéeni,

v nasem fipad X, ~ N(i,0°), i=12...,n. Problém oviem je vtom, Ze
hodnoty parametr 17, & nezname. Kdybychom je znali, nefeitujeme zadna

vybérova data, protoze pragplodobnostni roz#leni populace &etné parameti
(charakteristik populace) by bylo znamo a zadna dgthom nepatbovali.

My vSak rruzeme spéitat jen hodnoty charakteristik ittovych, nap.vybérovy

pramér X = ZX a vylsrovy rozptyl s> —z (X, - X)
n =1
Z kapitol 4.1 a 4.2 uz vime, Ze Wbvy primér m& normalni rozteni,
- . o X —u
X ~ N(u, o°/n a normovana nahodna wtha ~ N(0,1). Kdyby-
(4, o°n) N (0,1). Kdyby

chom hodnotu parametra? znali, unéli bychom hodnotu této nahodné sty
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vyeislit. JelikoZ & nezndme, musime jej odhadnout &yym rozptylem s>
Pak nahodnéa velina T ma t-rozdleni

XKy
S/\/ﬁ n—1

Tato ndhodna velina je vyjadena jen pomoci vinovych statistik (X, s), roz-

(1)

sahu vylru n a parametryu, o jehoz hodnétmame testovatdake tvrzeni,
tzv. nulovou hypotézuH,, v naSem fdpact hypotézu

Ho: wu=175cm

proti tzv.alternativni hypotézaebo kratcalternatiw H; , v naSem fipact
Hi: wuz175cm.

Pokud tvrzeni formulované nulovou hypotézdyi je pravdive, v naSentiladu
M =175 cm, pak pro rozteni nahodné valiny, kterou ziskame dosazenim této
hodnoty do (1), plati
X-175
s/~ e

Této nahodné veliné fikdmetestova statistikgtestové kriterium)neba’ ji mu-
Zeme uzit k testu hypotéHp.

Testem hypotézy rozhodujeme mefijgiim ¢i odmitnutim tvrzeni formulova-
ného nulovou hypotézowH,. Je to situace podobna rozhodovani soudu, ktery
rozhoduje o neviaci viné obZalovaného. Rozhodovani je zatiZzeno rizikem ne-
spravného rozhodnuti, soudize odsoudit nevinného (ju&ti omyl) nebo pro-
pustit vinika bez potrestani, pokud se jeho vinpoadilo prokazat. Na rozdil od
soudu lze vSak pra¥godobnost neopra¥ného zamitnuti nulové hypotéty,
piredem stanovit, neli@name rozéeni testové statistiky. Tato prasgbdobnost

se nazyvéhladina vyznamnostiestu a ¥tSinou se oznaje symbolema .

Za platnosti nulové hypotézy ma testova statisttkezdleni sn-1 stupni vol-
nosti a niiZze teoreticky nabyvat jakoukoliv realnou hodnofu(-teo, + ).
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N
AN

0.4

0.35}F

n] 1] 1
3 2 -1 0 1 2 3

Yar2) i t(1-a/2)

Otazkou je, kdy nulovou hypotézu zamitnout. Intunkije zZejme, Ze zamitnout
Ho mizeme tehdy, kdyzX se bude podstatriisit od hodnoty pedpokladané
v nulové hypotéze, v naSentikdadu od 175. Rtom chceme, aby pra¥gdodob-
nost chybného, nespravného zamitnuti byla rovndindaryznamnosti testua .

Z obrazku je vidt, Ze zamitnoutH, miZzeme, kdyz absolutni hodnota rozdilu

‘)_( - 175‘ je velka, pesrgji vyjadieno, kdyz pro hodnotu testového kritéria plati
X -175
s/mn
Tzn., ZzeHy, zamitneme, kdyZ hodnota testového kritéria jenpzmy W,

W= (-, 1,(a/2) | O]t (1-a/2),+)

>t (1-a/2).

Mnozir¢ W sefiika kriticky obor. Voln¢ receno, ,padne-li“ hodnota testového
kriteria pfi hodnoceni vybrovych dat do kritického oboru, zamitdme nulovou
hypotézu.

Vratime se k naSemuigladu:

1. Médme zformulovanou nulovou hypotézu i alternativu:
Ho : H=175cm,
H : HUZ175 cm.

2. Zvolime hladinu vyznamnosti testwr = 0,05.

3. Vime, Ze vhodnym testovym kritériem pro test tétpdiézy je statistika
X -175
s/Nm T
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4. Ur¢ime kriticky obor, patbny kvantil t,.(0,979 = 2 13nalezneme v tab. 6.3
W = (-0, =2,13] O[2,13,+00) .

5. Z vyberu o rozsahun = 16 jsme zjistiliX =177,2 cm a s® = 39,5 cn?.

6. Vypoéteme hodnotu testoveho kritéria
X-175 _177,2-175 _

= = 1,40.
s/m (39,5 /416

7. Pfijmeme rozhodnuti: JelikoZ hodnota testového ketéeni v kritickém obo-
ru, nemizeme zamitnout nulovou hypotézu,/Ze 175 cm.

Data z naSeho vyhu tedy neoprawiji k zamitnuti nulové hypotézy. Tim jsme
vSak nedokazali, Ze tvrzeni touto hypotézou forwahe je pravdive. ifmeme-

li analogii s rozhodovanim soudu, pouze nemameat®sly ,dikaz“ o viné
obZalovaného a nezbyva, nez jej propustiét w jeho nevinu. Jeiejmé, Ze
pravdEpodobnost nespravného odsouzeni nevinného zalepfisraosti soudu.
Pokud je soud iisny, tj. sté&i malo a obZalovany jde doszeni, pak je #Si
pravéEpodobnost justniho omylu, ale snizi se praygbdobnost, Ze na svobbd
zastanou nepotrestani vinici. Podobné je to i séstittym testovanim hypotéz.
Zvolime-li hladinu vyznamnostia  velkou (,@isny soud"), je ¥tSi riziko neo-
pravreného zamitnuti nulové hypotézy (,odsouzeni neviof)etZvolime-li hla-
dinu vyznamnosti @ nizkou (,benevolentni soud”, prigsek musi byt velky,
aby odsoudil), je &Si riziko neopravéného nezamitnuti nulové hypotézy (,ne-
potrestany vinik“). B testovani hypotéz se tedyi#eme dopustit nespravného
rozhodnuti dvojiho druhu. Situaci ukazuje nasledugbulka.

NASE ROZHODNUTI:

SK,UTECNO,ST, Ho : nezamitame| Hp : zamitame
(n@m neznama)
TvrzeniHg je pravdivé SPRAVNE CHYBA . druhu
TvrzeniHg je nepravdivé| CHYBA II. druhu SPRAVNE

Pri testovani hypotéz pravdodobnost chyby I. druhu stanovujemi&gem, je
rovna hladig vyznamnosti a . Obvykle se volia = 0,05 neboa = 0,01 ¢i

a = 0,001 podle z&vaznosti chyby I. druhu. Pegadlobnost chyby druhého
druhu oznéujeme obyejr¢ symbolem S a veltina (L- ) se nazyvasila tes-

tu.

Jiz jsme vysutlili, Ze pravdpodobnosti chyb 1. a Il. druhu spolu souvisejii-Sn
Zujeme-li fi daném rozsahu vybu pravdpodobnost chyby I. druhur, roste
pravéEpodobnost chyby Il. druhyB . Situaci ilustruje obrazek. ikkka A je hus-
tota, ktera odpovida hustotestové statistiky za platnosti nulové hypotéxyea
rou uzivdme p testu. Kivka B je hustota odpovidajici skatesti (nulova hy-
potéza neplati). Vidime, Ze snizovanim hladiny @&mnosti testu se #i8uje
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pravdpodobnost chyby Il. druhy? . Pokud pi pevném a chceme zvysit silu
testu, tj. snizit pravipbodobnost chyby II. druhy3, je nutné z¥tsSit rozsah vyl
ru.

Zakladni myslenky statistického testovani hyposézg si ukazali na testu, kte-
rému seikajednovylgrovy dvoustranny t-tesfednovybrovy proto, Ze vyuziva
data z jednoho vyou, dvoustranny @kdy se uziva fivlastekoboustranny pro-
to, Ze kriticky obor je na obou koncich rehi testové statistiky.

V tomto jednovyldrovém dvoustranném testu testujeme hypotézu, Zéesini
hodnota normakh rozcElené populace, ze které mame &ybje rovna gjaké
dané hodnét 4, , proti alternati¥, ze tomu tak neni:

Ho : H=H,
Hi: u#u,.

PovSimriEme si, Ze fi tomto testu zamitame nulovou hypotézu tehdy, kabiygi-
stranny 100 1- a) -procentni interval spolehlivostpro parametry neobsahuje
hodnotu 4, predpokladanou nulovou hypotézou, srovnej se vztaf@gm kap.

4.2.2. DalSi moznosti vyuziti t-testi ukaZzeme v nasledujicim semestru
v prednttu Analyza dat.
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Souhrn:

Statisticky test hypotézy se uziva k rozhodovamejstoty. Rozhodujeme
mezi nulovou hypotézou a alternativou.

Jsou dva druhy chybného rozhodnuti.

Pravdpodobnost chyby I. druhuigestu volime pedem (hladina
vyznamnosti).

Test hypotézy je analogicky rozhodovani soudur@dil je v tom, Ze prav-
dépodobnost chyby prvniho druhu je u statistickyatitenama, dokonce ji
zvolime.

Kriticky obor testu zavisi na tom, jak je zformuéma alternativa.

Kontrolni otazky:

1.
2.
3.

Proc testy o parametrech jsou rozhodovani v negdtot

Vysvtlete rozdil mezi chybou prvniho a druhého druhu.

Proc je zamitnuti nulové hypotézy pro praktické rozhado uziténejsi vy-
sledek nez nezamitnuti nulové hypotézy?

Pojmy k zapamatovani:

statistické testovani hypotéz,
nulova hypotéza, alternativa,

chyby prvniho a druhého druhu,
hladina vyznamnosti,

sila testu,

testova statistika (testové kriterium),
kriticky obor,

jednovylErovy t-test.

Korespondertni tlohy budou zadavany vzdy na z&éatku semestru.
K této kapitole bude korespondem GUloha obsahovat jedetillad.
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5 Literatura - komentovany seznam

|!!| Seznam je pouze zlomkem rozsahlé statistické fiteradostupné v s@asné
dohs. Zarazeny jsou fedevSim knihy a skriptéeskych autar neboceské pe-

klady z posledniho obdobifiRybéru byl bran 2etel na dostupnost pro studenty
Ostravské university a také neigtupnost textu z@tetnikim ve statistice.

Andél, J.: Matematicka statistika, SNTL Praha, 1978
Klasicka webnice matematické statistiky. UpIné sledovani dyjea
hlubSi znalosti matematické analyzy a lineérnilatgeale kniha obsahuje
fadu griklada, které jsou srozumitelné i bexchto matematickych znalos-
ti a pomohoutendi orientovat se v aplikaci statistickych metod.

Andgl, J.: Statistické metody, Matfyzpress Praha, 1993
Prirucka, kterd4 pordize prohloubit porozugmi v mnoha oblastech aplika-
ci statistickych metod, négpdpoklada hlubsi znalosti matematiky. Pokry
va Sirokou paletudZné uzivanych metod,ifstupnym zjgsobem vyswt-
luje jejich zaklady a fedpoklady pro aplikaci.

Cyhelsky, L., Kahounova, J. , Hindls, R.: Elementéastatisticka analyza,
Management Press, Praha, 1996
Kniha gristupnym zfisobem vysstluje zaklady deskriptivni statistiky a
poctu pravé&podobnosti nutné pro aplikace statistiky. Zabyvaadady
teorie odhadu a testovani hypotéz. Neobsahuje anabyptylu a regresi.
Knihu je moZno dopokit ¢tend&i se stedoskolskymi znalostmi matema-
tiky jako prvni &ebnici pro seznameni s problémy statistické anaday
Dostupna v knihovaOU.

Havranek, T. a kol.: Matematika pro biologické ka&ké wdy, Academia, 1981
Obsahuje rozsahlou kapitolu ogbo prav@&podobnosti.

Havranek, T.: Statistika pro biologické a l&la \edy, Academia, 1993
Kniha vynikajiciho, bohuZelipdiasre zesnuléh@eského statistika, ktera
vySla aZz dva roky po jeho smrti. Kniha pénm pristupnym zjsobem
vyklada i obtizné partie matematické statistikylikgce statistickych
metod je ilustrovana nad piikladi z autorovy praxe v analyze biome-
dicinskych dat.

Hebdk, P., Kahounova, J.: &b pravé@podobnosti v fikladech, SNTL, 1988
Kniha obsahuje Gvod do i pravédpodobnosti a ukazuje pouziti jeho
vysledki naiack feSenych fikladi. Vhodna pro cieni a upeiovani
znalosti tohoto oboru.

Hebak, P., Hustopecky, J.:tRodce modernimi statistickymi metodami, SNTL
Praha, 1990
Na vice nezitceti prikladech inspirovanych praktickymi tlohami j&-d
kladng ilustrovana aplikaceiznych metod induktivni statistikycetne
formulace Ulohy, zélvodréni riznych alternativeSeni a interpretace vy-
sledki
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Hradecky, P., Madryova, A., Téan, M.: Pravéipodobnost, skriptum VSB-TU
Ostrava, 1998
Ucebni text k jednosemestralnimu Gvodnimu kurzu pflaedobnosti.
Muze poslouzit jako vhodna ddislova literatura.

Komenda, S.: Biometrie, skriptuntiPUP Olomouc, 1994
Autor do &ebniho textu promita dlouholetou zkuSenost z obdgdikaci
statistiky v biomedicinském vyzkumuiiBtupnou formou jsou vystieny
zéklady pravdpodobnosti, statistiky i mnohé metodologické otazke-
naskou zajimavost textu zvysujada mivodnich aforism. Vhodny
avodni text. Skriptum je dostupné ve vice vytiscidtmihovre OU.

Komenda, S.: Politometrie, Vydavatelstvi UP, Olomdl895
Podtitulek ,Zaklady statistické gramotnosti v poldgii s tvodem do me-
todologie ¥dy" vystihuje esré obsah gebniho textu. Jak je u prof.
Komendy obvyklé, jeho text p&ti i ¢tivosti a vtipem. Skriptum je do-
stupné ve vice vytiscich v knihoy©U.

Kiivy, I.: Uvod do teorie pravgpodobnosti, skriptum PF Ostrava, 1983
Ucebni text byl uten pivodre pro studenty &itelstvi matematiky, takze
v n¢kterych jehatastech seiedpoklada pmerena matematicka znalost.
Skriptum je dostupné ve vice vytiscich v knih&wuU.

Kfivy, |.: Zaklady matematické statistiky, skripturf Pstrava, 1985
Ucebni text pro studentyitelstvi matematiky. Pokryva zakladni apli-
kacni oblasti matematicke statistiky. K Uplnému sletluvie poteba vys-
Si nez sedoskolska urovematematiky. Skriptum je dostupné ve vice
vytiscich v knihovi OU.

Kiivy, |.. Zaklady teorie prawgpodobnosti, skriptumi® OU Ostrava, 2004.

Laga, J., LikeS, J.: Zakladni statistické tabulMTL, 1978
Obsahlé ,klasické* statistické tabulkgskych autar, obsahuji i dklad-
né vyswtleni pojmi dalezitych pro spravné uziti tabulek v aplikacich me-
tod matematickeé statistiky.

Leps, J.: Biostatistika, skriptum, Jiteska universita(es. Budjovice, 1996
Netradtné napsany &ebni text (autor je biolog), ve kteréméend na
piikladech veden od zékladnich pdjmz k mnohorozgrnym metodam
analyzy dat.

Likes, J., Machek, J.: Matematicka statistika, SNFtaha, 1983
Pristupré napsanagtebnice statistiky pro vysoké skoly technickéed?
poklada znalost zakladnatematické analyzy v rozsahu ¥guaném na
technickych Skolach.

Meloun, M.,Militky, J.: Statistické zpracovani expeentalnich dat, PLUS, 1994
Rozsahla kniha aplika¢ orientovana, zejména na metody regresni ana-
lyzy.

NCSS Statistical System for Windows — User ‘s Guide
Popisuje nejen ovladani programoveho systémuakéezaklady imple-
mentovanych metod a dopdéani pro interpretaci vysledkK dispozici
je on-line jako sotast instalace NCSS.
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Potocky R., Kalas J., Komornik J, Lamos F.: Zbiailah z pravdpodobnosti a
matematickej Statistiky, 2. vydani, Alfa, Bratiste\1 991
Rozsahla sbirkaffkladi, urcena pedevsim studetitn matematicko-
fyzikalnich a pirodowdeckych fakult. Kazdéast knihy obsahuje i zave-
deni pojnti a nezbytny vyklad teorie, které jsou igdné praeseni pi-
klada.

Swoboda, H.: Moderni statistika, Svoboda, PraB@y1
Autorem této vyjimeéné knihy je rakousky Zurnalista, snad gravoto
dokaze vys#tlovat slozité statistické pojmy srozumitelnym aifavym
zpusobem. kKeské vydani této knihy je vybaveno spoustou vygtinlu-
straci a na dobu vydani agegvapiw dolke typograficky zpracovano.
Dostupna v nasi univerzitni knihaun

Rezankova H.: Analyza kategorialnich dat, VSE, Prabas
Ucebni text zarf¥eny na metody analyzy nominalnich a ordinalnicit vel
¢in a jejich vztal.

ToSenovsky, J., Noskietava D: Statistické metody pro zlepSovani jakosio-M
nanex, Ostrava, 2000
Uvodni kapitoly obsahuiji vystleni zaklad pravdspodobnosti a zavede-
ni pojmi nutnych pro aplikaci statistickych metod. Dal§pikaly jsou
vénovany statistickym metodam uzivanym v hodnocealigvvyrobnich
proces.

Tvrdik J.: Zaklady statistické analyzy datjrBdowdecka fakulta Ostravské uni-
versity, Ostrava 1998
Pristupré napsany &ebni text zafFeny na pochopeniatezitych pojmi
nutnych pro aplikaci statistickych metod.

Zvara, K.: Biostatistika, Karolinum, Praha, 1998
Velmi zdaila ucebnice statistiky wena gedevsim studeti biologie.

Duraz je kladen na aplikaci statistickych metod, &ferilustrovanaadou
feSenych fikladi z biologického vyzkumu.

Zvéara K., Stpan J.,: Prawipodobnost a matematicka statistika, Matfyzpress,
Praha, 2001
Vynikajici webnice fivodné napsana pro studenty matematiky na peda-
gogickych fakultach. Vhodna dapljici literatura, prohlubujici znalosti
matematické statistiky.

Interaktivni u éebnice pro zakladni kurs statistiky:

Hardle W. et al., MM*Stat - Zaklady statistiky,
http://www.quantlet.com/mdstat/scripts/mmcze/jatatshtml, 2005

Rezankova, H., Marek, L., Vrabec, M., Kalensky,Rezanka, P.,
IASTAT - Interaktivni &ebnice statistiky, http://badame.vse.cz/iastatd520

Dear, K. et al., Surf-Stat,
http://www.anu.edu.au/nceph/surfstat/surfstat-heomégtat.ntml, 2005
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6 Statistické tabulky

Statistické tabulky byly pdzeny s vyuZitim statistickych funkci NORMSDIST,
CHIINV, TINV, FINV programu Microsoft Excel pro Waows 95, verse 7.0.
Pokud jste u pitace, na kterém je nainstalovan Excel nebktery ze statistic-
kych progranmi (NCSS atd.) statistické tabulky nefsdiujete, nehd potrebné
hodnoty distribdnich funkcic¢i kvantila snadno zjistite pomoaiadhto programo-
vych prostedki.

6.1 Distribu éni funkce normovaného normalniho rozd éleni
X ~N(0,1), ®(x)=P(X< ¥

()

X +0 +0,02 +0,04 +0,06 +0,08
0,0 0,5000 0,5080 0,5160 0,5239 0,531p
0,1 0,5398 0,5478 0,5557 0,5636 0,5714
0,2 0,5793 0,5871 0,5948 0,6026 0,6108
0,3 0,6179 0,6255 0,6331 0,6406 0,648
0,4 0,6554 0,6628 0,6700 0,6772 0,6844
0,5 0,6915 0,6985 0,7054 0,7123 0,7190
0,6 0,7257 0,7324 0,7389 0,7454 0,751
0,7 0,7580 0,7642 0,7704 0,7764 0,782
0,8 0,7881 0,7939 0,7995 0,8051 0,810p
0,9 0,8159 0,8212 0,8264 0,8315 0,836p
1,0 0,8413 0,8461 0,8508 0,8554 0,859p
11 0,8643 0,8686 0,8729 0,8770 0,881p
1,2 0,8849 0,8888 0,8925 0,8962 0,899y
1,3 0,9032 0,9066 0,9099 0,9131 0,916p
1,4 0,9192 0,9222 0,9251 0,9279 0,930p
15 0,9332 0,9357 0,9382 0,9406 0,942p
1,6 0,9452 0,9474 0,9495 0,9515 0,953p
1,7 0,9554 0,9573 0,9591 0,9608 0,962p
1,8 0,9641 0,9656 0,9671 0,9686 0,969p
1,9 0,9713 0,9726 0,9738 0,9750 0,976
2,0 0,9772 0,9783 0,9793 0,9803 0,981p
2,1 0,9821 0,9830 0,9838 0,9846 0,985¢
2,2 0,9861 0,9868 0,9875 0,9881 0,988
2,3 0,9893 0,9898 0,9904 0,9909 0,9918
2,4 0,9918 0,9922 0,9927 0,9931 0,9934
2,5 0,9938 0,9941 0,9945 0,9948 0,9951L
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6.2 Vybrané kvantily rozd éleni Chi-kvadréat

X~x2, A X<xp|=p

x(p)
n p=0,025 p=0,95 p=0,975 p=0,99
1 0,00 3,84 5,02 6,63
2 0,05 5,99 7,38 9,21
3 0,22 7,81 9,35 11,34
4 0,48 9,49 11,14 13,28
5 0,83 11,07 12,83 15,09
6 1,24 12,59 14,45 16,81
7 1,69 14,07 16,01 18,48
8 2,18 15,51 17,53 20,09
9 2,70 16,92 19,02 21,67
10 3,25 18,31 20,48 23,21
11 3,82 19,68 21,92 24,73
12 4,40 21,03 23,34 26,22
13 5,01 22,36 24,74 27,69
14 5,63 23,68 26,12 29,14
15 6,26 25,00 27,49 30,58
16 6,91 26,30 28,85 32,00
17 7,56 27,59 30,19 33,41
18 8,23 28,87 31,53 34,81
19 8,91 30,14 32,85 36,19
20 9,59 31,41 34,17 37,57
25 13,12 37,65 40,65 44,31
30 16,79 43,77 46,98 50,89
40 24,43 55,76 59,34 63,69
50 32,36 67,50 71,42 76,15
100 74,22 124,34 129,56 135,81
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6.3 Vybrané kvantily Studentova t-rozd  éleni

X~t, AX<xp|=p

X(p)
n p=0,9  p=0,95 p=0,975  p=0,99 p=0,995
1 3,08 6,31 12,71 31,82 63,66
2 1,89 2,92 4,30 6,96 9,92
3 1,64 2,35 3,18 4,54 5,84
4 1,53 2,13 2,78 3,75 4,60
5 1,48 2,02 2,57 3,36 4,03
6 1,44 1,94 2,45 3,14 3,71
7 1,41 1,89 2,36 3,00 3,50
8 1,40 1,86 2,31 2,90 3,36
9 1,38 1,83 2,26 2,82 3,25
10 1,37 1,81 2,23 2,76 3,17
11 1,36 1,80 2,20 2,72 3,11
12 1,36 1,78 2,18 2,68 3,05
13 1,35 1,77 2,16 2,65 3,01
14 1,35 1,76 2,14 2,62 2,98
15 1,34 1,75 2,13 2,60 2,95
16 1,34 1,75 2,12 2,58 2,92
17 1,33 1,74 2,11 2,57 2,90
18 1,33 1,73 2,10 2,55 2,88
19 1,33 1,73 2,09 2,54 2,86
20 1,33 1,72 2,09 2,53 2,85
25 1,32 1,71 2,06 2,49 2,79
30 1,31 1,70 2,04 2,46 2,75
40 1,30 1,68 2,02 2,42 2,70
50 1,30 1,68 2,01 2,40 2,68
70 1,29 1,67 1,99 2,38 2,65
100 1,29 1,66 1,98 2,36 2,63
500 1,28 1,65 1,96 2,33 2,59
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6.4 Vybrané kvantily Fisherova-Snedecorova F-rozd  éleni
X~F,., HX<x095| =095

x(0,95)

m

n 1 2 3 4 5 10 20 40

1 161,45 199,50 215,71 224,58 230,16 241,88 248221,14
2 18,51 19,00 19,16 19,25 19,30 19,40 1945 1947
3 10,13 9,55 9,28 9,12 9,01 8,79 8,66 8,59
4 7,71 6,94 6,59 6,39 6,26 5,96 5,80 5,12
5 6,61 5,79 5,41 5,19 5,05 4,74 4,56 4,46
6 5,99 5,14 4,76 4,53 4,39 4,06 3,87 3,17
7 5,59 4,74 4,35 4,12 3,97 3,64 3,44 3,34
8 5,32 4,46 4,07 3,84 3,69 3,35 3,15 3,04
9 5,12 4,26 3,86 3,63 3,48 3,14 2,94 2,83
10 4,96 4,10 3,71 3,48 3,33 2,98 2,77 2,66
11 4,84 3,98 3,59 3,36 3,20 2,85 2,65 2,53
12 4,75 3,89 3,49 3,26 3,11 2,75 2,54 2,43
13 4,67 3,81 3,41 3,18 3,03 2,67 2,46 2,34
14 4,60 3,74 3,34 3,11 2,96 2,60 2,39 2,27
15 4,54 3,68 3,29 3,06 2,90 2,54 2,33 2,20
20 4,35 3,49 3,10 2,87 2,71 2,35 2,12 1,99
30 4,17 3,32 2,92 2,69 2,53 2,16 1,93 1,79
40 4,08 3,23 2,84 2,61 2,45 2,08 1,84 1,69
60 4,00 3,15 2,76 2,53 2,37 1,99 1,75 1,%9
120 3,92 3,07 2,68 2,45 2,29 191 1,66 1,50

500| 3,86 3,01 2,62 2,39 2,23 1,85 1,59 1,42
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