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ANOTACE

Predkladana inovovana distari opora pedstavuje uvod do analyzy
¢asovych fad. Je ufena pedevSim posluckkam distagniho a
kombinovaného studia studijnich progrfanAplikovana matematika,
Aplikovana informatika Informatika Zahrnuje nasledujici témata.

» Dekompoziceasovychrad:
» z&kladni pojmy analyzyasovychiad,
» aproximace trendu matematickymi funkcemi,
* metody klouzavych @méra a klouzavych median
* exponencialni vyrovnavani,
* metody analyzy sezonni slozky.

» Boxova-Jenkinsova metodologie:
* pojmy a matematicky aparat Boxovy-Jenkinsovy melmgle,
* linearni modely stacionarni@asovychrad,
* linearni modely nestacionarni¢asovychrad,
* lineérni modely sezénnictasovychiad,
» konstrukce modelu v Box@wlenkinspé metodologii,
» vicerozntrnécasoveérady a jejich charakteristiky,
» linearni modely vicerozémnychcasovychrad.

» Spektralni analyzéasovychiad:
» zakladni pojmy spektralni analyZgsovychrad.






UvOoD

Predkladana distami opora (modul), ktera se Vam dostava do ruky,

byla vytvaena inovaci fivodni opory [17] v ramci projektu ,Inovace
vyuky informatickych pedmeta ve studijnich programech Ostravske

univerzity®, reg.¢islo CZ.1.07/2.2.00/28.0245. V souvislosti s induady
provedeny nasledujici zmy:

» upravena struktura celé distainopory,

» stavajici kapitoly (lekce) dopiny o fadu tabulek, obratka novych
poznatki,

* now zaazeny d¥ kapitoly vwtnované analyze vicerozmmychc¢asovych
fad.

Inovovana opora pt pokryva pozadavky daebnich osnov povirin
volitelného pednetu  XANCS pro posluchge distagniho a
kombinovaného studia ve studijnich programédbrmatika Aplikovana
informatikaa Aplikovana matematikaa Rirodowdecké fakukk Ostravske

univerzity. Tato opora f¥e byt samazjmé pouzita jako vhodny studijni

material i pro studenty prezém formy studia v ramciigdmétu ANCAS.

Cile modulu:

Po prostudovani tohoto modulu

» pochopite souvislost mezi teorii ndhodnych prbcas zakladnimi
principy analyzyasovychrad,

* nawite se prakticky analyzovatasové fady s vyuzitim Bzn¢
pouzivanych fistupi, zejména metod dekompozice a Boxo
Jenkinsovy metodologie,

* nawite se vybrat vhodnou metodu pro efektivni analganécasove
rady,

» pochopite vyznam analyziasovychiad proteSeni konkrétnich ulol
Vv praxi.

Distartni oporaje ¢lenén do nasledujicich lekci (kapitol):
o zakladni pojmy analyzyasovychrad,

* aproximace trendu matematickymi funkcemi,

* metody klouzavych @méra a klouzavych median

* exponencialni vyrovnavani,

* metody analyzy sezonni slozky,

Inovace modulu

Poslani modulu

Obsah modulu



e zakladni pojmy a matematicky aparat Boxovy-Jenkigso
metodologie,

* linearni modely stacionarni¢asovychrad,

» lineéarni modely nestacionarni¢asovychrad,

» linearni modely sezonniglasovychrad,

* konstrukce modelu v BoxévJenkinsog metodologii,

» viceroznmirnécasoverady a jejich charakteristiky,

* linearni modely vicerozamnychc¢asovychiad,

» zakladni pojmy spektralni analyzgsovychiad.

Jednotlivé lekce zpravidla obsahuji:

o formulaci cii lekce (tedy toho, co by &h student po jejim
prostudovani ugt, znat, pochopit),

» Kklicova slova,

e pravodce studiem,

» vlastni vyklad diva,

o feSené fiklady,

* kontrolni otazky k procweni Wiva,

e korespondetni ukol,

e pojmy k zapamatovani,

e shrnuti.

Struktura modulu

Zarazené korespondémi Ukoly maji charakter individualni seminarni
prace, ktera je dena k o¥ieni VaSich schopnosti aplikovat ziskané
teoretické znalosti na analyzu konkrétni (Vami \ayi#) casoverady.
Povinnou so&asti Vasich studijnich povinnosti je vypracovaniowayv
lektorem vybranych korespondarich ukoli s vyuzitim statistického
software NCSS [19] a jejich odevzdani pFednhictvim systéemu Moodle.
Jejich bodova hodnoceni budou z&eoa do celkového hodnoceni kurzu.

V kazdé kapitole je uvedeno vSe f@itné pro samostatné studium,
& pocinaje definicemi zakladnich pojma korte vyuZitim teoretickych
poznatki v praxi. V zajmu spravného pochopeni probiraniylggou

viN 7

Doporitujeme ¢tendi, aby se nad kazdym figladem dkladn
zamyslel. Pochopeni princigreSeni je totiz nezbytnymigdpokladem
pro porozundni dalSimu vykladu.

Cas potebny k prostudovani jednotlivych lekci expligitneuvadime,
neba’ z naSich zkuSenosti vyplyva, Ze rychlost studwsisigna VaSich
schopnostech a studijnich navycich.




Predpokladame, Ze si mnozi z Vas budou chtit dopdnitozsfit
poznatky studiem dalSich literarnich prarngncebnic a skript), jez se I_.._!l

zabyvaji jak teorii, tak i aplikacemi. Teoretickékiady analyzyasovych
fad jsou popsany na&pv monografii [1] nebo skriptech [20]. V této
studijni opde jsme vychazeli i@devsim z monografii [2,3,8,9]. Ze
zahrantnich pramefi doporiéujeme monografie [6,15,24]. &me, Ze
vVam predkladany studijni materidl pdibe pochopit zakladni principy
analyzy¢asovychrad, a pejeme Vam hodhusgEchi ve studiu.

Autor

Autor dikuje touto cestou recenzentovi zaclpg proiteni rukopisu aradu
cennych pipominek snitujicich ke zkvaliténi predkladanéhodebniho textu.






1 ZAKLADNI POJMY ANALYZY CASOVYCH
RAD

Po prostudovani této kapitoly:

» pochopite, co se rozumi pod pojmefasovaiada a jaké jso
problémy spojené s vytignimcéasovérady,

» poznate zakladniifstupy k analyzeéasovychiad,

* poznate, jak se konstruujfguipodi v casovychtadach,

» seznamite se gkterymi charakteristikamiasovychrad.

S—

Kli¢ova slova casovatada, délkacasovéiady, trend, sezonni slozka,
cyklicka slozka, nahodna slozkajedpowdi, stedni hodnota, rozptyl,

autokovarianni funkce, autokoretai funkce.

Uvodni kapitola je ¥novéana pedevsim vymezeni pojmiasovérady a

v ni strkné vyswtleny zakladni Hstupy k analyzetasovychiad a
konstrukci pedpovdi v €chtoradach. V zaérecné ¢asti kapitoly jsou
definovany wrkteré vyznamné charakteristikdasovéiady, a to jak
teoretické, tak empirické.

1.1 Casovaiada

Pod pojmentasovaiada rozumime data (vysledky pozorovani), ktera
jsou chronologicky usgadana, nap seismicky zaznam v geofyzidgada
nejvysSich (nejnizSich) dennich teplot v meteorialog/voj koncentrace
nesistot v ekologii, zniny paitu jedindi n¢jaké populace v demografii,

VyVvoj rozvodovosti v sociologii nebo vyvoj cen vaglomii. Mame pitom

na mysli tzv. statistické (stochastick§ Fady, které jsou zatizeny

nejistotou, nikoliviady deterministické, jejichz chovani lze jednozéa

popsat ®jakym matematickym vzorcem. Jestlize vyjdeme zigeor

nadhodnych procés maZzemefici, Ze casovarada pedstavujekonkrétni
realizaci odpovidajicihcmahodného(stochastickéhgrocesu

Cilem analyzycasovéiady je uteni modelu (mechanismu), podle

néhoZ jsou generovana sledovana data. Znalost tahottelu umoiuje

piedpovidat budouci vyvoj systému a do jisté mifidit a optimalizovat

chovéni systému vhodnou volbou vstupnich paramatrpaéateinich
podminek.

objasrni rekterych problém souvisejicich s jeji konstrukci. Déle jsou

Casovéada




Casové body
pozorovani

Problémy
s kalend&éem

Délkacasové
fady

Z historického hlediska se jako prvni sledovidgy astronomickych a
meteorologickych pozorovani. V stasnosti se aplikace zainji
piredevsim do ekonomické oblasti.

VA4

Zpocatku pevladal deterministicky ffistup k analyzecasovychtad,
ktery pretrvaval jedt béhem prvnictvrtiny dvacatého stoleti,ipstoze byl
¢asto kritizovan pro neschopnost v§8it nepravidelnosti v amplitudach i
ve vzdalenostech mezi lokalnimi extrémigsovychtad. Velky pokrok
v rozvoji discipliny pedstavoval novy stochastickyiigtup, zejména
v pracich Yulea a Sluckého, s jehoZz pomoci IzespbgEtSinu realnych

casovychrad z ekonomické praxe.
1.2 Problémy analyzy¢asovychiad

Casovétady jsou tveeny vysledky pozorovani @eni), ktera jsou
provadna v diskrétnichcasovych okamzicich. ®teré z nich jsou uz
diskrétni svou povahou (naprady uhrnné produkcegjaké zemddélské
plodiny za jednotlivé roky), jiné jerdba pedem diskretizovat. Mohou
vznikat rekolikerym zpisobem:

o diskretizaci hodnot spojit se nénici velciny (nag. fada hodnot
amplitudy r¢jakého signalu v danyatasovych okamzicich),

» akumulaci hodnot sledované vy za danétasové obdobi (ndp
fada dennich srazkovych ulim meteorologii),

o pramérkovanim hodnot uvaZzované wehly v daném casovém
intervalu (nap. fada pameérnych dennich teplot).

Volba ¢asovych okamzZiki pozorovani Mame-li moznost volby, pak
se doporduje volit kompromisniieSeni. Velka hustotaasovych bot
pozorovani umaiuje dol¥e vystihnout charakteristické ryspasovérady,
ale mohou nastat potizéi pypoctech. V kazdém ifipadt se vSak snizime
volit ekvidistantni intervaly mezi sousednimi paagnimi.

Pri analyze ekonomickychiasovychiad se mohou néfznivé projevit
problémy spojenés kalendaem (nag. rizna délka kalendéich mésia,
raizny paet pracovnich din v mésici, pohyblivé svatky). V takovych
piipadech se zavadi tzv. ,standardnism“ o délce 30 dih nebo
standardni p&et pracovnich din v mésici, nebo se pozorované udaje
akumuluji (nap. pouziti kvartalnich dat namistasicnich).

Délka ¢asovérady se definuje jako celkovy get pozorovani ¥asové
fack, nikoliv jako casow rozpeti mezi prvnim a poslednim pozorovanim.



1.3 Zakladni pristupy k analyzeé¢asovychiad

Volba pistupu k analyze (vyds metody) zavisi na celéad fakton:
Gcelu analyzy, typu sledovars@sovérady, zkuSenostech statistika, jakoZz i
dostupnosti vypéetni techniky a statistického software.

V této casti se omezime jen na stnou charakteristikutyi negasg;i
pouzivanych Hstupi k analyzecasovychiad. UvaZujmecasovouiadu

Y, Y, .. Y.

A. Dekompozice ¢asové Fady. Princip tohoto fistupu je velmi Dekompozice
jednoduchy Casovaiada se rozklada nsyii zakladni slozky, jimiz jsou casoverady
trend {r), sezonni slozkaSQ, cyklicka sloZzka €) a nahodna (rezidualni)
sloZzka €). To znamend, Zz&asovouiradu chapeme jako trend, na ktery se
»-habaluji“ periodické slozky (sezonni a cyklickd&ta) a nahodna slozka
(neicastji bily Sum).

Dekompozice (rozkladjasovérady je dvojiho typu:

a) aditivni ve tvaru Aditivni _
dekompozice

Yo =Tp+Sz+ G+ée,

kdy vSechny slozky se¢tii ve stejnych jednotkach jake,

o Multiplikativni
b) multiplikativni ve tvaru dekompozice
Y=Tr Sz Cé&,

kdy pouze trendova slozka jestena ve stejnych jednotkach jakpa
ostatni slozky jsou bezrozmé veltiny.

Trend reprezentuje dlouhodobé #2ny v primérném chovaniiady Trend
(dlouhodoby #st nebo pokles, pdpdlouhodoba konstantni Grai)e je
zpasoben faktory, jezisobi systematicky, tj. ve stejném&m

Sezoénni slozkapiedstavuje periodické zmy, které se odehravaji  Sezonni slozka
v pribéhu roku a kazdy rok se opakuji. Tyto &my zpravidla souviseji se
sttidanim r&nich obdobi (jaro, léto, podzim a zima). Pro stodiu
sezonnich vliu se doportuje pracovat gadami ngsicnich, nejvySe
kvartalnich ndteni.

Cyklickou sloZzku chapeme jako fluktuace kolem trendd pichZ se Cyklicka slozka
pravidelrt stidaji faze #stu s fazemi poklesu. Délka cyklu i intenzita
jednotlivych fazi se fitom mohou v pitbéhu ¢asu ngnit. Fric¢iny vedouci
ke vzniku cyklické slozZky Ize zpravidla je¢Zko identifikovat.

Nahodna (rezidualni) slozka piedstavuje nahodné fluktuace, jeZ Nahodna slozka
nemaji systematicky charakter. Zahrnuje téz chybiteni, chyby ve



Boxova-Jenkinsova
metodologie

Linearni faktorové
modely

statistickém zpracovani dat (fapzaokrouhlovaci chyby)Casto se
piedpoklada, Ze ma nahodna slozka charakter biléha,&j1 Ze je tvéena

hodnotami nezavislych nahodnych ¥&li s nulovou sedni hodnotou a
néjakym konstantnim rozptylem.

Dekompozéni metody pracuji pouze se systematickymi slozkami
(trend, sezonni a cyklicka slozka)iitpm se zpravidla vyuZivanetod
regresni analyzy

B. Boxova-Jenkinsova metodologie

U tohoto gistupu se zpravidlaipdpoklada, Ze&asovarada je slab
stacionarni.. Zakladnim prvkemtipkonstrukci modelu je rezidualni
sloZzka. Uvedeme dva typickéiklady modelu:

* model klouzavych sati 1.fadu ve tvaru
Y=g+ ke,
kdek je rejaka realna konstanta& reprezentuje tzv. bily Sum;
» autoregresni model tadu definovany fedpisem
Y, =&+ KY,.
Boxova-Jenkinsova metodologie umaje modelovat i¢asovérady
s vyraznym trendovym a/nebo sezénnim charakteréigerpz trendova i
sezbnni slozka mohou byt (na rozdil od dekompozitedelovany
stochasticky.

Boxovy-Jenkinsovy modely jsou mnohem flexisjgi nez modely
dekompozini, coZz znamena, Ze se lépe adaptuji na&ngnv prabchu
casové&ady.

Zakladnim matematickym nastrojem pro analyasové rady jsou
vtomto gipact metody korelaéni analyzy, které umo#uji zkoumat
zavislosti mezi jednotlivymi pozorovanimi datesovérady.

C. Linearni kauzalni (faktorové) modely

Takové modely, &né v ekonometrii, jsou zpravidla konstruovany tak,
Ze se hodnoty sledovangasové fady vysétluji pomoci jinych, tzv.
faktorovych ¢asovychiad. Uvedeme jednoduchy ekonometricky model,
pievzaty z monografie [8], ve tvaru

C =a+fC,+yX +3P+s,

V uvazovaném modelu se vyda obyvatelstva na nakup spebniho
zboZi v rocet vyswtluji pomoci tchto vydafi C_; v roce bezprogedre
predchazejicim a navic pomoci penich gjmid X, obyvatelstva a

cenového indexuPR spotebniho zbozi vrocet. (a,B,y ad jsou



parametry modelu as, zn&i bily Sum.) V této oblasti se pouzivaji

piredevSimmetody regresni analyzy Faktorovymi modely se nebudeme

v této distadni opde dale zabyvat.
Spektralni analyza
D. Spektralni analyza¢asovychiad sasovérady

Zkoumané&tasovarada se povazuje za nekoneu linearni kombinaci
sinusovych a kosinusovych funkcitenymi amplitudami a frekvencemi.
Pomoci specialnich statistickych nasir¢gpag. periodogram) je mozno
ziskat pedstavu o intenzit zastoupeni jednotlivych frekvencicasové
fad. Ve spektraini analyzecasovych fad se vyuziva i#edevsSim
Fourierovy analyzy.

1.4 Fredpowedi v ¢asovychiradach

Predpovdi v ¢asovychiadach mohou byt dvojiho druhu: bodové a Bodova edpowd
intervalové. Bodova predpowd’ predstavuje bodovy odhad hodnoty
casové fady v utitém budoucim okamziku. Intervalovaieppowd’
(predpowédni interval) je analogii intervalu spolehlivosti. Vlastnosti
dobrych bodovych odh#@da metody konstrukce intervalovych odhgsou
podrobré popsany nap v monografiich J. Anda [1]. V ramci této
distartni opory se budeme zabyvat pouze bodovyi@ipowd’mi.

Predpowdni interval

Metody pro vytvéeni gedpowdi jsou bu’ kvalitativni nebo
kvantitativni. Kvalitativni metody (n&p metoda Delfi) jsou zaloZzeny na
nazoru expett, a proto maji jen subjektivni charakter. Napraimt
metody kvantitativni vychézeji z objektivnich s$éttkych postuf;
piitom se pedpoklada, Ze se charakter zkoumanasové fady
v budoucnosti negmi.

Vybér predpowdni techniky zavisi na celéad faktori, zejména na
pozadované forth predpowdi, c¢asovém horizontu ipdpowdi,
pozZadovanéiesnosti, charakteru vstupnich dat a jejich dostsipno

Chyba predpowdi g v ¢aset je definovana vztahem Chyba pedpowdi
e=Y-Y(+1),

vnémz Y, zna&i skuténé nantienou hodnotu vaset a Y,(t-1)

piredpowd této hodnoty pifizenou wasovém okamziku bezprostre
predchazejicim.

Pfi posuzovani kvality fedpovdi v danécasovéradk je nutno vzit
v ivahu vSechny zkonstruovanéreg@povdi. V praxi se nejastji
pouzivaji nasledujiahiry kvality p fedpowdi: Miry kvality predpowdi



Mira SSE soWet ¢tvercovych chyb SSEHSum of Squared Errors)
SSE=) ¢
t=1

Mira MSE pramérna ¢tvercova chyba MSE(Mean Squared Error)

MSE:12q2 = Lsse
n n

Mira MAD primérna absolutni odchylka MAD (Mean Absolute Deviation)

1 n
MaD =13 e
t=1

Mira MAPE Pramérna absolutni procentualni chyba MAPE(Mean Absolute
Percentual Error)

MAPE = 1ooz|q|

n ey
Srovname-li vSechny uvedené miry, zjistime, Ze MISE a SSE (ve
srovnani s MAD) posuzuji mnohentigngji velké chyby gedpowdi nez
chyby malé. VSechny uvedené miry kvalitiegpowdi zavisi na Skale,

v niz jsou ngteny hodnoty{Y,}. Pri porovnavani miry kvality jedpowdi
pro vice ¢asovychtad je vhodgjSi pouzit symetrickou pramérnou
absolutni chybu v procentec(SMAPE) definovanou vztahem
100 ¢ &

h & 1w+ (=) 2

v némz h zna&i horizont gredpowdi.

Mira SMAPE

SMAPE=

1.5 Zakladni charakteristiky ¢asovychrad

Predpokladejme, Ze je dangasovaiada {Y}_ =Y, ¥, .., Y. Na
@3 pocatku musime ztraznit, Ze je principialni rozdil mezi charaktakami

teoretickymi a empirickymi (vyrovymi). Teoretické charakteristiky
jsou (z pohledu klasické teorie pravépodobnosti) konstanty, jejichz
piesnou hodnotu nezname, zatimco empirické charaktestiky jsou
nahodné veltiny — odhady charakteristik teoretickych.

Zakladnimiteoretickymi charakteristikami ¢asovéady jsou:
Stredni hodnota ~ a) stfedni hodnotaz, =E(Y;),

Rozptyl (variance) ) rozptyl (variance) o7 = var (Y;) = E[(Y—,ut)z]
=0,+1, .)
yk :COV t? t+k I:( ) +k lut+k):| ’

Autokorela@ni funkce  d) autokorelaeni funkce Faduk (k=0,%1, ..

Autokovariarini funkce ©) autokovarianéni funkce féduk(

10



)
Or O

Uvedené vztahy se zjednodusi, omezime-li se nastat® stacionarni
fady, tj. nafady s konstantni igdni hodnotou, konstantnim rozptylem a
autokovariagni funkci, kterd zavisi pouze na hodhkt Pak pro uvedené
teoretické charakteristiky iieme psét:

a) stredni hodnota z/=E(Y,) pro viechna,
b) rozptyl (variance) o” =var(Y,) =E [(\( —,u)z} pro vdechna,
c) autokovarianéni funkce Fadu k (k =0,+1, )

Vi =cov(Y,, X ) =E[(Y- ) (Y- )],

d) autokorela¢ni funkce iadu k (k =0,+1, )

= COV(Yt ’Y+k) :ﬁ
‘ o’ Yo

Autokovariargni i autokorelani funkce jsou funkce sudé, t;.
Y =Voir P =P, Proto se wuji pouze prok=0. Graficky zaznam

zavislostio, nakse nazyvéperiodogram, piitom plati o, =1a|p|<1

pro k >0.
Odhady teoretickych charakteristik (empirické chégeistiky) jsou:
a) aritmeticky pr amér Y = 12 Y, Aritmeticky primer
nN=
b) odhad rozptylu (variance) S :12(\(— 7)2 -1 Y-V, Odhad rozptylu
N n=1
c) odhad autokovarianéni funkce (k =0,1, .. o
) 1 o ( 1) e Odhad autokovariami
6= 2 (V) (Y- Y= X VY- funkee
n-k= n—- k=
d) odhad autokorelani funkce (k=0,1, ..) Odhad autokoretani
funkce
=l
S
Vypocet odhad (empirickych charakteristik) ma prakticky vyznamo p
n>50, k<" .

11
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Kontrolni otazky

Jak seeSi problémy s kalen#m?

Jaky je z&sadni rozdil mezi sezdnni a cyklickoudlsia casoverady?
Jak se péita chyba pedpowdi?

Jaka je vyhoda miry kvalityipdpovdi SMAPE?

Vysvétlete rozdil mezi teoretickymi a empirickymi chatedstikami.

Korespondereni kol 1

Vyberte si libovolnou ¢asovou fadu obsahujici minimé&n 50
pozorovani a spi¢te pro ni hodnoty aritmetického tméru, rozptylu,
autokovariagni a autoregresni funkce pr&=1,2, ...,10 K vypoctu
pouZijte Excel nebo dostupny statisticky softwaraa. NCSS,
Mathematica). VaSe prace byla mit nasledujici strukturu:

1) strieny popis vybranych dat {etné pavodu),

2) hodnoty vypdétenych empirickych charakteristik,

3) interpretace vysledk

Pojmy k zapamatovani

» Casovarada (stochasticka, deterministickd),

e casové body pozorovani,

e délkacasové&ady,

* dekompozic&asovérady (aditivni, multiplikativni),

* trend,

* sezoénni slozka,

» cyklické sloZzka,

* n&hodné (rezidualni) slozka,

* Boxova-Jenkinsova metodologie,

e linearni faktorovy model,

» faktorova (vys¥tlujici) casovérada,

e spektralni analyzéasovérady,

* bodova pedpovd’,

* predpowdni interval,

» chyba pedpowdi,

* miry kvality predpowdi (miry SSE, MSE, MAD, MAPE,

SMAPE),

» teoretické charakteristikgasovérady (stedni hodnota, rozptyl,
autokovarianni funkce, autokoretani funkce),

» empirické charakteristiky casové fady (aritmeticky pimér,
empiricky rozptyl, empiricka autokovarigmi funkce, empirick&
autokorelani funkce)

12



Shrnuti

V této kapitole zavadime pojeniasova fada (realizace &akého
nahodného procesu) g&které dalSi pojmy souvisejici &asovymifadami
(délka ¢asovérady, chyba pedpowdi, miry kvality gedpowdi). Dale
piedkladame ¢tend&  stricnou charakteristiku  zakladnich figtupi
k analyze ¢asovych fad (dekompozicecas. fady, Boxova-Jenkinsova
metodologie, linearni faktorové modely a spektradmalyza) a také
piehled nejuZiva¥jSich teoretickych i empirickych charakteristtesové
rady.
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2 APROXIMACE TRENDU MATEMATICKYMI
FUNKCEMI

Z&kladni cile této kapitoly:
» poznat zékladni klasické (neadaptivnijspupy k eliminaci trendove
slozky
* nauit se pcitat bodové odhady paramitmatematickych funkci
které jsou vhodné k aproximaci trendové slozky.

Klicova slova: vyrovnani vykyv okolo trendu, metoda fmérovani
cyklid, metoda nejmensiclitverai, konstantni funkce, linearni funkce,
kvadratick& funkce, exponenciélni funkce, modifiang exponencialni

funkce, logistick& funkce, Gompertzova funkce, rspli

Tato kapitola je ¥novana klasickym fistupim (ne adaptivnim
k analyze trendu. Zabyva seepevsSim problematikou aproximace
trendu vhodnymi matematickymi funkcemi. Dopé&ujemectenéi, aby
si pred studiem této kapitoly zopakoval princip metodgjnmenSich
¢tveral a zpmsob jejiho vyuziti pro odhadovani paranietegresnich
funkci. Dale povaZzujeme za vhodné, aby si zakregliibéh
jednotlivych aproximénich funkci pro doporené hodnoty jejich
parameti.

2.1 Subjektivni metody analyzy trendu

Tyto metody maji ¥tSinou jednoduchy graficky zaklad. Uniagi sice
¢asovou fadu vyrovnat, ale neposkytuji primiky pro konstrukci
predpowdi.

Nejjednodussi graficka metodavyfovnavani dolnich a hornich
zjevnych periodickych vykywvi okolo trendu) je zaloZena na tom, Ze se
sttedy vytypovanych cykil prolozi pokud mozno hladké&ika. Fiklad
takového vyrovnani je na obr. 2.1.

VN s

(viz obr. 2.2) se realizuje véech krocich:

* nejprve se spoji lomenyngarami vSechny horni body zvratasové
fady a také vSechny dolni body zvratu,

15
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cykli



» pak se pro vSechny febnécasové okamziky vynesou do grafiiesty
vzdalenosti mezi horni a dolni lomengarou,

* nakonec se zakresli lometéra spojujici jiz zmigné stedy.

plivadni 2asova fada t
—  —  —— vyrowvnand asovd fada

Obr. 2.1: Vyhlazovani hornich a dolnich vykykolem trendu [8]

t

.

plvodni &asovéa fada
—  —  _—  vyrovnana &asova fada
. _—— . |hornladolni lomena tara

Obr. 2.2: Metoda gimérovani cykh [8]

Vice podrobnosti o subjektivnich metodach je uvedemonografii T.
Cipry[8].

2.2 Aproximace trendu matematickymi funkcemi

Budeme pedpokladat, Ze zkoumagasovarada ma tvar

Y, =Tr+&,.
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Typ nejvhodrjsi matematické funkce pro danaiasovourtadu se
uréuje na zaklad predk¥zné analyzyrady, nefasgji pomoci grafického
zaznamuiady nebo teoretickych znalosti oupéhu trendové slozky.
Systematickd typologie funkci vhodnych pro popienttové slozky je
uvedena napv monografii J. Kozaka [18].

2.2.1 Konstantni funkce
V tomto pipact ziejme plati

Tr =4, t=12, .n
Metodou nejmensichétverci, tj. minimalizaci funkces=3(Y-g,)? ~ Metoda nejmensich
= &tverai
dostaneme pro bodovy odhég parametrug, vztah
18 -
by == % =7
N'=

Predpowd Y, pro T > n je rovrz konstantni, toti®, = k.

2.2.2 Linearni funkce
Je-li trend linearni, tj.
Tr =3, + Bt 12, ..n
dostaneme pro bodové odhadyalb, pomoci metody nejmenSictvera
soustavu dvou normalnich rovnic

ntwqgt:gm
b0221:t+b1221:t2 :Zn;t\(.

JejiteSeni ma tvar

n+1)
2

pak platiY. = + QT.

piicemzt :( . Pro redpodi Y, budoucich hodnatasovéady

V ekonometrickych ¢asovych fadach, kde body pozorovani jsou
zpravidla ekvidistantni, je vyhodj$i pouZzit modelu

T =y +n(t-T), t=12 ..n
Vzhledem k tomu, Ze plaf}_(t-T) =0, soustava normalnich rovnice se

t=1

zjednodusi na tvar

17



1 t=1
Odtud pro bodové odhady, ac, snadno dostaneme

Y-S Y
Cl — t=1 t=1 ,

> t?-nt?

t=1

a pro redpodi budoucich hodnatasovéady Y, = ¢ + g( T-1).

G=Y

2.2.3 Kvadraticka funkce

V piipact kvadratické funkce fzeme, stejtr jako u funkce lineéarni,
pouzit dvou modét

Tr =4 +Bt+p4>, t=12,..n net
— —\2
Tr =y + 1 (t=-T)+p,(t-T)7, ...
V obou €chto gipadech dostaneme soustavi rtormalnich rovnic pro

bodové odhady ifsluSnych paramelr Predpowdi budoucich hodnot
casov&ady se pak pfitaji pomoci vztahu

Y. =+ QT+ R T, resp.

Y, =g +g(T-T)+ ¢ T-71°.
PoznamkaVzorce pro vypoet intervalovych odhadjsou uvedeny nap
v monografii [9].

2.2.4 Exponencialni funkce

UvaZuje se dvouparametricka funkce tvaru
Tr=apB', a>0,8>0, t=12, .0 (2.1)

ktery se vyzné&uje tim, Ze podil dvou sousednich hodnot tren-lgfu1 . ),
t

stejrg jako podil dvou sousednich prvnich diferenci ttenda konstantni
hodnotu rovnou B. Je-li B>1, pak uvaZzovanad funkce igjme

exponencialé roste, zatimco pr@ < 8 <1 exponencialé klesa.

Pro odhad paraméirexponencialniho trendu se &&$t€ji pouziva
,obycejnd" metoda nejmensSicktverai. Vztah (2.1) se nejprveigvede
logaritmovanim na tvar

logTr, =loga +t logfs
a odhady obou paramétse ui minimalizaci vyrazu

18



Zn:(log y, —loga -t IogB)2 .

t=1

Lepsi vysledky poskytujenetoda nejmensSich vazenycktverci, jejiz
podstata spiva v tom, Ze se jednotliva pozorovani d@patstatistickymi
vahamiw, t=1,2, ...,n a minimalizuje se vyraz

Zn:vvt (logy, - loga -t Iogﬁ)2 :

t=1

Statistické vahy je vhodné volit tak, aby platilg:=Y?, t=1,2, ...,n

2.2.5 Modifikovana exponencialni funkce

Tato funkce ve tvaru
Tr=y+af', a<0, 0<B<1y>0,t- 1,2, .n
je vlastg zobecwnim funkce exponencialni. Dopduwe se véich

piipadech, kdy podil sousednich prvnich diferamdy je konstantni a
fada je omezena hodnotou parametrBriklad takového trendu je na obr.

2.3.

Tr, A

t

Obr. 2.3: Modifikovany exponencialni trend [8]

Pro odhad paramétisecasto vyuziva nasledujici postup. Soubor vSech

pozorovani se (poffmadném vynechani jednoho nebo dvowdgbenich
pozorovani) rozéli na t stejrt velké c¢asti o délcem. S&teme-li
pozorovani v jednotlivyclidstech, dostaneme

19
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Rustova funkce

. aB(pm-1)
-1
C)’ﬂm+l(ﬂm _1)
£-1
2 Th=2 Y =y aﬁzm;(_ﬁm_l)'

Resenim této soustavy pak sfne odhady v3echi parameti

b_[Zth—ZZYT"’,

2. Th=2 Y=y

2.,Th=) Y, =ny+

ZZYt_Z‘aY
a:%(ZzYt _ZlY)'

b(b"-1)

oo 2% ab(B-1)(b-1)

2.2.6 Logisticka funkce

Logisticka funkce ma tvar
4
Tr=—>"—,a>1,0<f<1y>0,t= 12, .
b ap a B<ly n
Tato funkce vykazuje inflexni bod . =—loga/logf, je rostouci a

asymptoticky omezena hodnotou parametrdeji graf (viz obr. 2.4a) ma
prabéh typicky pro tzv.S-kivky. Dilezitou charakteristikou logisticke
funkce je tzv. ristova funkce (viz obr. 2.4b), kterou dostaneme
derivovanim podl€asu

d;:[rt =—¥Trt(y—Trt). (2.2)
Z uvedeného vztahu jagmeé, Ze rychlostistu trendu je imo Unmérna
nejen dosazené urovriir,, ale i vzdalenosti této Gro¥nod hladinyy.

Rastova funkce je navic symetricka ,kolem* inflexnibodu.

Pro odhad paramétrlogistické funkce lze pouZzit stejnou proceduru
jako v pipact modifikovaného exponencialniho trendu, v tomitipads se

odhadovaci procedura aplikuje ¢@sovouradu hodno% :
t
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Tr, A

t
1
>
a) -loga/logp t
dTr, A
dt
>
b) -loga/logp t

Obr. 2.4: Logisticky trend: a) logisticka funkcé,rbstova funkce [8]

Alternativni metoda odhadu vychaztaaly prvnich diferenci, tj. ady
Y..—Y, t=12, ..,n Jestlize ve vztahu (2.2) nahradime hodnoty

trendové slozkyTr, hodnotami skutych pozorovaniY, a pouzijeme
aproximace%z w— Y =4, kde A, ozna&uje fadu prvnich diferenci

puvodnicasovérady, dostaneme (po malé Upgav
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A
Yi
Odtud uz pomoci metody nejmensiikieral spa&teme odhady paramétr

B ay.Pro odhad zbyvajiciho parametrypouzijeme Rhodesova vztahu

Ina=- (”J’l)'”ﬂ i? (t J

—InIB+|n'8
y

2.2.7 Gompertzova funkce

Tuto funkci dostaneme jednoduSe transformaci maniiné
exponencialni funkce na tvar
InTr =y+af, a<-1, 0<B<1t=12 .10
Gompertzova funkce (viz obr. 2.5a) ma inflexi v bod
» =—log(-a)/logB, je také rostouci a asymptoticky omezena. Jeji graf
ma také podobis-kivky. Frislusna tistova funkce (viz obr. 2.5b) neni
symetricka ,kolem“ indexniho bodu, ale je kl&dreSikmena.

Odhad paramaeirse provadi stefnjako u modifikované exponencialni
funkce, ovSem odhadovaci procedura se aplikujadaln',.

Tr. A

-t

a) -log(-a.)/logp
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dTr. A
dt

-+

b} —Iﬂg{‘ﬂ}flﬂgﬁ

Obr. 2.5: Gompertw trend: a) Gompertzova funkce, listova funkce [8]

2.2.8 Splajnové funkce

Namisto toho, abychom se snazili popsat tredghké ¢asovérady
polynomem nedrrné vysokého stuph) rozclime c¢asovou fadu na
nekolik Useki a v kazdém z nich aproximujeme trend polynomerkétia
stupré (nag. prvniho nebo druhého). Vysledna funkce je pakadan
spojenim funkci z jednotlivych UsékPritom pozadujeme, aby tato funkce
byla spojit4 a navic dosté&t@ hladk4, coz znamena, abylataké spojité
derivace az do ditéhoiadu etrg.

Priklad 2.1 Profadu pfimérnych hektarovych vyndspSenice v USA
v letech 1908 aZz 1971 Ize trend popsat nasledujitemi funkcemi(viz

[9)):
Tr =13,97, t= 1,25,
Tr, =13,97+ 0,0128 - 25 = 25, .., 5
Tr, = 24,314+ 0,664t~ 51 t= 54, ..., 6
V bodé t =25 se derivace ltddu zleva i zprava rovnaji, zatimco v Bod

t =54 se uz jednostranné derivaceddu lisi.

V tabulce 2.1 uvadimeighled test pouZivanych v praxi pro vyb
vhodné funkce pro aproximaci trendouévky.
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Tab. 2.1: Testy pro vy aproximace trendovéikky [9]

Trendova Informativni test

funkce

Line&rni Prvni diference jsouiplizné konstantni
Kvadraticka Druhé diference jsotilpizné konstantni

Exponencialni Podily sousednich hodngtt%jsou @iblizne
t

konstantni
Logisticka . ( j/( j Qe
Podil - - sou @iblizn
Y Ko™ B/ Fy = Fy) isou miblizne
konstantni
Gompertzova Podl'ly(InYt+2 -In \(ﬂ)/(ln Y..—In Y) jsou giblizné
konstantni

Kontrolni otazky

1. Vyswétlete princip metody nejmenSi¢tverai.

2. Jaky pfibeh ma exponenciélni funkce pm>07?

3. Cim se li&i logisticka funkce od Gompertzovy funkce?
4. Vyswvétlete princip aproximace trendu pomaoci spiajn

Korespondertni ukol 2

Vyberte libovolnoucasovoutradu a znazoste ji graficky. Navrhgte
vhodnou matematickou funkci pro aproximaci trenéio tady a pokuste
se utit jeji parametry pomoci dakého dostupného matematického
software (linearni, pdpnelinearni regrese). Dop@gana struktura:

1) striény popis vybranych dat ¢etné pivodu),
2) tvar vybrané funkce pro aproximaci trendu avadinini vyberu,
3) interpretace hodnot vyp®nych parameir

Pojmy k zapamatovani

* metoda vyrovnavani dolnich a hornich vykyv
* metoda pimérovani cykii,

* metoda nejmensSiativera,

* metoda nejmensich vazenyitherai,

» funkce aproximujici trend:
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konstantni funkce,

linearni funkce,

kvadratick& funkce,

exponenciélni funkce,
modifikovana exponenciélni funkce,
logistick& funkce,

Gompertzova funkce,

splajnové funkce,

* rastova funkce.

O O O O 0O O O

(@)

Shrnuti

V této kapitole se zabyvame klasickymi, tj. neadayini, pristupy
k analyze trendové slozky. Jsou popsany funkcegkstouzi nejasti
k aproximaci trendu, a také metody pro odhadojgjich parameii.
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3 METODY KLOUZAVYCH PR UMERU A
KLOUZAVYCH MEDIAN U

Po prostudovani této kapitoly:

» pochopite principy metody klouzavychapréri, metody klouzavych
mediari a metody adaptivnich vah,

* nauite se, jak sprawwolit parametry uvedenych metod,

* 0svojite si princip centrovani ekonometrickyasovychrad.

Kli¢ova slova klouzavé piméry, délka klouzavych méra, fad
klouzavych piméra, klouzavé mediany, délka klouzavych median
adaptivni vahy.

V této kapitole se budeme zabyvaterhi adaptivnimi fstupy

k analyze trendové slozk§asovérady: metod klouzavych piiméra,
metod klouzavych mediain a metod adaptivnich vah. . Princip
téchto metod vysstlime na konkrétnich ifkladech tak, abyste |
dokazali spravé pochopit.

~

1%

3.1 Metoda klouzavych pamérua

Metoda klouzavych @meéra je adaptivni, coZz znamen@, Ze je schopna
pracovat s takovymiasovymi fadami, jejichZz trend podléh&asovym
zméndm. Vtomto pipact nelze aproximovat ,celou“casovou rfadu
matematickou funkci (ndppolynomem) s neémnymi parametry, ale je
moZzné pouzit polynomuéfakého nizkého stugnk vyrovnani kratkych
Useki rady. Vychazi se zipdpokladu, Ze vychozfasovéarada je ¢istena
od sezénnich a cyklickych fluktuaci.

3.1.1 Princip metody klouzavych pameéra

Metoda klouzavych @méra je zaloZzena na vyrovnavani kratkych
Useki casové&ady polynomickymi funkcemi. Ma dva parametry:
» délku klouzavych pgmeéra a
* fad klouzavych pmeru.
Délka klouzavych
Délka klouzavych pniméri udava skuténou délku vyrovnavanych primera

Useki casové&ady. Redpoklada se, Ze je to lickislo (2m+1, mON).
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Rad klouzavych Rad klouzavych priméra (r) reprezentuje stupie vyrovnavaciho
pramera polynomu.

Pri konstrukci klouzavych m@mmeérd se postupuje takto. Nejprve
vyrovhame pomoci vhodného polynomu prvni@m+1 ¢leni ¢asove
fady, tj.¢leny Y.,Y,, ..., %..,. @ hodnotu vyrovnavaciho polynomu
v ,prostednim“ bod& (v ¢ase t=m+1) povaZujeme za vyrovhanou
hodnotuY.

.. danérady v tomto bod Pro ziskani vyrovnané hodnof’;g+2
(v ¢ase t=m+2) provedeme tutéz operaci s hodnotami

Y,,Y,, ..., Y., .atd. Mizeme si to fedstavit tak, ze se podél zkoumané

casovérady postupé (vzdy o jednu hodnotu) posouva ,okno“ o délce
2m+1 a s hodnotami, které ,lezi" uvhittohoto okna, se provede
nazng&ena operace. Vyrovnané hodnaigsoveétady jsou pak tvieny
linearnimi  kombinacemi hodnot tpodni fady s pevd urcenymi
koeficienty. Nyni si ukaZzeme postup na konkrétnfikladu (viz [8]).

Vyrovnejme danowasovouradu metodou klouzavych jméra délky
2m+1=5 afadu r =3.V podstat jde vZzdy o vyrovnavanigi hodnot
uvazovanécasoveé rady (Y,,, 7=-2,-1,0,1,7 polynomem 3. stugn

Koeficienty vyrovnavaciho polynomu setumetodou nejmensiativerat,

tj. minimalizaci vyrazu
2

2
> (Yoo =B~ BT =B - BI°) .
r=-2
Odpovidajici soustava normalnich rovnic pro odhadykoeficienti
B, 1=1,2,3,4 matvar

2 ) 2 ) 2 ) 2 . 2

PR DI DI S DI DI AET)

r=-2 r=-2 r=-2 r=-2

r=-2
2 .
Vzhledem k tomu, Ze pro lichélati obecy Z r’ =0, uvedena soustava
r=-2
se podstathzjednodusi

5,  + 1g =3 V..,

100, + ce = ZZ: r’y,, (3.1)
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V této fazi nam st jen hodnota vyrovnavaciho polynomu v Bod=0,
tj. odhadh,. ReSenim prvni a¢ti rovnice soustavy (3.1) dostaneme

_1 . ooy |
_3_5(17;_2Yt+r _5;21- Y+rj_

1
=32 (¥, +12Y, + 17y + 12, - 3Y,)

Odhadb, predstavuje satasré vyrovnanou hodnotdasoverady veaset,

takze
Y, =3i5(—3¥.2 +12Y, +17Y+ 12Y, - 3Y,)
coz se obvykle (symbolicky) zapisuje ve tvaru

-~ 1

Y, :3—5(—3,12,17,12,— BY
Z uvedeného jeigjmé, Ze klouzavé pmery délky 2m+1 jsou linearni
kombinace hodnoY,__,Y_ .., ..., Y., S pevi urcenymi koeficienty, Tyto
koeficienty (racionalnicisla) se nazyvajvahy klouzavych praiméra a
jsou tabelovany (n&pv monografii [8]).

3.1.2 Vahy klouzavého paméru

Pro vahy klouzavych fgmeéra plati nasledujici tvrzeni.
* Souet vah klouzavého pmeru je roven 1.
e Vahy jsou symetrické ,kolem“ pragdni hodnoty, tj. koeficienty
uclend Y_; aY,; pro j=12, ..m jsou shodné.
e Je-litadr klouzavého pméru sudécislo, pak klouzavé gmeéry radu
r ar +1 jsou identické.

3.1.3 Vyrovnani patétecnich a koncovych Uselt ¢asovéirady

Vyrovnaniméasovérady, které bylo popsano v odstavci 3.1.1, ziskame

vyrovnané hodnoty pouze pito= m+1, m+ 2, ...,n— m C0OZ znamena, ze

prvnich m hodnot, steji jako poslednichm hodnot, dan&ady Zistane
nevyrovnano. Proto si nyni ukazeme, jak se ziskapvnané hodnoty na
pocatku a na koncicasovérady, gitom budeme navazovat n@Seni
piikladu z odstavce 3.1.1.

Nejprve odvodime vztahy pro vyrovnané hodn(f‘p;yl a\A(n. Postup je
zaloZzen na vyrovnani poslednichétip pozorovani casové fady, tj.
pozorovaniY, _,,Y. ., Y_,, Y.,, Y, pomoci polynomu 3. stupn

Y, o =hy+ 0+ b’ + br° (3.2)
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Koncové klouzavé
pramery

Padateini klouzavé
praméry

Predpowdni
klouzavé piiméry

pro hodnotyr=1ar= 2 Ktomu ovSem pdéebujeme znat jeStodhady
b,b, ab, ReSenim soustavy (3.1) dostaneme

= 1653 7y, - 17" r%,),
72 =2 r=-2

—_ 1 2 ZY 2 2

= Lsy iy —17S

== T:er (. ;ZT ”)

Jestlize nyni dosadime za vSechny odhady do vz{ald) a postuph
volimer=1ar = 2, ziskame pro vyrovnané hodndf’y_1 a\?n

Y 123—1&_)(2,—8,12,27,2\(1_2

n-

~ 1
Y, ==(-1,4-6,4,69Y,, .
" 70( A
Praw uvedené vztahy se nazyvik@incové klouzave piaméry a gislusné
koeficienty (u jednotlivych pozorovani) jsou jejighhy.

Analogickym postupem pouzitym na vyrovnani prvniéh pozorovani
dostaneme prpo¢atecni klouzave praiméry vztahy

1

Y, —5(69.4-6,47 1,

Y,

1
—(2,27,12;- 8,2Y,
35( ; 2
3.1.4 Predikce Wasovéiradé

Vztahu (3.2) nizeme pouZzit i pro konstrukci kratkodobydtegpowdi.
Polozime-lir =3, mizeme psat

Y,..(n)= é (-4,11- 4~ 14,1pY,, (3.3)

kde \?nﬂ(n)znaéi predpowd’ hodnoty Y.,, zkonstruovanou wase

t =n.Uvedeny postup je pouzitelny jen pro zisk&ni krdthaych
piredpowdi. Obec# totiz plati, Zecim je vzdalerjSi horizont pedpowdi,
tim je jeho spolehlivost menSi. Vztah (3.3) j@kladem predpowdnich
klouzavych pramér a.

Vahy vSech typ klouzavého piméru jsou tabelovany (nap
v monografii [8]). PovSiméte si dale, Ze s@et vah koncovych
pocatenich i pgedpowdnich klouzavych miméra je také roven 1

ovSem symetrie ,kolem* prasdni hodnoty je naruSena.
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3.1.5 Volba parametii metody

Parametry metody klouzavychipnéria se zpravidla voli subjekti¥na
zéklad posouzeni charakteru experimentélnich dat s temsez preferu;ji
vyrovnavaci polynomy co nejnizSihddu a délka podle poZzadovaného
stupré vyhlazeni..

Délka klouzavych pimeéra by nmela odpovidat periatisezénnich nebo
cyklickych fluktuaci, které chceme eliminovat (vadlt). Pokud tomu tak
neni, periodické fluktuacaigtanou po vyhlazovani zachovany.

V monografii [8] se uvadi objektivni kritérium prairceni fadu
klouzavych piimeéri. Navrhované kritérium ma tvar

S ()

V, = t=k+1 ,

(zkkj (n-K)
kde A*Y, je fadak-tych diferenci fivodni casovérady. Z teorie vyplyva,
ze pro k=r+1predstavuje hodnota kritéri&, odhad rozptylu bilého
Sumu. V praxi se postupmpcitaji hodnotyV,,V,, ..., dokud nezjistime, ze

tyto hodnoty z&éinaji konvergovat k &aké konstart Jsou-li hodnoty
V.,V.,,, ...jiz blizké této konstati doporduje se vybrat klouzavé

r+17 Yr+2?
praméry fadur. Hodnoty V, nejsou navzajem nezavislé a nemusi zjevn

konvergovat k gaké konstart V kazdém fpipadt vSak uvedeny postup
umoziuje nalézt horni hranici piéd klouzavych gmeéru.

3.1.6 Jednoduché klouza¥prameéry

Vypocet klouzavych piméri se podstathzjednodusi, jestlize zvolime Jednoduché
tzv. jednoduché klouzavé pfiméry. Jsou to prosté aritmetickéapnery klouzavé piimery
jednotlivych pozorovantasovérady. Nap. jednoduché klouzavé jméry
délky 5 maji tvar

-2y

Je Zejmé, Ze jednoduchy klouzavyuonér liché délky 2m+1 odpovida
»obycejnému“ klouzavému pdmeéru fadu O nebo 1 téze délky. Také
konstrukce pedpowdi budoucich hodnatasovérady Y,,,, 7> 0, pomoci

jednoduchych klouzavych foméru liché délky je velmi snadnd, plati totiz
obecré

+77
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Centrované
klouzavé piméry

1
=—-(11 ...,2Y
n+r 2m+1( ) ’; n-m

piicemz v okrouhlé zavorce je pka2m+1 jednicek.

Vyrovnavanic¢asovéiady pomoci jednoduchych klouzavychimera
sudé délky neni vhodné, protoZze vyrovnana hodnetia meodpovida
zadnému okamziku pozorovani. Ale takova situacgnd nastava
u ekonomickych¢asovychrad, kdy je pirozené volit délku klouzavych
praméri rovnou 12 (ndsicni pozorovani), resp. 4 (kvartalni pozorovani).
V takovych pipadech se dopotuje pouZzit tzv.centrované klouzavé
prameéry.

UvaZzujme nap ekonomickoucasovouiadu n#siénich pozorovani.
Aplikace jednoduchych klouzavychtpnéri délky 12 by sice umoznila
eliminovat sezénni fluktuacéady, ale aritmeticky @meér lednové az
prosincové hodnoty za d&ity rok nelze piradit Zadnému skuteému
okamziku pozorovani, protoze ,padne* p¥adloprosted mezi ¢ervnové a
cervencové pozorovani. Jestlize vSakinpiriujeme dva takové sousedni
jednoduché klouzavé jpmery, které odpovidaji s¢dim intervali ¢erven-
cervenec aervenec-srpen, pak vyslednou vyrovnanou hodnaideme
pritadit cervencovému pozorovani. Takto vytiroe centrovany klouzavy
pramér délky 13 ve tvaru

Y =§{1—;m+ Yot ot Yo) # o Yot Y, ot HYG)}:
= (Yot 2V ok 2Y 2Xet )
Praw uvedeny vztah umdkije sp@itat vyrovhanowervencovou hodnotu
tak, Ze pouZijeme Unorové az prosincové pozoroydisiuSného roku

svahami}{2 a lednova pozorovani uvazovaného a nasledujimka r

s vahami % 4

Analogicky se postupuje i Wipad kvartalnich pozorovani, kdy
pouzivame centrované klouzavémery delky 5 ve tvaru

V= (Yo +2Y, 4 2Y+2X,+ ).

|-

3.1.7 Vliv metody na slozkyasoveéiady

Z teoretickych avah vyplyvaji nasledujici zay.
* Metoda klouzavych @méra by nengla mit Zadny vyznamny vliv na
pribeh trendové slozky.
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» Sezénni slozka (periodické fluktuace vysSich frelkie by nela byt
po aplikaci metody klouzavych jméra v podstat eliminovana,
zatimco znény podil cyklické slozky (fluktuace nizkych frekweh
zustava ve vyrovnaniade.

* Bily Sum pestdva mit po aplikaci metody klouzavychampéra
vlastnost nekorelovanosti.

3.2 Metoda klouzavych mediai

Metoda klouzavych medi@n pati rovnéz k metodam adaptivnim,
protoZze umoituje analyzovatrady s trendovou slozkou, ktera podléha
casovym zmdnam. Princip této metody, jakozZ i praktické zku&nse jeji
aplikaci, popisuje J. W: Tukey v monografii [23].

3.2.1 Princip metody klouzavych mediafi

Metoda je zaloZena na vyrovnavani kratkych tdsssovérady pomoci
medianu. Na rozdil od metody klouzavychimpgrai ma& pouze jediny
parametr, a to délku klouzavych median

Délka klouzavych mediani uriuje skuténou délku vyrovnavanych Delka klouzavych
Useki casovérady. Stej# jako v gipac metody klouzavych fiméra se mediard
doporuiuje, aby délka klouzavych mediabyla rovna vhodnému lichému
¢islu 2m+1, mON).

Postup pi konstrukci klouzavych medi@inje nésledujici. Nejprve
vyrovhame pomoci medianu prvni@m+1 ¢lena casovérady, tj. ¢leny
Y.Y,, ..., .,. & hodnotu tohoto medianu povazujeme za vyrovnanou

hodnotuy,,, danéfady v prostednim bod (v ¢aset =m+1). Pro ziskani

vyrovnané hodnoty?m+2 (v ¢aset =m+2) provedeme tutéz operaci, tj.
ur¢eni medianu, s hodnotanyi,Y;, ..., Y, .,.atd. Mizeme si to nazoen

predstavit tak, Zze se podél zkoumasasovérady postup# (vZdy o jednu
hodnotu) posouva ,0kno* o délceém+1 a "z hodnot, které ,lezi" uvrit
tohoto okna, se spte median. Nyni si ukdZzeme postup na konkrétnim
prikladé (viz [25]).

Priklad 3.1.Vyrovndme hypotetickoucasovou fadu (viz tab. 3.1,
sloupec 2) metodou klouzavych mediadélky 2m+1=3. Na prvni
pohled je ¥ejmé, Ze hodnoty ,rozungh vyhlazenérady by nély pomalu
rast odcca5 docca20. Ritom nemusime bréat v ivahu odlehlou hodnotu
1304, i kdyz tato hodnota ike byt realna, a tedy indikovagjakou
vyznamnou udalost.

N
AN
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Ve 3. sloupci tab. 3.1 jsou uvedeny hodnoty vyraMhanetodou
klouzavych mediain délky 3. V této souvislosti je vhodné tdznit, Ze
metodu klouzavych mediéne mozno aplikovat na danaiasovouiadu
opakova#. Vysledek takové opakované (tedy dvojnasobné)kapd
metody je zaznamenén v poslednim sloupci tab. BdvSimrte si
skut&nosti, Ze dalSi aplikace metody klouzavych meiliara Udaje
v poslednim sloupci tabulky uz nevede k Zadnynsriam.

Tab. 3.1. Vyrovnanéasov&ady metodou klouzavych mediadélky 3

Cas| Vychozitada| Vyrovnanétada | Dvojnasobs vyr. fada
O M () ()
1 4 ? ?
2 7 7 ?
3 9 I I
4 3 4 4
5 4 4 4
6 11 11 11
7 12 12 12
8 1304 12 12
9 10 15 12
10 15 12 13
11 12 13 13
12 13 13 13
13 17 17 17
14 20 20 ?
15 24 ? ?

Metoda klouzavych mediénje ve srovnani s metodou klouzavych
praméri podstatd jednodusSi, vyrovnani dangasovéifady je mozno
provadt ,zpamsti“, tj. bez vyuZiti nastraj vypacetni techniky. Navic
uvazovana metoda neni citlivd na odlehlé fimegren: vysoké nebo
nizké) hodnoty pozorovani.

3.2.2 Vyrovnavani pocate¢nich a koncovych Uselt Fady

Postup popsany wedchazejicim odstavci ndm neunioe ucit
vyrovnané hodnoty na patku a konci zkoumanéasovéiady, cozZ je
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vtab. 3.1 vyznéeno symbolem ,?“. Pro stanoveriichto vyrovnanych
hodnot doporéuje Tukey [23] dva postupy.

Prvni z nich je velmi jednoduchy a sj& v prostém kopirovani
hodnot pdatenich a koncovych pozorovani dorigluSnych hodnot
vyrovnanétrady. To znamena, Ze se uetim sloupci tab. 3.1 nahradi
symboly ,?“ postup& hodnotami 4 (prvni vyrovhana hodnota) a 24
(posledni vyrovnand hodnota). Analogicky se pogeipypii dophovani
chykgjicich vyrovnanych hodnot v poslednim sloupci uwesta tabulky.

e

Druhy dopordeny postup je patkud slozigjSi. Prvni, resp. posledni,

vyrovnana hodnota sedirjako median ze&'t Udaji:

» hodnoty prvniho, resp. posledniho, pozorovani,

* nejbliz8i vyrovnané hodnoty a

« vysledku linearni extrapolace dvou nejblizSich wyranych hodnot na
okamzik ,lezici“ pra¢ o jednu ¢asovou jednotku fied prvnim
pozorovanim, resp. za poslednim pozorovanim, zkaoéitaaly.

3.3 Metoda adaptivnich vah

Metoda adaptivnich vah je v podstaiobecgnim metody klouzavych
prameér.

3.3.1 Princip metody adaptivnich vah

Podob#r jako u gredchazejicich metod se vychazireqpokladu, Ze pro
zkoumanouwasovouradu plati

Y =Tr+e.

Predpowdi se konstruuji jako vaZzenypnér vS8ech minulych hodnot
casoverady, gitom vahy jednotlivych pozorovani se postépedaptuji
(modifikuji) vzdy v okamziku, kdy se fgava vysledek nového
pozorovani. Pro stanovenigupo¥di se pouziva vztah

Va2 W)Y, =

=w (DY +w () Yo+ o+ W Yoy
vnémz M oznauje délku klouzavych gmeri a w (t), i=1,2, ..M

vahy jednotlivych pozorovanidaset. V okamziku, kdy mame k dispozici
now pozorovaniy,,,, se vahy adaptuji podle vzorce

w(t+l)=w(t)+2ke, Y,.., F12, ..M
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Modifika¢ni
konstanta

kde k je tzv. modifika&ni konstantaa €., = Y,, - Y,,( ) piislusna chyba
piedpo¥di. Paateni hodnoty vah se nastavuji tak, aby platilo

w(0)=3,.i=12, .M.

Podle autal monografie [25] poskytuje tato metoda lepSi vykiledez
metoda klouzavych gmeéru.

Kontrolni otazky

1. Jaky je princip metody klouzavychgonéra?

. Jaké vyznéné vlastnosti maji vahy klouzavychapmera?

. Jak se utuji patateni, koncové afedpovdni klouzavé pimery?

. Kdy se pouzivaji centrované klouzavémery?

. Jak ovliviuje metoda klouzavych faméru jednotlivé slozkycasoveé
rady?

6.Vysvétlete princip metody klouzavych median

7. Vyswtlete princip metody adaptivnich vah.

a b~ WwN

Korespondertni Ukol 3. Vyberte libovolnoucasovouiadu obsahujici
minimalné 30 pozorovani a vyrovnejte ji metodou jednoduchych
klouzavych piméra délky 3 a metodou klouzavych mediéaélky 5.

Doporuwena struktura:

1. streny popis vybranych dat {etn ptivodu),

2. vyrovnané hodnoty¢asové rady pomoci metody jednoduchych
klouzavych piiméra délky 3,

3. vyrovnané hodnotyasovérady pomoci metody klouzavych median
délky 5,

4. porovnani dinnosti obou metod.

Pojmy k zapamatovani
* metoda klouzavych pmeri,
délka klouzavych gmeéra,
fad klouzavych pgmeru,
vahy klouzavych pimeéra,
pocateEni klouzaveé pimery,
koncové klouzavé fmery,
piedpowdni klouzavé pimery,
jednoduché klouzavé fpmery,
centrované klouzavé pmery,
* metoda klouzavych median

o délka klouzavych medidin

(0]
(0]
(0]
(0]
(0]
(0]
(0]
(0]
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e metoda adaptivnich vah,
o modifikaéni konstanta.

Shrnuti

Tato kapitola je ¥novana tem adaptivhim fistupim Kk analyze
trendové slozky, a to metodam klouzavychnp¥ra, klouzavych mediain
a adaptivnich vah. Obsahuje podrobné ¥ileni zakladnich princi
Z nichz uvedené metody vychazeji, a také navodyjakmetody aplikovat
Vv praxi.
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4 EXPONENCIALNI VYROVNAVANI

Po prostudovani této kapitoly:

» pochopite princip metody exponencialniho vyrovnayvan

* nauwite se, jak optimakvolit hodnotu vyrovnavaci konstanty,

* pochopite souvislost mezi optimalni hodnotou vydéxaci
konstanty a mechanismy, které generuji datfamovouradu.

Kli ¢ova slova jednoduché exponenciélni vyrovnavani, dvojité caem-
cidlni vyrovnavani (Browiv algoritmus), Holitv algoritmus, trojité
exponencialni vyrovnavani, vyrovnavaci konstanyypvnavaci statistiky.

Tato kapitola se zabyvd metodou exponencialnihowavani, ktera
piedstavuje jeden z nejuzivgsich gistupi k analyze trendové slozk
casovérady. \enujte vykladu nalezitou pozornost, abyste pochopili
princip této metody a naili se ji spraveé vyuZivat @i analyze
vlastnich experimentalnich dat.

4.1 Princip metody

Metoda exponencialniho vyrovnavani [7,8,9] je zalw na aplikaci
metody vazenych nejmensSiaiiverai na vSechna dostupna pozorovani
danécasovérady s tim, Ze vahy jednotlivych pozorovani sesrem do
minulosti exponenciathzmensuji. Vyrovnané hodnot\} casovérady se
urcuji tak, aby minimalizovaly hodnotu vyrazu

00

(v, -¥,) e 4.1)

i=0
v némz 6 oznauje tzv.diskontni konstantu sphiujici podminku0<d <1.
Uvedeny vyraz ma tvar nekafreého sottu, plestoZze v praxi zname jen
koneny patet pozorovaniY,Y,, ..., Y . Hypotetické prodlouzenfasove
fady do minulosti ma v3ak ,rozumné“ opréwi, umo#uje totiz podstatt
zjednodusit vzorce pro vypet vyrovnanych hodnot agdpowdi.

Princip exponencialniho vyrovnavani je po v§pimi strance velmi
jednoduchy, ma malé naroky na faiitny objem uchovavanych dat a
dovoluje snadnou konstrukcigrpowdi.

Ve vsech variantach exponencialniho vyrovnavanpisepoklada, ze
vyrovnavan&asovéaada ma tvar
Y, =T +¢,.
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4.2 Jednoduché exponencialni vyrovnavani
Jednoduché exponencialni vyrovnavani se pouZiv&ipag, Ze
trendova slozka dar@asovéady je v kratkych Usecich konstantni, tj. plati

T =B,
Ukolem je gitom nalézt odhady, parametrug,. ProtoZe jde o adaptivni
pristup k trendové sloZzce, bude tento odhad zavesasovém okamziku,
ve kterém se provadi. Ozime symbolembo(t) odhad parametrys,

zkonstruovany ¥aset na zaklad vSech pozorovany,,Y,, ..., Y, jeZ jsou
v ¢aset k dispozici. Tento odhad ziskame minimalizaci zyra

hd 2

Z(Yt—j _ﬂo(t)) o’

j=0
vzhledem k S,. Aplikace metody nejmenSicétveral vede k normalni
rovnici

B()2 9 =2

= =0

“ % s 1 . - .
Vzhledem k tomu, zeZé" :—5, miazZzeme tuto rovnici upravit na tvar

3(1)=(1-0) 2,

Ziskany odhadbo(t) bude pedstavovat nejen odhadnutou Undwteendu

o

v ¢aset, ale sodasre i vyrovnanou hodnotly, uvazovan&asovérady,
proto nizeme psat

=(1—5)idi\(_j =(1-0)| Y+3Y,+0° XY, + ..] (4.2)

Ze vztahu (4.2) jeiejmé, Ze vyrovnané hodnotady véaset je vaZzenym
souwtem vSech pozorovaniady az docasut véetnd s exponenciakh
klesajicimi vahami-9,(1-9)d (1-9)d?,

Vyraz (4.2) nizeme upravit na tvar
=(1-0)Y+3Y,,
ktery vlast® reprezentuje rekurentnitgmpis pro vypoet vyrovnanych
hodnot analyzovanéasovérady. Uvedeny vztah se pro praktickéely
prepisuje na tvar
Y =aY+(1-a) Y, (4.3)
v némza = 1 -6 se nazyv&yrovnavaci konstanta
Vztah (4.3) dokumentuje jiz uvedené vyhody expor@niho
vyrovnavani (jednoduchost vyga vyrovnanych hodnot, nizké naroky na
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objem skladovanych dat). &ase t—1 st&i ulozit do pamniti pouze

vyrovnanou hodnotu \?t_l a [pedchazejici vyrovnané hodnoty

Y., Y5, ... |lze zapomenout.

Pro stanoveniipdpovdi se pouziva vztahu
Yo (M) =Y,
coz znamena, Zzagdpowdi jsou pro vSechny hodnotykonstantni, rovné
poslednimu pozorovani.
Abychom mohli pouzit rekurentniho vzorce (4.3), mes ugit

vyrovnanou hodnotl)?o. Pro stanoveni této hodnoty mame dvoznosti:

1. urcime \?0 jako aritmeticky pimér vhodného pé&tu paatenich
pozorovani,

2. aplikujeme tzv.metodu backcastingzaloZzenou na extrapolaéady
smérem do minulosti.

4.2.1 Volba vyrovnavaci konstanty

Na zé&klad praktickych zkuSenosti dopauje Cipra [9] vybirat
hodnotu vyrovnavaci konstanty z intervalu (O;O,q. Pritom nizka

hodnotao odpovida stavu, kdy se mechanismus generujiciudé&msnvou
fadu podstathnentni, takZze se poslednimu pozorovahpuje jen mala
vaha. Hodnoty se upesiuji dvema postupy:

a) pomoci empirického vzorcea:%l, kde 2m+1 ozn&uje
m

nejvhodrgjsi délku jednoduchych klouzavychupnéra pro vyhlazeni
danérady,

b) pomoci simulace, jez spwa vtom, Ze se postupn voli
a=0,01 0,02; ...; 0,3a nakonec se vybere takova hodnetktera
poskytuje nejlepSiedpowdi, tj. minimalni hodnotu kritéria SSE.

Z uvedeného jeiejmé, Ze se jednoduché exponencialni vyrovnavani
v pripact simula&niho @istupu realizuje ve dvou fazich. V prvni fazi se
uréi ,optimalni“ hodnota vyrovnavaci konstanty, ve liguse provede
vyrovnani¢asovérady s optimalni hodnotow a spdétou se pedpowdi.

Ve statistickém software NCSS se jednoduché expmdlen
vyrovnavani realizuje pomoci metody Exponential Sthimg—
Horizontal.
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Vyrovnavaci
statistiky

4.3 Dvojité exponencialni vyrovnavan{Brownav algoritmus)

Pri aplikaci metody dvojittho exponencialniho vyrovaai se
predpoklada, Ze trend zkoumaitigdy je v kratkychcasovych uUsecich
linearni, tj.

T =4+ Bt
Odhadyhy, (t), resp.b (t), parametit 3, resp.A, urcime minimalizaci
vyrazu
(Y ~B+BI)e, 0<d<1
i=0
Metodou nejmensSickitveral dostaneme soustavu normalnich rovnic ve
tvaru

0 ()-7550()=(1-0) 25X,
56+1) . e (4.9
Iy (1) -= 5 () =(-9) 2 10",
Ukol k textu
Dokate, ze p|ati;§5j :%, ;’” :(1_55)2, ,zo 75 :fl(i;)i)'

Navod: platnost druhého artetiho vztahu dokazete postupnym
derivovanim prvniho vztahu pode

Pro zjednoduSeni zapisu soustavy (4.4) se zgivatlé specialni
veliciny:
a) jednoducha vyrovnavaci statistka § definovana pedpisem

$=0-9)30Y,,
=0
b) dvojité vyrovnavaci statistka S§? definovana predpisem

§2 =(1—5)§51 S,

Po zavedeni vyrovnavaci konstanty vztaleml -J lze ol vyrovnavaci
statistiky gepsat do tvaru

S| :aY+(1—a) SH

g2 =aS+(1-0) & (4.5)

Pomoci &chto vyrovnavacich statistik IzeSeni soustavy (4.4¥gpsat ve
tvaru
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by (t) =25 - ¢7,
__a _
b (t) _E(S’ ¢ )
Pro gedpowdi \?HT zkonstruované vaset ziejme plati

Vo=h()rn()r=(25- §)+ 2 (s 8)=
(o 2o 2

Polozime-li ve vztahu (4.6y =0, dostaneme pro vyrovnhanou hodnotu
rady vcéaset

a
l-a (4.6)

Y =h()=25- .

Pro vypa@et statistik se pouzivaji rekurentni vzorce (4B¥ateni
hodnoty § s 552] se obvykle ufuji ze vzoré (4.5), v nichz dosadime za
b, (0) ab(Q regresni odhady parameétptimky prolozené patenim
Usekem zkoumang&asoveérady.

Pri volb¢ hodnoty vyrovnavaci konstanty se omezujeme na interval
(0; 0,3]. Nejvhodyjsi hodnota vyrovnavaci konstanty s€uje podobs
jako v gipact jednoduchého exponencialniho vyrovnavanid’ lpomoci

o 1 . .
empirického vzorcer = Tl nebo simulaci.
m

Ve statistickém software MCSS se dvojité expondntigyrovnavani
realizuje pomoci metody Exponential Smoothing -entr (Holtova
algoritmu). Oznaime-li skut€énou hodnotutasovérady veaset jako Y,
jeji odhadovana urovietrendu a, a snérnici linearniho trenduy, pak se
pii vypoétech pouzivaji rekurentni vztahy:

& =C’Yt+(1‘a)(a-1+ b—1)’
b =y(a-a.)+(1-y) b

Pacateni hodnoty a, ah, se utuji pomoci linearni regrese z prvnich 5
pozorovani ¢asové fady. Holtiv algoritmus [14] pracuje se &wa
vyrovnavacimi konstantamia (damping factor) ay (growth damping
factor).

4.4 Trojité exponencialni vyrovnavani

Vychéazi se zfedpokladu, Ze trendova slozka je v kratkyasovych
Usecichrady popsana kvadratickym polynomem, tj.
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Th = B, + Bt + B2

Odhady parameir vyrovnhané hodnoty i fpdpowdi se pdgitaji
analogicky jako u dvojitého exponencialniho vyrovéwdi. Odvozené

vztahy jsou podstatn slozZitjSi, vystupuje v nich navictrojita
vyrovnavaci statistika definovana rekurentnako

0§+ (1-0) &

Podrobnosti jsou uvedeny v monografii R. G. Broyfla

Kontrolni otazky

1. Vyswvétlete princip exponencialniho vyrovnavani.

2. Jakeé jsou fednosti metod exponencialniho vyrovnavani?

3. Jak se ufuji optimalni hodnoty vyrovnavacich konstant?

4. Jakym zfisobem se interpretuji hodnoty vyrovnavacich korn8tan
5. K ¢emu slouZzi vyrovnavaci statistiky?

Korespondereni Ukol 4. Vyberte libovolnowasovouradu obsahujici

minimalné 30 pozorovani a aplikujte na ni metody:

a) jednoduchého exponencialniho vyrovnavani (v NCe®da
Exponential Smoothing — Horizontal),

b) dvojitého exponencialniho vyrovnéni (v NCSS rdat&xponential
Smoothing — Trend).

Doporuwena struktura:

1. strikny popis vybranych dat ¢etns pivodu),

2. vyrovnané hodnoty ¢asové rady pomoci metody jednoduchého
exponencialniho vyrovnavani,

3. vyrovnané hodnoty casové rady pomoci metody dvojitého
exponencialniho vyrovnavani,

4. porovnani dinnosti obou metod,

5. interpretace vysledk

Pojmy k zapamatovani

* jednoduché exponencialni vyrovnavani,
* dvojité exponencialni vyrovnavani,

» trojité exponencialni vyrovnavani,

* vyrovnavaci konstanty,

e vyrovnavaci statistiky.

Shrnuti

44




Tato kapitola obsahuje podrobny vyklad prinicip metod
exponencialniho vyrovnavani se zssnim na jednoduché a dvojité
exponencialni vyrovnavani. Zvlastni pozornost j&tom wnovana

7

problematice volby ,optimalni“ hodnoty vyrovnavaanstanty.
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5 METODY ANALYZY SEZONNI SLOZKY

Po prostudovani této kapitoly:

» pochopite principy klasickych i adaptivnichigiupi k analyze
sezonni slozkgasoveérady,

* nawite se v praxi analyzovatasovétady s vyznamnou sezonni
slozkou.

Kli¢cova slova sezonni faktory, normalizace sezonnich faktor
elementarni fistup k analyze sezonni slozky, regreskistppy, metoda
kvalitativnich pronénnych, Wintersova metoda.

V této kapitole poznate principy ékterych klasickych (nap
regresnich) a adaptivnich metod pro analyzu sezbnuivi na piabéh
casovérady. Dopordujeme Vam, abyste émovali maximalni usili
pochopeni  fedevSim Wintersovy metody, jeZz poskytuje v praxi
nejlepsi vysledky.

Cilem analyzyasové&ady s vyraznou sezonni slozkouZe byt:

a) separace sezonni slozky v zamu pochopeni sezénfhidtuaci
zkoumanéady,

b) oc¢isténi fady od sezdnnich viiv za &elem efektivniho studia
dlouhodobého trendu.

5.1 Sezonni faktory

Pred vlastni analyzowasové rady je teba rozhodnout, jaky typ
dekompozice pouzijeme. Proto budemaislddré rozliSovat rady
s multiplikativni a aditivni sezénni slozkou.

Casova fada vykazuje multiplikativni sezonni slozku, jesdli je
amplituda sezonnich fluktuacifipo Umérna drovni trendu. Je-li vSak

amplituda sezdnnich vykwv prakticky nezavislad ne urovni trendu, je
vhodné pracovat s aditivni sezonni sloZzkou. Charatické ptibehy
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multiplikativni a aditivni sezonni sloZzky préasovoutadu kvartalnich
métreni jsou znazokmy na obr. 5.1.

Sezénni faktory Hodnoty sezonni slozkypz se nazyvajsezonni faktory. Jejich péet

je dan pdétem obdobi (sezon) v roce (L =4 pro kvartalni pozorovani,
L =12 pro mésicni pozorovani), ozriiaji se

Sz, Sz, ..., Sz

v

b)

Obr. 5.1: Charakteristicky pb¢h sezénni sloZzky: a) multiplikativni,
b) aditivni [8]
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Hodnoty tchto faktofi se pro jednotlivé roky ne#ni. Pro jednoznaost
dekompoziniho rozkladu se zpravidla pozaduje, aby se vlxdeaich
faktoni v ramci kazdého roku celkdvvykompenzoval, proto se tyto
faktory normalizuji formovani sezénnich faktof).

Multiplikativni sezénni faktory jsou bezrozmma cisla. Pro jejich
normalizaci se pouZivaji podminky:

ZS;— Lnebo |_1| Sz=1.

Aditivni sezonni faktory se udavaji ve stejnych njetkach jako

L
hodnoty¢asov&ady. Normaliz&ni podminka mé& tvaZ Sz =0.
i=1

5.2 Elementarni gristup k sezénni slozce

Uvazujme fadu {Y} 36 mesicnich pozorovani (pokryvajici fit
kalend#@ni roky pacinaje mésicem leden) s vyraznou multiplikativni
sezonni slozkou. Jeji analyzu provedemetvirocich.

1. krok. Vypateme centrované klouzavéupméry o délce 13 pomoci
vztahu

~ 1

Y, ZZ_(Y—G +2Y g+ L A2Y ot Xe) -
Tato operace umozni¢igtit pavodni ¢asovouradu od sezonni slozky.
Vypoétené centrované klouzavéiprery pak odpovidaji fiblizné sowinu
TrC,, tady\?t =TrG.

2. krok. Ugime podllyY/\( pro réz zZiejme platlY/\( Sz,.

3. krok. Zpamérnujeme Udaje pro jednotlivé kalerfdé nesice. Nap.
pro leden vyp&teme aritmeticky pmmér pozorovani s padovymi ¢isly
(v ¢asech) 1, 13 a 25. Takto ziskané hodn®zybudou (i dostatgném

poctu pozorovani) jen malo ovlivny rezidualni slozkou.

12
4. krok. Pouzijeme normalizai podminku ve tvarsz :1%2 Sz

t=1
5. krok. Sezonni faktorysz spaitené v pedchazejicim kroku fizeme
pouZit nap. ke konstrukci sezorrocistenérady (Y/ Sz= Ty).
Poznamka Uvedeného postupu je vyuZitelny i kigad aditivni
sezonni slozky s tim rozdilem, Ze operace nasodettieni nahradime
operacemi&tani a oditani.

49



Metoda kvalitativnich

proménnych

N
AN

5.3 Regresni pistupy k sezonni slozce

V tomto odstavci budeme uvazovat model
Y, =Tg+Sz+g, =12, ..,n
Podrobna analyza modeltohoto typu siznou aproximaci trendové
slozky je popsana ve skriptech [20]. Sezonni sloB@a se obvykle
aproximuje pomoci goniometrickych funksinus a kosinus s délkou
periody rovnou pétu obdobil v roce, pop. zlomku tohoto pétu.

Za predpokladu, Ze trend uvazovadg@sovérady je linearni, mizeme
nag. uvazovat model

V= Ay A frood g, 2

Na prvni pohled je iejmé, Ze jde o zobeény linearni regresni model,
takze odhady vSech jeho paranmiese vypd@tou s pouZzitim metody
nejmensicletverai.

V ptipack, ze vysledny koeficient determinacBR® je pilis maly,
muzeme do modelu postupmiidavat dalSi¢cleny ve tvaru uvazovanych
goniometrickych s polo¥ni, ¢tvrtinovou nebo jegtmensi periodou, nap

4t (At
B, cos(Tj  Bs SIV{TJ .

Z takto ziskanych modi&l nakonec vybereme ten, ktery vykazuje
maximalni hodnotu koeficientu determinace.

Zajimava je tzv.metoda kvalitativnich proménnych. Vychazi se
z modelu
Y =Tr+a % a4+ . +ag X,
kde a,,a,, ...,a, jsou parametry ax,,X,, ..., %, jsou kvalitativni
promenné definovanéiedpisem

_|1prot=i,
| 0jinak.

it

Parametrya,,a,, ...,a,, stejré jako parametry trendove slozky, s€ujr
metodou nejmensSiattverai.

Priklad 5.1. Aplikujeme tuto metodu naasovou fadu kvartalnich
pozorovani s lineagn rostoucim trendem a aditivni sezénni slozkou.
Budeme pitom uvazovat model

Y =T+Sz+re =4 +htra, x+a, x+a,%5+&,.
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Metodou nejmensichitveral (linearni regrese) gime odhady parameéir
b,b,a,a,a. Aby byla splgna normalizani podminka, sp@ieme

a=(a+a+a,)/4. Vysledek regrese bude nasledujici:

Tr=(b+a)+ht Sz=—a S= a & $z ,8 ;a Sz ,4a.
4
Normalizatni podminka je iejme splrtna: > Sz = g+ g+ g-47a 0.
k=1

5.4 Wintersova metoda

Wintersova metoda [26] je v podstat zobec®&nim metody
exponencialniho vyrovnavani stim, Ze se navic tadap odhaduje i
sezonni slozka. Je zalozena tedpokladu, Ze trendova sloZzka uvazované
fady je v dostatan¢ kratkychc¢asovych intervalech lineérni funkiasu, tj.

Tr = B, + [t
Jestlize odhady parameétr3,, B, aSz zkonstruované vaset ozn&ime
by (t).b(t) aSz( ). paka,(t)=h,(t)+b, (1)t predstavuje trovietrendu
pro ¢ast.

5.4.1 Multiplikativni Wintersova metoda
V tomto pipack se vychazi z multiplikativni dekompozice analyzo&a
asové rady. Necli a,(t),b(t),Sz() reprezentuji postugn trovei

trendu, jeho swernici a sezonni faktor vase t. Pak algoritmus
multiplikativni Wintersovy metody (Halv — Wintersiv algoritmus)
pracuje s nasledujicimi rekurentnimi formulemi:

a, (1) :aﬁﬂl—a)[%(t—lh h(t-17,

b (t) =Bl & (t) - a(t-1) |+ (1-B) h(t-1),
Sz(t)=ya0L(‘t)+(1-y) Sz (t 1

v nichZ a, B,y jsou vyrovnavaci konstanty (realéisla z intervalu(0,1)

aL patet sezon pipadajicich na jeden rok.

Pouziti uvedenych rekurentnich vzialbvSem pedpoklada, Ze jsou
k dispozici ,rozumné* odhady prag,(0),b(0), aSz( ) pro t=1-L,
2-L, ..., 0 Tyto patateni odhady se duji v podstat dvéma postupy:

51



Metoda backcasting

* pomoci empirickych vzotc(viz nag. [8,9],

* pomoci tzv.metody zpEtné extrapolace(backcasting method, ktera
jednoduse obraci snvyvoje casovérady a pedpovida tedy sénem
do minulosti.

Vyrovnavaci konstantya, S,y se vztahuji postugnk Urovni trendu,
jeho snérnici a sezénni sloZzceéasovérady. Jejich hodnoty udavaji, jak
rychle se statistické vahy jednotlivyatieni ¢asovéiady snmérem do
minulosti zmenSuji. Pro stanoveni optimélnich hadrgrovnavacich
konstant se pouzivaji kritérisliISE nebo MAD

Jakmile uéime hodnoty a,(t),b(t), Sz( ), mizeme konstruovat

(v caset) pfede\Edi pro ¢ast+r, >0, pomoci vztahu
t+r I:at) (t)T:I S;T—L( &7 - I)
Namisto odhadi5z,, ( t+7) pouzivame odha®z,,_ (t+7- L), protoze

prvni z odhad nemame jest k dispozici. To znamena, Ze pouzivame
nejaktual®jsi dostupny odhad sezénni slozky.

5.4.2 Aditivni Wintersova metoda

Aditivni Wintersova metoda je zaloZena ndedqpokladu aditivni
dekompozice¢asovérady. Algoritmus této metody vyuziva nasledujici
rekurentni formule:

ao(t)= (¥ SzL( £ 0)+(-a) a( £+ K £1],
)=Bla(9)-a(t-1)]+(1-8) b(t-1),
Sz(t)=y( Y- &( )) (1-y) sz (¢ )
ve kterych maji vSechny pouzité symboly stejny amnjako u metody
multiplikativni.
Predpowdi pro¢ast+r, 7 >0, maji tvar
Y., :[ao(t)+ q(t)r]+ Sz, (tr- 1.

Je Zejmé, Ze popsané varianty Wintersovy metody sed&janzlisi jen
typem dekompozicéasoverady.

Kontrolni otazky

1. Jak rozlisite multiplikativni a aditivni sezonnosku?

2. Jak utite paet sezénnich faktar

3. Pra se obvykle provadi normalizace sezénnich fai&or

4. Vyswtlete princip metody kvalitativnich pramnych.

5. Jaky je princip Wintersovy metody?

6. Cim se lisi multiplikativni Wintersova metoda odi jeglitivni varianty?
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Korespondereni Ukol 5. Vyberte libovolnowasovouradu obsahujici
minimalné 30 pozorovani a aplikujte na ni: metody:

¢) multiplikativni Wintersovu metodu,

d) aditivni Wintersovu metodu.

V obou gipadech jde o metodu Expo Smoothing — Seasonal.

Doporwena struktura:

1. streny popis vybranych dat {etn ptivodu),

2. vyrovnané hodnotyasové fady pomoci multiplikativni Wintersovy
metody,

3. vyrovnané hodnotyasové&ady pomoci aditivni Wintersovy metody,

4. porovnani obou variant Wintersovy metody,

5.interpretace vysledk

Pojmy k zapamatovani

» sezonni faktory,

» normalizace sezonnich fakigr
 elementarni fistup k sezonni slozZce,

* regresni fistup k sezonni slozce,

» metoda kvalitativnich prosmnych,

* Wintersova metoda,

» metoda backcasting (&qmé extrapolace).

Shrnuti

Tato kapitola se zabyva problémem, jak zpracovavasovychradach
sezonni slozku. Zavadi se v ni pojem sezonnictofiakd prezentuji se
zpasoby jejich normalizace. Podstattast kapitoly je ¥novana popisu
zakladnich gistupi k sezonni slozce (elementarnihdsspupu, regresnich
piistupi a Wintersovy metody), a to jak wipad® multiplikativni, tak i
aditivni dekompozice.
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6 POJMY A MATEMATICKY APARAT
BOXOVY — JENKINSOVY METODOLOGIE

Po prostudovani této kapitoly:

* pochopite zakladni pojmy teorie (stacionarita, kotelaini
funkce, parcialni autokoraiai funkce),

* nauite se poitat odhady autokoretai i parcialni autokoretai
funkce,

* nauite se zjiovat identifik&ni bod teoretické autokoreélai i
parcialni autokorelai funkce.

Kli¢ova slova striktni stacionarita, slabd stacionarita, autekani
funkce, Bartlettova aproximace, parcialni autokal funkce,
Quenouilleova aproximace, identifika body.

budeme se naénv nasledujicich kapitolach odvolavat. Problematika
urcovani identifik&niho bodu teoretické autokor&hd i parcialni
autokorelani funkce hraje rozhodujici Ulohuripdentifikaci modelu
(kapitola 10).

Vénujte maximalni pozornost pochopeni vSech zaklddrpojmi,

6.1 Stacionarita¢asovérady

V Boxow — Jenkinso¥ metodologii 1ze modelovat pouze stacionarni
casoveérady, resp. takovéady, které mohou bytipvedeny na stacionarni.
Vteorii se rozliSuje dvoji stacionarita striktni alaba. Striktni Striktni stacionarit
stacionarita predpoklada, ze chovantiplusného nahodného procesu, tj.
jeho rozdleni, je invariantni &¢i casovym posuim. Naproti tomuslaba Slaba stacionarita
stacionarita je mér omezujici; pozaduje se, abyigiuSny nahodny
proces mil konstantni sedni hodnotu, konstantni rozptyl a pro kovariance
platilo

cov(¥,. %) = coy X, X.,),
a to pro libovolné. Uvedeny vztah ffgdstavuje pozadavek, aby zavislost
mezi d¥ma libovolnymi pozorovanimi zavisela jen na jeji¢asové
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Bartlettova
aproximace

N
7

R
(4

vzdalenosti a nikoli na jejicasovém umighi viad. V dalSim vykladu
budeme pod pojmem ,stacionarita“ chapat slaboutadtu.

6.2 Autokorelaéni funkce (ACF)

Teoreticka autokoretmi funkceraduk (o, ), stejré jako jeji odhadr, ,
byly jiz definovany v odstavci 1.5. Jeji hodnoty eenauji struené jako
autokorelacéaduk. Pripominame, Ze autokorelai funkce je funkce suda,
tj. o, =p., aproto se iy praci s ni omezujeme pouze na hodnigtgtu
k > 0. Pritom vzdy plati

Po=1la|p|< 1prok> C

Praibéh autokorel&ni funkce je dlezitym faktorem @ vybéru
vhodného modelu pro danotasovou fadu (viz dale odstavec 10.3
vénovany identifikaci modelu). iRom je nutno wit takovou hodnotu
k =k,, za kterou z&ina byt teoreticka autokorelai funkce nulova, nebo

zjistit, zda takova hodnot#, vibec neexistuje. Pro dan@asovouradu
vSak teoretické autokorelace, nezname, a proto je musime odhadnout
pomoci vypétenych hodnot, . Fti rozhodovani o nulové hypotézz =0
porovnavame vypdenou hodnotu |r,| s dvojnasobkem s¥rpdatné
odchylky r,, tedy s hodnotow2o(r ). Tato konkrétni volba hodnoty 2

pro multiplikativni konstantu odpovida zhruba higdvyznamnosti testu
rovné 0,05. Pro stanoveni zréfe snmérodatné odchylky se pouziva
nasledujici aproximace.

Bartlettova aproximace[9]. Je-li g, =0 pro k > k,, pak plati

~ 1 & 2
o(r)= - 1+2.Z;rj k >k,
=

piicemzn je délka analyzovantasové&ady.
Piiklad 6.1 Vtabulce 6.1 jsou uvedeny odhady prvnich 10

autokorelaci p, hypotetickécasovérady o délce 119 (viz [9]). Wime
identifika¢ni bod autokorekmi funkce.

Tab. 6.1. Odhady autokoreéts funkce

k 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

r. | 0,31} -0,06|-0,07|0,10|0,08| 0,02| -0,13| -0,12| -0,05| 0,02

ReSeni Nejprve budeme testovat nulovou hypotédeu=0, tj. p =0
pro k >0. Pak podle Bartlettovy aproximace dostaneme
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o ()= ¥ ¥ 1g= 0.09 prek > 0

Z tab. 6.1 je ®jmé, Zer, je mnohem 3 nez20(r ), takze hypotézu
k, =0 na hladig vyznamnosti 0,05 zamitame. Zkusme nyni testovat
hypotézuk, =1. V tomto @gipadt dostaneme

o(r) =¥ (1+22) = 0,10 préc > 1

VS8echny odhadyr, prok >1 uz vyhovuji vyslovené hypotéze, coz

znamena, zek, =1 predstavuje hledany identifikai bod autokoreki
funkce uvazované&asovérady.

Je ovSem nutno adaznit, ze identifikéni bod nemusidbec existovat.

6.3 Parcialni autokorel&ni funkce (PACF)

Korelace mezi déma nahodnymi vetinami byvacasto zfisobena tim,
Ze ol nahodné vetiny jsou korelovany s jinymi vealinami. Parciélni

autokorelace udavaji korelaci me¥ a Y,, ociSttnou o vliv velgin

lezicich mezi nimi.

Teoreticka parcialni autokorelaéni funkce ¥Fadu k (parcialni
autokorelace radu k) p, je definovana jako parcialni korefd

koeficientY, a Y, pfi pevnych hodnotacty,,,Y,,, ..., Y., Vlastnosti
této funkce jsou podroknvyloZzeny v @ebnici [1].

Odvozeni vztail pro parcialni autokorelace je pdme jednoduché (viz
[3]). Vyjdeme z toho, Ze parcialni autokorelapg predstavuji parcialni

regresni koeficient v autoregréstéhoradu
Yo = P Yat P oot 0o it &
kde g je velina nekorelovana s vélnami y,_;, 1< j<k.

Jestlize vynasobime tuto rovnici V@tiou Y, a gejdeme ke sednim

hodnotam, ziskame vztah pro autokovariance ve tvaru
Vi = BaViat B2t o PuVin 1= L2, K

Po vydtleni této rovnice vetinou y, dostaneme vztah pro autokorelace
Pi = PaPiat PaPiot - PuPin: 1 =12, K

Pro j =12, ...k tedy plati
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P = PaPot PiofPrt - L1
P2 = PPt PiofPot o WL 2

P = PaPrat PioPi2t - TPulo

Odtud s pouzitim Cramerova pravidla dostaneme higdeztah pro
parcialni autokorelace

_R]
Puc = |Pk| )

vneémz |P| zna&i determinant matic®. Pritom P, je ¢tvercova matice

(k-téhoradu) autokorelaci ve tvaru

1 2] P P
P 1 P P
Pc=| o P 1 k-3
Pxr Pz Pies 1
a P, je rovrez ¢tvercova matice téhaadu, kterd ma tvar
1 P P 0 Py
%) 1 2

PR=lp A 1 - pss

Pia Pz Prs 0 Px
Je Zejmeé, Ze ob matice se liSi jen obsahem posledniho sloupcei Biyn
ukazeme, jak souviseji hodnoty parcialnich autdkotep,, s hodnotami

autokorelacip, .

1 p
_ 2
pllz%zpll P2 = [:)Ll I'[O)j :%_plzl , atd
1
pol

Je dilezité si pamatovat, ze plati, = o,.

Odhady r,, parcialnich  autokorelacip, se pgitaji pomoci
nasledujicich rekurentnich vztah
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r.ll = r.1’

k-1
M= z P
— j=1

M = = pro vSechné >
1-

Mea il

=1

kde ry =1, =TWa; Prg =12, .k = 1

Také u parcialni autokoredai funkce p,, je pro vykEr vhodného
modelu dilezité zjistit, zda ma&i nema identifik&ni bod, a pokud jej ma,
urcit jeho hodnotuk,. Pritom se postupuje analogicky jako Kigpack

autokorelani funkce p,: vypastené hodnoty [r,| se porovnavaji

s dvojnasobkem strodatné odchylky odhady,, tj. s hodnotowo (1, ) .
Ke stanoveni zmimé snérodatné odchylky slouzi nasledujici aproximace.

Quenouilleova aproximace (viz nag. [9]). Je-li g, =0 prok >k, ,

o(ry) z\/%, k>k,.

potom plati

Kontrolni otazky

1. Vyswétlete rozdil mezi striktni a slabou stacionaritou.

2. Jak se postupujeiphledani identifikéniho bodu autokoretai funkce?

3. Objasrte definici parcialni autokoratai funkcetraduk.

4. Jak se postupujeiphledani identifikéniho bodu parcialni
autokorelani funkce?

Korespondertni ukol 6. Vyjdéte z udai uvedenych v tab. 6.1 a sjiéte
odhady parcialni autokorelagj prok=1,2, ..., 5

Pojmy k zapamatovani

 striktni stacionarita,

» slaba stacionarita,

» autokorel&ni funkceraduk (autokorelacéaduk),

* identifika¢ni bod autokorelai funkce,

» Bartlettova aproximace,

» parcialni autokoretmi funkceraduk (parcialni autokoreladgéduk),
» identifikacni bod parcialni autokoreiai funkce,

* Quenouilleova aproximace.
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Shrnuti

V této kapitole jsou zavedenykteré zakladni pojmy teorigasovych
fad (striktni a slaba stacionarita, autokafelaa parcialni autokorelai
funkce). Zvlastni pozornost jgipm wenovana odhaidn autokorelani a
parcialni autokorelmi funkce, jakoZz | postupu pro dmvani
identifikatniho bodu obouéthto funkci (Bartlettova a Quenouilleova
aproximace).
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7 LINEARNI MODELY STACIONARNICH
CASOVYCH RAD

Po prostudovani této kapitoly:

» pochopite podstatu linearniho procesu,

e porozumite podminkam pro jeho existenci, stacibmaria
invertibilitu,

e poznate vlastnosti zakladnich tydinearniho procesu (proces
klouzavych sotti, autoregresni proces a smiSené proces).

Kli ¢ova slova linearni proces, bily Sum, operatoréupgho posunuti
(operator zptného posunuti), proces klouzavych &Gu autoregresni
proces, smiSeny proces.

—_—

Vyklad v této kapitole vychazi z pojmu linearnihoogesu a vymezen
podminek pro jeho existenci, stacionaritu a inbditu. Nasleduje
podrobna analyzy vlastnostii zkladnich typ linearniho procesu. Be
dukladného porozugmi této problematice nema smystistupovat ke
studiu nasledujicich kapitol.

N

7.1 Pojem linearniho procesu
Linearni proces je definovan jako nekodearada
Y =&+ e WL T (7.1)
kde ¢, jsou rejake parametry a vzajerinnekorelovaneé slozkye,
reprezentuji tzv.bily Sum s nulovou gtdni hodnotou, konstantnim
rozptylemo? a autokovariaini funkci invariantni @i posunuti waset.

Poznamka Pro obecny stacionarni linearni proces igba vztah (7.1)
prepsat ve tvaru

Y —U=EHYPE Y LE LT
kde p zn&i jeho stedni hodnotu. V dalSim vykladu budeme pouZivat
jednodussi reprezentaci linearniho procesu ve t{7afl).

Stacionarni linearni proces je tedy vy jako linearni kombinace
fady nekorelovanych stgjnrozctlenych nahodnych veiin. Takova
reprezentace sekdy ozn&uje jakoWoldova reprezentace

Pri zapisu linearniho procesu se obvykle pouziva taperator
zpétného posunuti(operator zpozdni) B, pro r€jz obecr plati
B'Y, =Y_, a samoiejms také Be, = ¢,

S pouzitim tohoto operatoru lze vztah (7.1) zapedtaru

61

Linearni proces

Operétor zptného
posunuti



D
AN

y, =¥ (B)e,

Y(B)=1+y,B+y B+ ... = 1+i<//j B
j=1

Linearni proces fize existovat pouze tehdy, kdyz nekémd fada
nahodnych vetin na pravé stranvztahu (7.1) konverguje ifedrgji
konverguje podle kvadratického ietlu). Postaujici podminka pro
existenci linearniho procesuma tedy tvar: Linearni proces existuje tehdy,

jestlize W(B) konverguje prd B< : ptitom B se povazuje za obgjnou
¢iselnou prominnou. Tato podminka soéasreé zarwuje i stacionaritu
linearniho procesua nulovost jeho s&dni hodnoty, tjE (\() =0.

Z praktického hlediska je utkzite, aby se s@asna hodnotay,

linearniho procesu dala vyjd pomoci hodnot fedchazejicich
Y., Y_,, ... a sodasné hodnoty bileého Sumu, tj. ve tvaru

VST HTLY (7.2)

Pouzijeme-li operator Zmného posunuti, izeme vztah (7.2)ippsat
ve tvaru
n(B)Y, =&,
kde

00

n(B)=1-mB-mB* - ..=1-> 7 B .
j=1
Linearni procesy, které lze takto vyfdd se nazyvajiinvertibilni .
Postatujici podminku pro invertibilitu linearniho procesu mizZzeme

formulovat takto: linearni proces je invertibilpgstlize IT(B) konverguje
pro [B|<1.
Priklad 7.1 Urime vztah mezi parametryy, ar . Vyjdeme
z podminky
W(B)m(B)=1,
pricemz s vyrazyW(B) anr(B) budeme pracovat jako s af@ynymi
mocninnymi fadami v proinné B. Po dosazeni z&(B) arr(B)

dostaneme
1+(l//1_771) B+(‘//2_7T#’1_7T2) B+ ..=1
takzey, =m, @,—my,—m,=0, atd
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Prakticky vyznam v Boxay — Jenkinso¥ metodologii maji speciélni
linearni procesy s kotirym (co nejmensSim @tem) p@tem nenulovych
parametil. Ffitom se parametry voli tak, aby vysledné modelyoxgvaly
podminkadm pro stacionaritu a invertibilitu.

V pavodni Boxo¥ - Jenkinso¥ metodologii se pracuje remi
zakladnimi typy linearnich proocis
» procesy klouzavych seétii — MA(Q),
* autoregresni procesy — AB(
e smiSené procesy — ARMA(Q),
promEnnép aq pritom udavaji poet parametr.

7.2 Proces klouzavych saiti

Proces klouzavych soéti ¥adu g (ozna&eni MA(Q)) je popsan
modelem

Y, =g +dE,t .. +59,6. ,=9(B)e,,
kde
J(B) =1+Zq“z9j B’
i

predstavujeoperator klouzavych sodti, 4,,7,, ...,J, parametry procesu
(redlnacisla) ag,, €, ....&_, slozky bilého Sumu, proa plati:

« E(g)=0 pro viechna

- var(g)=E(g)=0">0,

- cov(g & )=E(ge,)=0prot#s

Procesy klouzavych séti maji nasledujici vlastnosti:

1. Proces MA() je stacionarni pro libovolné hodnoty parametr
Diikaz 19(8) ztejmé konverguje pro libovolnou volbu parameetr

Z toho vyplyva, Ze postajici podminka pro stacionaritu procesu je

splrena. 0
2. Stedni hodnota procesu Még)je nulova, tj.EY, =0.

Diikaz.Z vlastnosti bilého Sumu bezpr@sire vyplyva

E(Yt)zEth+j§i;z9jq_jﬂ:E(g)+éﬂjE(g_j):o. 0

3. Pro varianci (rozptyl) procesu Mé)(plati
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var(Y,)=o (1+ 219 j
Ditkaz S pouzitim vlastnosti bilého Sumu dostaneme
var(Y,) = va{gt +Zq:l9jgt—i j = E[(‘ft +Zq:l91 & jT =
=L =1
= E(§2)+z9fE(£f_l)+ +z9q2E(£f_q) = 0
=0+ 90+ + 0% = 02(1+Zq:z9j2j :
=1

4. Autokorel&ni funkce p, procesu MAQ) ma tvar
S +Ad o, t . I D,

1+Zq:z9j2
=1

Tato funkce ma identifikani bod k, = q

P =

Dikaz Nejprve vyjadime autokoreléni funkci p, pomoci

:ﬁ, piitom ovSem plati (viz vlastnost 3)

0

autokovarianci ve tvaryo,
Vo =cov(Y,,Y) =var( Y) = (BZ& J Zavedeme ozriani
1 prop= 0,
5, = { prop

0 prop# 0

Pak pro autokovarianéaduk dostanemef, =1)

y _COV(Yt’YHk == E|:Zz9£t |Zz9£t+k ji| 222 Z%Q—jﬂ"
i=0 j=0 i=0j=

Je zejmé, ze cov(y,,Y.,)= 0 pro k> g, tj. autokoreldni funkce ma
identifikacni bod k, = g Nenulovécleny ve vztahu prg/, ziskame jenom
v pripact k- j+i =0, tj. proj =k —i . Proto

q-k

=0°Y 8.8, =0 (S 95t - +9,.5,)
i=0

Po dosazeni zg, a y, do vztahu pro autokoredai funkci p, dostaneme
hledany vzorec. O
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5. Parcialni autokoretai funkce p,, procesu MAQ) nema identifikani
bod, je omezena geometricky klesajici posloupnashtio sinusoidou
s geometricky klesajici amplitudou (viz riaf8]).

6. Proces MAg) je invertibilni, jestlize vSechny nulové body pabmu
J(B) lezi vre jednotkového kruhu v komplexni rowin

Dikaz Podle definice je proces MgY invertibilni, jestlize fada
n(B) =97(B) konverguje pro vechnfB|<1. Nectt h,h, ..., h jsou
koreny rovnice 77(B)=0, pak lze polynom#(B) rozlozit na soin
korenovycheinitela

5(8)=c[](8-n)
B)=c B-h ),
ﬂ 1
kde c je konstanta. Jetgjmé, Ze konvergendady 77(B)=9"(B) pro
vdechngB|<1 je zardena tehdy, kdyh‘ >1,j=12, .. 0

Pri praktickych aplikacich se ngjstji vyuZivaji procesy MA(1) a

MA(2).

7.3 Autoregresni proces

Autoregresni procestadu p (ozna&eniAR(p)) je popsan modelem

V=@ +P,Y ot o+ Y e (7.3)
neboli (s pouZzitim operatoru &mého posunuti)
#(B)Y, =&,

kde
¢(B)=1-¢B-¢,B°- .. -9 B
je tzv.autoregresni operator
Nekteré vlastnosti autoregresniho procesu uvedemedibleszu, a to

v téch piipadech, kdy je postup dokazovani analogicky tokbery jsme
pouZili v predchazejicim odstavci.

1. Autoregresni proces AR) je stacionarni, jestlize vSechny nulové body

polynomu¢(B) lezi vre jednotkového kruhu v komplexni roén

2. Stredni hodnota autoregresniho procesu@\R{ nulova, tj.E(Yt) 0.

3. Pro rozptyl (varianci) autoregresniho procesu gyRglati

0.2
var(Y,) = - - — .
1 ¢1p1 ¢2p2 ¢ppp

65

Model AR(p)

Autoregresni
operator



Model ARIMA(p,q)

4. Autokorel&ni funkce p, autoregresniho procesdR(p) nema
identifikacni bod a spluje soustavu difere@mich rovnic
pk :¢lpk—l+¢2pk—2+ +¢ppk—p pr0k> O (74)
Ditkaz Vyjdeme z defininiho vztahu (7.3). Tento vztah nasobime
postupi velicinami y,_, pro k>0 a pejdeme ke $ednim hodnotam.

Dokazovany vztah dostaneme ¥ghim takto ziskanych rovnosti
kovarianci y,. Lze ukazat, Ze autokoréld funkce procesu AR] je

linearni kombinaci geometrickych posloupnosti ausoid Gznych
frekvenci s geometricky klesajicimi amplitudami.

5. Parcialni autokoretmi funkcep,, procesu ARg{) ma identifik&ni bod

k, = p, coZz znamena, ze plati,, =0 prok > p
6. Proces ARY) je invertibilni pro libovolné hodnoty paramigtr
V praxi se ngjastji uplatiuji procesy AR(1) a AR(2).

7.4 SmiSeny proces

SmiSeny procesiadu p a g s ozngenim ARMA( p,q) se definuje
modelem
Y=Y @, Y+ AP Y FEFIE I E L LD E
nebo ekvivalent&is pouzitim operatoru Zmého posunuti
#(B)Y.=9(B)s,
kde ¢(B) je autoregresni operator{B) operator klouzavych soti.

Vlastnosti smiSeného procesu Ize odvodit z viastmeces AR(p) a
MA(Q).

1. SmiSeny proces ARM@p, q) je stacionarni, kdyZ je stacionarni proces
AR(p).

2. Stredni hodnota stacionarniho smiSeného procesu ARNVA) je
nulova.

3. Autokorel&ni funkce p, smiSeného procesu ARMA, q) vyhovuje
sousta¥ diferertnich rovnic (7.4) prck > g. Nema identifik&ni bod a

predstavuje (po prvnichg—-p hodnotach) linearni kombinaci

klesajicich geometrickych posloupnosti a sinusdzhych frekvenci
s geometricky klesajicimi amplitudami (viz af9]).

4. Parcialni autokoretai funkce p,, smiSeného procesu ARMA, Q)

nema roveZ identifikatni bod a je omezena (po prvnigh—q
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hodnotach) geometricky klesajici posloupnosti nekiausoidou
s geometricky klesajici amplitudou (viz itaf8]).

5. SmiSeny proces ARM@p,q) je invertibilni, jestlize je invertibilni
proces MAQ).

V praxi se ngjastji setkdvame s procesem ARNAL).

Kontrolni otazky

1. Jaka je podminka existence stacionarniho lineanmibocesu?

2. Kdy je linearni proces invertibilni?

3. Prct je dilezité, aby byl lineérni proces invertibilni?

4. Formulujte zakladni vlastnosti proée®IA(q), AR(p) a ARMA(p,q).

Korespondereni ukol 7.

Pouzijte ziskanych znalosti kéeni zakladnich vlastnosti proGesIA(1),
AR(1) a ARMA(1,1).

Pojmy k zapamatovani

* linearni proces,

e bily Sum,

e operator zptného posunuti (operator zp&hd),
* existence linearniho procesu,
» stabilita linearniho procesu,

* invertibilita linearniho procesu,
»  proces klouzavych séta MA(Q),
e  operator klouzavych séti,

* autoregresni proces AR

e autoregresni operator,

* smiSeny proces ARMAXQ).

Shrnuti

V této kapitole je definovan linearni proces a falovany postéujici
podminky pro jeho existenci, slabou stacionariinwertibilitu. Dale jsou
vyswtleny (v piipac) procesu klouzavych soétl) dokazany vlastnosti
vSech ti z&kladnich typ linedrniho procesu vztahujici se Kk jejich
stacionari, invertibilit¢, stedni hodnat a chovani autokoreiai i
parcialni autokorelai funkce.
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8 LINEARNI MODELY NESTACIONARNICH
CASOVYCH RAD

Po prostudovani této kapitoly:

e pochopite, jak fevadt nestacionarni ¢asové fady na
stacionarni,

» poznate model ndhodné prochazky RW a smiSené aviage
modely ARIMA,

* nauwite se provéagt diferenciaci a transformacasovychrad

» seznamite se s modely volatility ARCH a GARCH.

Kli ¢éova slova model ndhodné prochazky, smiSeny integrovany imode
diferertni operator, fad diferencovani, Boxova-Coxova transformace,

Boxova-Jenkinsova transformace, volatilita, modelRGH, model
GARCH.

V této kapitole se budeme zabyvat nestacionarnimeatnimi
modely ¢asovychtad, a to modelem nahodné prochazky RW a
smiSenymi integrovanymi modely ARIMA. &iujte pozornost
postumim, které umo#uji vychozi nestacionarnéasovou fadu
pievést na stacionarni a také ji linearizovat. Vézdiné casti
pojedname o tzv. modelech volatility, zejména medelARCH a
GARCH.

V piedchéazejici kapitole jsme se zabyvaly vyhgadstacionarnimi
procesy. V ekonomické praxi se va&sto setkavamedasovymiiadami
tvorenymi nestacionarnimi procesy, které jsou chargkieany

piitomnosti vyrazného trendu.

8.1 Proces nahodné prochazky
Proces ndhodné prochazkyproces RW) se popisuje modelem

Y =YatE (8.1)

Jde Zejmeé o specialni fipad modelu AR(1). Pomoci operatorutzigho
posunuti jej MiZzeme zapsat jako

(1-B)Y =¢,.

Vzhledem k tomu, Ze plati
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Y, Z(Y—2+£t—l)+gt Z(Y_3+¢f}_2)+£}_1+£‘t = ..,
Ize model (8.1) fepsat do tvaru
Y=Y +E e HE LT .,

kde Y, predstavuje hodnotu odpovidajiciho procestaset=0. Z toho

ovSem vyplyva, Ze proces nahodné prochazky jegetvanekonénym
souwtem nahodnych valin, jeZz jsou sloZzkami bilého Sumu. Prvni

diference tohoto proces(l)(t - Y_l) ziejme predstavuje proces bilého Sumu.

Proces stakovou vlastnosti se nazyva integrovamges 1.fadu a
ozna&uje symbolicky 1(1).

Ma-li proces RW &aset =0 hodnotuY,, pak jeho stedni hodnota
E(Y,) =Y, =u je konstantni, nezavisla rase. V pipac Y,=0 je jeho
stredni hodnota nulova.

Pro rozptyl procesu RW plati
var(Y,) =y, =E[ (s +&,+ .. +&)(6+5,+ .+e)]|=td® (8.2

C0Z znamen4, Ze je linearni funkaku a pra — o roste neomezen
Autokovariargni funkceraduk je dana vztahem (viz nag10])

Ve = E[(Yt %) (Y- X)] = E[('st et ) (EnitEt +‘91)}

=(t-k)o?,

takZze zavisi nejen na posunukti ale i nacaset a s rostoucintasem

neomezeéroste.

Ze vztahu (8.2) vyplyva, ze rozptyl dase (t—k) je roven
var(Y_,) =(t-k)o?, pak autokorekni funkce

£, =(t-K)/i{t=1) = [T 9/t =yL 1

také zavisi ngase a prd — o pii dané hodnatzpozdni (k) konverguje
k jedné.

Z uvedenych vlastnosti procesu RW vyplyva, Ze ndhqatochazka je
nestacionarni procesiipemz zdrojem nestacionarity je stochasticky trend.

8.2 SmisSené integrované procesy

SmiSené integrované procesy (procesy ARIMA) jsaiemny pro popis
casovychiad s ndhodnymi zémami trendu (Growé a sklonu). Vychozi
casovarada nemusi byt stacionarni, je vSak nutné, aby piaoditelna
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na stacionarni. Tentoigvod se uskut@uje diferencovanim vychozi
casové&ady.

I . q - del SmiSeny integrovany
SmiSeny integrovany proces ARIMAp, d, g) se popisuje modelem model ARIMA

#(B)W, =5(B)s,

vV némz
W, =A%y
W, reprezentujgasovouiadu zkonstruovanou diferenciaci vychaady Diferensni operator
Y, d je ¥ad diferencovania A diferenéni operator definovany jako Rad diferencovani
A%, =(1-B)" Y.
Model ARIMA(p, d, g) je moZno také zapsat ve tvaru
¢(B)(1-B)"Y, =9(B)s,. (8.3)

Konstrukce smiSeného integrovaného modelu se uvgalize dvou
krocich.

1. Nejprve se vychozi nestacionarndasova tfada W, prevede
diferencovanim, resp. vhodnou transformaci, naiataeni fadu Y,.

Pritom je teba si u¢domit, Ze diferencovanim se vychd@aisovarada
zkracuje.

2. Na stacionarnéasovouradu se aplikuje smiseny model ARMAG).

Modely ARIMA ziejm¢ predstavuji ,rozumny* kompromis ip
zeslabovaniigdpokladu o stacionatiARMA model.

Pokusime se vystlit, pro¢ se modely ARIMA nazyvaji integrované.
Pro jednoduchost budemetegpokladat, zed =1, a tedy W, =AY.

Opakovanym pouzitim vztahyy = AY dostaneme

Y EWHYL =W W+ Y= W W WY
Miazeme si pedstavit, Ze vlilenu Y,_,_, s rostouci hodnotok postupg

slabne, takze gwvodni procesY, dostaneme z procesW, postupnym

itdnim  (integrovanim). Proto se proces ARIMA(Q) nazyva
integrovanym procesem igsrEji integrovanym procesem Xadu), tj.
ARIMA (p1,q)~ I (1). Obec plati ARIMA (pd g)~1(d).

Jak stanovit hodnotu paramettd V podstat existuji ti pristupy.
1. Vizualni posouzeni stacionarity vychdaiy Y, a diferencovanyckad

A%, t=1,2, ...
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2. Studium odhaéi autokorelani funkce r, pro fady Y, a

t
A%, t=1,2, ... Jestlize hodnotyr, klesaji pomalu (fblizng
linearre), pak je nutno proveést dalsi diferenciaci.

3. Studium odhaii rozptylu profady Y, a A%, t=1,2, ... Za optimalni
se voli takova hodnota parametiuktera poskytuje nejmensi odhad
rozptylu.

Na za¥r se zminime je8to transformacicltasovérady. Negastji se

Boxova-Jenkinsova pouzivaBoxova-Jenkinsova transformaceve tvaru

transformace i
(1) _ Yt proA # 0
' logY, prod=0
Optimalni hodnota parametrd se utuje graficky (viz nap[8]). Dana
Casovarada se rozfli na kratké Useky (4 az 12 pozorovani) a v kazdém
z chto Usek se uti aritmeticky ptimér hodnot pozorovani a rozdil
mezi maximalni a minimalni hodnotou Sestroji se graf zavislostinam
(viz obr. 8.1).
r
A=-05 (1Y)
L=0 (logY,)
A=05 (Y)
A=1 (Y)
m
Obr. 8.1: Grafické stanoveni transfokmakonstanty.
Pro stanoveni hodnoty plati nasledujici pravidla.
» Je-li hodnota prakticky konstantni, voli s@ =1.
e Pokud hodnotaroste giblizné linearré s hodnotoum, voli seA =0.
* Roste-li hodnota rychleji nez lineard, voli seA <0.
* Naopak, roste-li hodnotapomaleji nez linear voli se0<A<1.
Boxova-Coxova Vedle pra¢ uvedené transformace se pouziva t&8akova-Coxova
transformace

transformace definovana fedpisem
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v = t/‘ ! prod # 0

t

logy, proA = 0.

Uvedenych transformaci se v praxi pouziva k lirezaniicasovychrad.

Priklad 8.1 Vyjadiete podrob& smiSeny integrovany model
ARIMA(2, 1, 1).
Resenj Pro parametry modelu platp=2, d=1, g= 1 To znamena
¢(B)=1-¢,B-¢,B°, $(B)=1+4BA=1 B
Po dosazeni do vztahu (8.1) mame
(1-4,8-4,8°)(1-B)Y, = (1+9,B)¢,.
S vyuzitim vlastnosti operatoru&pého posunuti nakonec dostaneme

Yt _(1+¢1) Y—1+(¢1_¢2) Y—2+¢2Y—3:£t +l9f:t—1

Kontrolni ukol 8.1. Vyjadiete podrob& smiseny integrovany model
ARIMA(L, 1, 2).

8.3 Modely volatility

Standarda pouzivané modely AR nebo ARMA poskytuji Spatné
vysledky @i analyze finatinich casovychrad. Takové&ady vykazuji 6zné
nelinearity, zejména silnou zavislost okamzitéhaptglu rady na jeji
historii. Ukazalo se, Ze vhodnym nastrojem pro m@ashi tchto
problémi jsou modely volatility. B jejich popisu se preferuji takové
charakteristiky, jakymi jsou podmind stedni hodnota a podminy
rozptyl.

V piipad® jednoduchého autoregresnihno modelu AR(1), popsanéh
vztahenY, =¢,Y_, +¢&,, plati pro podmigné charakteristiky nasledujici

vztahy:

E(Yt |Y—1) =¢.Y,a Va'( Y |tY—1) =0’
Z uvedeného vyplyva, Ze podndird stedni hodnoty nahodné véiy Y,
se véase ndni, ale jeji podmiény rozptyl Zistava konstantni.

Ozn&me veskerou informaci znamou dasu t-1 symbolemQ,_,.
Tato ,minuld“ informace je generovana vSemi minulyfmodnotami
gasovéiady {Y_, Y., ..}, véemi minulymi hodnotam{e_,&._,, ..} a

vhodnymi funkcemi d&chto hodnot. V modelech volatility se pracuje
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Volatilita

Model ARCH(1)

s podmignymi charakteristikami ve tvaru vhodnych nelineémfunkci
informaceQ,_,;:

M= E(Yt |Qt—1) = g(Qt—l) '
h=var(Y Q)= Q). H()> 0

Podmirny rozptyl se oznalje jakovolatilita ¢asovérady a funkce
h(.) jako skedasticka funkce V piipadc modelu AR(1) jeh(.) funkce
homoskedasticka pii proménlivém podmigném rozptylu funkce
heteroskedasticka

(8.4)

Modely volatility se nejastji zapisuji ve tvaru

Y=pu+e=g+efh= Q) +a Q)

kde e jsou nekorelované identicky roddné nahodné veliny
s podmignymi charakteristikamiE(g |Q,_,)=0avafe R._)=h a ¢

nezavislé identicky rozdené velEiny s nulovou sedni hodnotou a
jednotkovym rozptylem. UvaZzované modely jsotemy dv¥ma rovnicemi
(8.4), z nichZz prvni se obvykle nazyva rovnicéeghi hodnoty a druha
rovnice volatility.

8.3.1 Modely ARCH

Prvnim vhodnym néastrojem pro modelovani volatitif model ARCH
(Autoregressive Conditionally Heteroscedastic Mpd&tery vytvail a
aplikoval Engle [11] v roce 1982. Modely ARCH [8,13] vychazeji ze
dvou predpoklad:

 modely finaknich fad jsou heteroskedastické, tj. s peomou
volatilitou,

* jejich volatilita (h) je jednoduchou kvadratickou funkci minulych

hodnot proces{e}, tj. hodnot{e_,, e_,, ..} .
Obecny model ARCH) miZzeme zapsat ve tvaru

Yt :,Ut +£t\/ﬁ’ h:a0+a0é—1+ +am é—m'

Koeficienty a,,a;, ...a,, mohou nabyvat jen takovych hodnot, aby platilo
h >0. Posté&ujici podminka, zadwjici kladnost volatility, ma tvar

a,>0,0,20, ..a,=2 0

m=

Vlastnosti ARCH moddél ukazeme nafjklade modelu ARCH(1), tj.
modelu
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Yi :lut+£t\/ﬁ’ h=a,+a,§,, a,>0a,2 0

1. Nepodmirna stedni hodnota velin e je nulova, tj.E(g ) =0. Model

ARCH(1) je tedy slabstacionarni.
2. Pro nepodmiény rozptyl veltin g plati

var(q) = 1?‘; za podminky 8 a, < :To znamena, Ze je konstantni
1

v ¢ase a procefg} je nepodmitng homoskedasticky.

3(1—a2)

1
1-3a?

3. Pro nepodmigny koeficient Spiatosti velEin g plati >3 za

podminky 0<a, <\¥3, coZz znamena, Ze tie byt ¥tSi nez

u normalniho rozdeni.

8.3.2 Modely GARCH

Nevyhodou modél GARCH je skut&nost, Ze ¢asto vyzaduji ke
spravhému popsani volatility vysokiad m a stim souvisi nutnost
odhadovat velky pget paramefr. Tuto nevyhodu odstiaji modely
GARCH (Generalized ARCH). \&thto modelech riZe volatilita (tj.
podmirény rozptyl) zaviset navic na minulych hodnotachimpéeného
rozptylu.

Obecny model GARCH#, s) ma tvar
Y=u+eh, h=ag+daé + Y B h,
i=1 =1

kde ¢ jsou nezavislé identicky rozné veltiny s nulovou dgedni
hodnotou, jednotkovym rozptylemcéasto normalnim rozdenim) a
a, B (i =01 .;m,j= 1,2, .S) jsou parametry modelu, které spji

max{m,g
podminky:a, >0, ;20,8 20, ) (a+B8)<1

i=1

NejjednodussSim zastupcem madé€bARCH je model GARCH(1,1),
ktery je moZno zapsat ve tvaru

Y[:/'It+£t\/ﬁ’ h:ao+alé—l+ ﬂlh—l’ aO> O'al> O’ﬁlz O

Z&kladni vlastnostimodelu GARCH(1,1) jsou podobné vlastnostem
modelu ARCH(1):

1. Model GARCH(1,1) je slabstacionarni, jestlizer, + 8, <1.
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2. Pro nepodmiény rozptyl veltin g plati

var(e) :ﬁ za podminkyr, + B, < -
1 1

Rozptyl je tedy konstantni ase a proces(e} je nepodmidng
homoskedasticky.

3.Pro  nepodmitny  koeficient Spiatosti veltin g  plati

3(1— (o, + ﬁl)z)

1- 207 —(a,+ )

> >3 za podminkyl- 2a? -(a, + 8,)* > 0.

Modifikace modelu GARCH jsou podrogin popsany v monografiich
[3,10].

Kontrolni otazky

1. Jakeé jsou zakladni vlastnosti procesu ndhodné pakgt?

2. Cim se lisi proces nahodné prochazky od autoredrespfocesu
AR(1)?

3. Vyswétlete zakladni rozdil mezi procesy ARMAQ a ARIMA(p,d,q).

Jak se ufujefad diferencovani?

5. Jak se odhaduje parametk pii pouZiti Boxovy-Jenkinsovy
transformace?

6. Vyswvétlete pojem volatilita.

B

Korespondertni ukol 8. Vyberte libovolnoucéasovouiadu obsahujici

minimalné 50 pozorovani a aplikujte na ni dva vhodné modetgmci

Boxovy-Jenkinsovy metodologie (AR, MA, ARMA nebo AWRA).

V software NCSS vyberte metodu Box-Jenkins MetiRIMVA).

Doporuwena struktura:

1. strikny popis vybranych dat ¢etné pivodu),

2. vyrovnané hodnotycasové fady ziskané pouZzitim obou vybranych
modeti,

3. porovnani obou modil

4. interpretace vysledk

Pojmy k zapamatovani

* model (proces) ndhodné prochazky,
e smiSeny integrovany model,

» diferertni operator,

» fad diferencovani,

» Boxova-Jenkinsova transformace,
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» Boxova-Coxova transformace,

* sezoOnni smiSeny integrovany model,
» sezOnni autoregresni operator,

» sezoOnni operator klouzavych sty

» sezonni diferefni operator,

» volatilita,

* modely ARCH,

* modely GARCH.

Shrnuti

V této kapitole jsou popsany model nadhodné prochadRW) a
smiSeny integrovany model ARIMA. Zvlastni pozorngst pitom
vénovana diferenciaci a transformacim vychoéasovéiady. Zaérecna
¢ast @inasi zakladni informace o modelech volatility pimahych i
analyze finatnich¢asovychrad.
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9 LINEARNI MODELY SEZONNICH
CASOVYCH RAD

Po prostudovani této kapitoly:

e poznate, jak analyzovatasové fady, jejichz sezénni slozka ma
stochasticky charakter,

» pochopite souvislost mezi linearnimi modely (AR, MARMA
ARIMA) a odpovidajicimi sezénnimi modely.

Kli éova slova sezonni smisené integrované modely, sezOnniegresni
operator, sezénni operator klouzavych&busezénni diferemi operator,
sezonni autoregresni modely, sezénni modely klowhasoutu, sezonni
smiSené modely.

U ekonomickych a finatnich ¢asovychiad je rozumné fiedpokladat, z¢
jejich sezénni slozka ma vyrazny stochasticky dktara V této kapitole
piedevSim ukazeme, jak se pro dantgasovouiadu, jejiz trendova
sezoOnni sloZzka maji stochasticky charakter, Wgwasezonni smisSeng
integrované modely SARIMA. Pak stmé popiSeme strukturi
jednodusSich sezénnich mad&MA, SAR a SARMA (viz [3]), které jsol
v podstat specialnimi pipady modal SARIMA.

9.1 Sezo6nni smiSené integrované procesy SARIMA
Sezonni smiSené integrované procesy SARIMA sloufiogisu
¢asovychriad, jejichz trend i sezonni slozka maji stochagtickarakter.
Nyni si ukadZzeme, jak se postupujé ponstrukci gislusného modelu.
Pritom budeme fedpokladat, Ze mame k dispozi@du Y, mésicnich
pozorovani, kterd vykazuje vyrazné sezonni viiyyostem sezonL =12
v prabéhu roku.
1. Nejprve se zkonstruuje model ARIMA pro lednovéieni ve tvaru
®(B)A°Y, =0(B")7,, (9.1)
kde
®(B?)=1-®,B?-®,B*- .. -®,B?
jesezoénni autoregresni operatotadu P
0(B?)=1+0,B”+0,B*+ ... +Q, B'?
sezonni operator klouzavych sati Fadu Q a
A, =1-B®
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sezdnni diferetini operator, pro r§jz plati ALY, = (1— BlZ)D Y.
Model (8.2) se povaZuje za ARMA model proneda néieni.

2. Provede se konstrukce ARMA modelpro mefeni realizovana
v mgsicich Unor az prosinec. rd®lpoklada se, tyto modely jsou
priblizné stejné jako model (9.1).

3. Néahodné slozky;, by mely byt vzajemi korelované, protoZerejme
existuje ®jakd souvislost mezi lednovymi a Unorovymicienimi,
mezi unorovymi a teznovymi néenimi atd. Fedpoklada se tedy, Ze
casovouradu /), Ize popsat ARIMA modelem ve tvaru

¢(B)A‘n, =4(B)s,, (9.2)
kde ¢(B), #(B) jsou operatory zavedené v odstavci 8.1é&a
oznauje bily Sum.

4. Spojenim modél (9.1) a (9.2) dostaneme vysledny SARIMA model ve
tvaru
#(B)®(B?)A'ALY, =9(B)O(B?)s, (9.3)

Takto zkonstruovanymultiplikativni sezénni smiSeny integrovany
Model SARIMA model SARIMA se zapisuje ve tvaru

SARIMA(p,d,d)x( P, D, Q,,.
V obecném fipad méa takovy model tvar
SARIMA(p,d, q)x(PR. D Q, ,
kdeL ozn&uje paet sezén v daném obdobi @ed mésial nebo kvartal
Vv roce, ale také get dmi v tydnu apod.).
Aditivni varianta sezénniho smiSeného integrovanslodelu se pouziva
jen zidka.

Priklad 9.1 Vyjadiete podrob#é sezonni smiSeny integrovany model.
SARIMA (1,1,9)%(1,1,Q,,

D
AN

ReSeni Pro parametry plati:p=1,d=1,q=1,P=1,D= 1, Q=( To
znamen&p(B)=1-¢,B, J(B)=1+J,BA=1 BA,= + B
Po dosazeni do vztahu (9.3) mame
(1-¢,B)(1-®,B2)(1- B)(1- B?)Y, =(+ &, B¢,
S vyuzitim vlastnosti operatoru&pého posunuti nakonec dostaneme
Y~ (1+@) Yo+, Y,—(1+®) Yo+ (14 P+ 9D ) Y o5
(P + PP )Yt PN o (P PP )Y PP Y 5 +T5 .
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Kontrolni ukol 9.1. Vyjadiete podrob& smisSeny integrovany model
SARIMA(1,1,9)x(0,1,),,

9.2 Sezénni procesy klouzavych séui SMA

Sezoénni proces klouzavych sd@tha fadu Q, tj. SMA(Q), mizeme
obecré popsat modelem

V=6 +06  +O£ 5 + ... +®Q£t—QL
nebo pomoci operéatoru B jako
Y, =(1+0,B" +0,B + .. 49, B )5, =0, ( B e, ,

kdeL zn&i potet sezon v daném obdobi. Yejmé, Ze model SMAY) je
specialnim fipadem modelu SARIMA, a to SARIM{®,0,0)x( 0,0Q),

UvaZzovany model je stacionarni pro libovolné hogngiarameti a
invertibilni v pripack, Ze vSechny keny rovnice ©,(B) =0 lezi vrs

jednotkového kruhu v komplexni rowin

9.3 Sezonni autoregresni modely SAR

Sezénni autoregresni modekadu P, tj. SAR(P), ma v obecném
piipack tvar

Y=®Y +P, Y, +..+P, Y, +¢&,.
Pomoci operatoru B jejieme zapsat jako
®,(B")=(1-9B" -0 B - . -0, B")=¢,.
Uvedeny model ja také specialnintigpdem modelu SARIMA, a to
SARIMA (0,0,0%(P,0,9, Je invertibilni pi libovolnych hodnotach
parameth a stacionarni, pokud viechnyt&oy rovnice®, (B')=0 leZi

vn¢ jednotkového kruhu v komplexni rowin

9.4 Sezonni smiSené modely SARMA

UvazujemesmiSeny sezonni model SARMEP,Q), ktery mizeme
povaZzovat za specialni fipad modelu s ozkanim
SARIMA (0,0,0%(P,0Q), Tento model Ize zapsat ve tvaru
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Yt = chY—L +q)2Y—2|_ . +CDP Y—PL t &, +®l£t—L +®2£t—2L o +9Q5
S pouZzitim operatoru B jejiieme vyjadit jako

t-QL

(1-0B -0 B - .. - 0, B )Y, =(1+0,B +0,B' + .., B')¢
neboli ®, (BL)Yt = @Q(BL)gt. Z vlastnosti modél SMA a SAR vyplyva,

Ze uvazované smiSené modely SARMA jsou stacionfastljze vSechny
kofeny rovnice ®,(B") =0 lezi vre jednotkového kruhu, a invertibilni,

pokud vechny k@ny rovnice G)Q(B)L =0 lezi také vi jednotkového

kruhu v komplexni rovia
Kontrolni otazky

1. Pro jakéasoveérady jsou vhodné sezdénni modely?

2. Vyswétlete postup H konstrukci sezénniho smiSeného integrovaného
modelu SARIMA.

3. Jaky je vyznam paramettuv sezonnich modelech?

4. Jaky je principiélni rozdil mezi modely SMA, SARSARMA na jedné
strart a modely MA, AR a ARMA na str&rdruhé?

5. Cim se lisi modely SARMA od modeSARIMA?

Korespondertni ukol 9. Vyberte libovolnoucéasovoutadu, obsahujici

minimalné 50 pozorovani, s vyraznou stochastickou sezoérwiikel a

aplikujte na ni dva vhodné sezonni modely (SARIM¥X)software NCSS

pouZijte metodu Box-Jenkins Method (ARIMA).

Doporwena struktura:

1. strikny popis vybranych dat ¢etné pivodu),

2. vyrovnané hodnotycasové fady ziskané pouZzitim obou vybranych
modeti,

3. porovnani obou modil

4. interpretace vysledk

Pojmy k zapamatovani

» sezobnni smiSeny integrovany model,
e sezobnni autoregresni operator,

* sezoOnni operator klouzavych stiy

» sezobnni diferetni operétor,

* sezo6nni model klouzavych s,

* sezOnni autoregresni model,

¢ sezbdnni smiSeny model.
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Shrnuti

V této kapitole jsou popséany sezonni smiSené iategré modely
SARIMA a jejich specidlni fipady SMA, SAR a SARMA. Zvlastni
pozornost je itom vénovana postupu konstrukce mod&SIARIMA.
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10 KONSTRUKCE MODELU V BOXOV E-
JENKINSOV E METODOLOGI!

Po prostudovani této kapitoly:

» pochopite, jak se pro dam ¢asovouiadu (ne nuté stacionarni)
systematicky vytvA prislusny model,

* seznamite se podrobns postupy pouzivanymi fip identifikaci
modelu, odhadovani parametmodelu a verifikaci navrzeného
modelu,

» pochopite vyhody a nevyhody Boxovy-Jenkinsovy melogie.

Kli¢ova slova identifikace modelu, centrovantasové fady, odhad
parametii modelu, metoda nejmensich nelinearnétherai, podmirna
metoda nejmensich nelinearnittkierai, nepodmitna metoda nejmensich
nelinearnich ¢tverai, verifikace modelu, metoda fgparametrizovani
modelu, metoda odhadnutych rezidui, portmantedu tes

V této kapitole Vam fedevsSim ukazeme, jak pro dangasovouradu
systematicky ve fech etapach (identifikace, odhad parafetx

verifikace) vytvdit piislusny model. Uvedeny postup je vhodny pro
vSechny dosud probrané modely. V &ivkapitoly vyhodnotime klady {
zapory Boxovy-Jenkinsovy metodologie.

=

10.1 Identifikace modelu

Z&kladnim ukolem identifikace je v§b typu modelu a weni fadu
modelu. Ri identifikaci modelu se dopotuje volit nasledujici postup.

Nejprve se pfidi graficky zaznantasovérady a alespd vizualre se
oV¢ti, zda jefada stacionarni.

V piipad, Ze sledovanadiada neni stacionarni, je nutno ji
stacionarizovat s vyuzitim diferenciace, popBoxovy-Jenkinsovy nebo
Boxovy-Coxovy transformace. Podrobnosti jsou uvgde odstavci 8.1.

Pokud je sedni hodnota stacionarniho procesaspvérady) nenulova, Centrovaniasové
je treba fadu vycentrovat. Princigentrovani je jednoduchy — sta rady

nahraditiadu Y, fadou Y, -Y, kde Y predstavuje aritmeticky pgmér

vSech pozorovani. Jestlize existuji pochybnosti emutovosti stedni
hodnoty, doportuje se pouzit &nych statistickych test(nag. srovnani
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Metoda nejmenSich
nelinearnickttverai

aritmetického piméru Y s dvojnasobkem s¥rodatné odchylky tohoto
praméru spa@tené podle vzoifcv tab. 12.1 monografie [8]).

Vlastni identifikace je zaloZena na analyadhadi autokorelaéni
funkce r, a parcialni autokorelaéni funkce r,,. Ve wtSirn¢ pripadi stai

spaitat prvnich 20 hodnot obou funkci. Cilem vlastidentifikace je
urcit identifikacni bod k, téchto funkci, pokud existuje, s vyuzitim
Bartlettovy, resp. Quenouilleovy, aproximace (vapkola 6). Odhady, i
I Mohou byt navzajem sirkorelované, takze se dopoéuje netrvat na
jednozn&ném utenifadu modelu, ale vyzkouSet vice madel

Na zavr identifikacni etapy je vhodné spist pocateéni odhady
parametri pomoci vzoré uvedenych nap v tab. 12.2 monografie [8].

Tyto odhady jsou zpravidla velmi hrubé, vyuzivag g@ko vychozi
hodnoty pi odhadovani paramétmodelu v nasledujici etap

Vyvojovy diagram pro identifikaci je uveden na ob@.1.

10.2 Odhad parametii modelu

Odhady parameir navrzeného (jiz identifikovaného) modelu se
postupr upresiuji pomoci specialnich itetaich postup.

U jednoduchych mod&l je moZno pouzit ,ob3ejné“ metody
nejmensicketverai. Uvazujme nap model AR(1) popsany vztahem

Y =AY tE
kde ¢, je slozka bilého Sumu. Minimalizaci vyrazu

n n

Z Z(Y A

dostaneme pro odhad parametru

ADRATYDIN
t=1 t=1
Slozka & neni Zejm¢ korelovana s regresorelyj_, proto je odhadg,
nestrannym odhadem parametrg. Lze dokazat, Ze@, je také
konzistentnim odhadem parametgy Uvedena tvrzeni plati obetipro
modely typu ARp).

U slozigjSich model nelze jednoduchou metodu nejmensétherai
pouzit, ziskané odhady parantjsou obec# vychylené a nekonzistentni.
V takovém pipad se pro odhadovani parametpouziva tzv.metoda
nejmensich nelinearnich ¢&tverci. UkaZzeme si jeji  princip na
jednoduchém ipkladu.
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Vizuélni analyza’R

CR
stacionarni?

NE
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auréeni ident. bod

Odhad hodnopy
a ukeni ident. bod

Vybér modelu

Pai. odhady
parameti

( STOP )

Obr. 10.1: Vyvojovy diagram pro identifikaci modelu




Podmirgna metoda
nejmensich
nelinearnickétveral

Nepodmigna metoda
nejmensich
nelinearnickttverai

Predpokladejme, zZe pro danaiasovouiadu byl v identifik&ni etag
navrzen modeARMA (1,1), tj. dvouparametricky model ve tvaru
Y =@ Y tE+IE

Hledame takové odhady parantef, a,, pro réz nabyva funkce

S(4,.9,) = igf (.5), (10.1)

svého minima. Minimalizace s¢w (8.1) se fitom provadi pes takovy
obor paramefr ¢ ad, pro ktery je uvazovany model stacionarni a

invertibilni. Jde ¥ejm¢ o variantu klasické metody nejmenSiétverai,
v niz bily Sum je nelinearni funkci parantetiPro uvaZzovany model

ARMA (1,1) totiz plati

£ :—1_¢1BY.
" 1+9B

K vypostu & (¢,,9,) se pouziva rekurentniho vztahu

& (¢17191) =Y, _¢1Y—1_19f€t—1(¢1’19])'
Abychom mohli rekurentni vyget zahajit, musime znat @ateini
hodnoty Y, a&,(#, 4,) . jez jsou oviem nedostupné. V praxi se uipift
dva postupy:
1) podmirgna metoda nejmensich nelinearnétrerai,
2) nepodmigna metoda nejmensSich nelinearnétlera.

Podminéna metoda nejmensich nelinearnicl¥tverci je zaloZzena na
tom, Ze volime Y,=0ag, (¢, #,)=0 Uvedend metoda se nazyva
.,podmirgna“ proto, Ze se odhadnuté hodnoty bilého Sumditggo
v zavislosti na pewhzvolenych peatesnich hodnotachy, a&, (s, 2,) .

Nepodminéna metodanejmensSich nelinearnichétverca se snazi co
nejvice eliminovat zavislost na g@e:nich hodnotach, proto Iz&ekavat,
Ze bude poskytovat spolehijgi vysledky. Box a Jenkins [4] navrhli
minimalizovat sotet ctverai ve tvaru

S(4.9)=Y [E(e (09) 1% - Y) T (10.2)

t=—00
kde E(&(¢.9)IY, ....Y,) oznguje podmignou stedni hodnotu
veliciny &, pacitanou i pevnych hodnotaclktasovérady VY.,Y,, ..., Y, .

Snazime se tedy zkonstruovat odhady parameiak, abychom
minimalizovali odhadnuté hodnoty bilého Sumu ditoon vyuZili
maximalre informaci, kterou mame &asovéradk k dispozici. Podrobnosti
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o aplikaci nepodmiimé metody nejmensich nelinearnidherai Ize nalézt
v monografii [8].

Vlastni hledani minima funkc&(g,,4,) v oblasti gipustnych hodnot
parametit je zalezitosti numerické matematiky. V praxi seujfivaji
gradientovA metoda, Gaussova-Newtonova metoda gcaéfif)
Marquardiiv algoritmus, ktery je v podstakombinaci obou zmimych
metod. V gipack, Ze funkceS(4,,5,) je multimodalni (ma vice minim),
jsou pro stanoveni hodnot parandetnnohem vhod§si tzv. evoléni
algoritmy (genetické algoritmy, diferencialni evodu a jiné), jez jsou
zaloZeny na Darwinavteorii prirozeného vybru.

Zawretnym krokem v této etap je urceni piesnosti ziskanych
odhadi parametii. Aproximativni smérodatné odchylky odhadnutych
parametit pro vybrané modely AR, MA a ARMA jsou uvedeny btd2.7
monografie [8].

Vyvojovy diagram pro odhadovani parantetnodelu je uveden na obr.
10.2.

9.3 Verifikace modelu

Cilem této etapy je potvrzeni adekvatnosti (sprétina pravdivosti)
navrzeného modelu. Uvedeméepled nejastji pouzivanych metod pro
verifikaci modelu (viz [8]).

1) Metoda pireparametrizovani modelu Jsou-li smrodatné odchylky
odhadnutych paramétrpog. rozptylu bilého Sumu, nemé vysoké,
doporiuje se pouzit novy model $tgim pa@tem paramefr. Naopak,

Vv piipact, Ze se vyp&tené odhady paramétvyznamme nelisi od nuly,

je treba provést redukci ptu parameti.

2) Metoda odhadnutych rezidui Princip této metody ukaZzeme na

jednoduchém modeluARMA (1,1). Jestlize $, ad. jsou odhady

parametii tohoto modelu, pak pod pojmem odhadnutd rezidua
rozumime veliiny

ét :Yt_¢1Y—1_191‘§t—1'
Pro ¢asovou fadu €&chto odhadnutych rezidui sfieme odhady
autokorelani  funkce r1,(£). Princip metody pak spova

v porovnavani hodnotr, (&) s dvojnasobky jejich se&nodatnych
odchylek, tj. s hodnotarrﬁa(rk (é)) Plati-li pro rekterék vztah

r (&) > Za(rk (é)) ,
pak je o¥rovany model neadekvatni.
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< START >

Pat. odhady parametr

lteradni krok

Pozadované
piesnosti dosazeno?

Vypocet snér. odchylek
parameti

< sTOP >

Obr. 10.2: Vyvojovy diagram pro odhadovani parafetodelu
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3) Metoda zaloZzena na portmanteau testuJde o testovani statistické
hypotézy o adekvatnosti navrzeného modelu. Pousgvatatistického
kritéria (tzv.portmanteau statistiky) ve tvaru

Q: nZ rk2 (2)!

kden je délkacasovérady aK ptirozenécislo srovnatelné s hodnotou
Jn. Pro model ARMA(p g) ma portmanteau statistikeQ

asymptoticky rozéeni )(,E_p_q. Jestlize pro danou hladinu

vyznamnosti. a experimentakurcenéQ,,, plati

Qo > Xi-p-q (@)
zamita se @ovany model jako neadekvatni na hladiyznamnosti
a. V sowasné dob se k oe¢irovani adekvatnosti modelu uzivaji i jiné
(GeinngjSi) statistiky, nap

Q =n(n- Z)g‘ (rSE?) .

9.4 Vyhody a nevyhody Boxova-Jenkinsovaifstupu

Boxova-Jenkinsova metodologie ma ve srovnani s daeid
zaloZzenymi na dekompozici nasledujici vyhody.

1) Modely se rychle adaptuji na Znmy v pribéhu ¢asovérady, proto je
Boxova-Jenkinsova metodologie éSpa i v&ch pipadech, kde
dekompozice selhava.

2) Boxuav-Jenkingiv pristup vykazuje nejlepSi vysledkyiipanalyze
ekonomickychtasovychiad.

3) Boxiv-Jenkingiv pristup je systematicky, proto tbe byt pl
automatizovan.

Nevyhody Boxova-Jenkinsovdiptupu spatjeme v tom, ze:

1) je vhodny jen pr@asovérady o délce nejméb0 pozorovani,

2) jeho praktické aplikace jsou mnohem rEgSi nez aplikace
dekompozinich metod,

3) vysledné modely, zejména modely &3im pdatem paramefr, se
obtizrg interpretuji.

Kontrolni otazky:

1. Co je podstatou identifikai faze?

2. Jaky je postupipidentifikaci modelu?

3. Jaké metody se pouzivaji pdhadovani paramétmodelu?

4. Cim se lisi zakladni varianty metody nejmensichnedinichitverai?
5. Jak se postupujeippdhadovani paramétmodelu?
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6.Vysvétlete podstatu portmanteau testu.
7. Jaké jsou vyhody a nevyhody Boxovy-Jenkinsovy mielmgie ve
srovnani s metodami zaloZzenymi na dekompdaasové&ady?

Korespondertni ukol 10. Analyzujte s vyuzitim metody ARIMA
libovolnou ¢asovouiadu obsahujici minim&n50 pozorovani a vyberte
nejvhodrjSi model. B rozhodovani vezgte v Gvahu také sénodatné
odchylky paramefr, korel&ni matici parametr, autokorelace rezidui a
vysledky portmanteau testu.

Doporuena struktura:

 strutny popis vybranych dat ¢etné pavodu),

» vysledky analyzy vybranéasovérady (vybrané modely),

* porovnani vybranych model

» zdavodreni vybéru nejvhodijSiho modelu.

Pojmy k zapamatovani

* identifikace modelu,

» centrovaniasovérady,

» odhad parameirmodelu,

* metoda nejmensich nelinearnitherai,

* podmiréna metoda nejmensich nelinearnétrerai,
* nepodmikna metoda nejmensich nelinearnétrerai,
« verifikace modelu,

* metoda peparametrizovani modelu,

» metoda odhadnutych rezidui,

* portmanteau test.

Shrnuti

Tato kapitola je ¥novana postupu ip konstrukci modelu v ramci
Boxovy-Jenkinsovy metodologie. Jsou v ni popséiiyzakladni etapy
konstrukce modelu. tj. identifikace, odhad paraietverifikace modelu.
Zawreeny cast obsahuje stény vycet prednosti a nedostatkBoxova-
Jenkinsova fistupu k analyzéasovychiad.
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11 VICEROZM ERNE CASOVE RADY A JEJICH
CHARAKTERISTIKY

Po prostudovani této kapitoly:

e pochopite, ze vicerozZimé casové fady jsou zobecmim
jednorozné¢rnych¢asovychrad.

* poznate teoretické charakteristiky vicer@emych¢asovychrad,

* nauwite se peoitat hodnoty empirickych charakteristik vic
rozmernychéasovychrad.

D
]

Kli ¢éova slova viceroznérny nahodny proces, viceroZma ¢asovarada,
slaba stacionarita, vektor fstinich hodnot, kovarigni matice,
autokovariagni maticova funkce, autokoréld maticova funkce,
parcialni autokoretmi maticovéa funkce.

VétSina charakteristik jednorozimych ¢asovychitad je mozno zobecni|t
pro viceroznirnétady, misto skalarnich vein se vSak uvazuki veiny
vektorové. Obsah této kapitoly je proto n&&Si na pochopeni

Predpoklada se znalost zaktathaticové algebry. Zopakujte si zakladni

maticové operace, jakoz i metody konstrukce transpané a inverzn
matice.

11.1 Pojem vicerozrérné ¢asovérady

Viceroznerné casovériady chapeme jak zobesini jednoroznirnych
casovych fad. Pod pojmemm-rozmérné ¢asové rady rozumime
posloupnost chronologicky usf@gmanych vysledk pozorovanim riznych
nadhodnych  vetin, tedy mrozmérného nédhodného  vektoru

Y, = (Y Yo - Yo) - Vyideme-li z teorie nahodnych progesmizeme

fici, Ze mrozmérnd casova fada pedstavuje konkrétni realizaci
néjakého mrrozmerného nahodného procesu.

m-rozmérnou ¢asovou fadu je mozno definovat jako posloupnost
nahodnych vektdr ve tvaru {Y(s =SB T8 T [R}, kde T je
¢asova mnozina nabyvajici hodr{cﬁl,l, 2, } a mnozinaSreprezentujen

prvkovy vykerovy prostor odpovidajicin riznym slozkamcasovéiady.
Velicina m se nazyva roziem ¢asovéiady. V dalsSim vykladu budeme
vicerozngrné casovéady znait zkracert {Y,} ={Y,, Y, ... Y} -

93

m-rozmgrnacéasova
fada



Slaba stacionarita

Vektor stednich
hodnot

Poznamka

Praw¥ uvedena definicanrozmeérné ¢asovétiady vychazi z definicen-
rozmérného ndhodného procesu uvedené v monografii [3].

Slabéd stacionarita vicerozmérného c¢asové fady je definovana
analogicky jako stacionarita jednorosmé casovérady. Rikame, Zem-
rozmérnacasovérada je slab stacionarni, jestlize jsou sgimy nasledujici
podminky:

a) E(Y,) =p <« pro viechny hodnoty kde p je m-rozmérny sloupcovy
vektor stednich hodnot jednotlivyctasovychiad.

b) E[(Yt -n)(Y, —u)T} =X pro v3echny hodnotly kde X je kovariagni

matice typu mxm, na jejiz diagondle jsou rozptyly jednotlivych
¢asovychirad a mimo diagonalu jejich kovariance.

c) E[(Yt—u)(YHk—u)T}:Fk pro v3echny hodnotyt, kde T, je

autokovariagni maticova funkcefadu k (typu mxm), na jejiz
diagonéle jsou autokovariané&duk jednotlivychéasovychiad vcase
t pro danou hodnotka mimo diagonalu kovariancéchtorad, Ficemz
jedna je uvazovanadaset a druha waset +k.

Prvni podminka znamena, Zefesini hodnota vSeckasovychiad je
konstantni, tj. Wase nernna. Podob& druha podminka vyjddje
skute&nost, Ze rozptyly vSectasovychiad a také kovariance mezi vsemi
dvojicemi casovychiad jsou konstantni. Kotee¢ tieti podminka ukazuje,
Ze autokovariance jednotlivy@asovychrad a také kovariance mezi vsemi
dvojicemi nahodnych valin raznych jednorozrrnych casovych rad
zavisi pouze na hodnok a nikoliv nacaset. Ziejmg¢ plati I', = X. Navic

mezi autokovariafmimi maticovymi funkcemi plati vztal, =T",.

11.2 Teoretické charakteristiky

Uvedeme vztahy pro teoretické charakteristikyozmerné ¢asovérady
za redpokladu, Zéada je slab stacionarni. Takovéada ma konstantni
vektor stfednich hodnot

Hr,
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Kovariareni

a také konstantni (fase nernnou)kovarianéni matici £ definovanou matice

vztahem

o? cov(Y,,Y,) - co(Y.Y,)
cov(Yy,Y,) o, = oY, V)

COV(Ymt 'Ylt) COV( Ymt ’¥t) 02

m

vnémz veltiny 07,07, ...,02 reprezentuji teoretické rozptyly

m

jednotlivych¢asovychiad.
Autokovariarni

Autokovarian éni maticova funkce Fadu k uvazovan&asovérady se maticova funkce

definuje vztahem

ik Viak 0 Vg

r, = V2:1,k yz;Zk Vz:m,k

yml,k ymZ,k ymmk

kde ¥, :E[(Yn —,q)(\l(ﬁk —/Jj)} pro i,j=1,2, .m; k=0,+1+2, ...
Na hlavni diagonéle jsou postupautokovariance jednotlivyctasovych
fad {Y,} {Y}. ..{ Y.} a mimo diagonalu kovariancasovych fad,

piicemZ jedna je branadase t a druha ¥aset +k. Tato maticova funkce
sice nezavisi néaset, ale je samazejme funkcik. Autokorelani

Autokorelaéni maticova funkceradu k je definovana jako maticova funkce

p,=D7T,D**= (pij,k)
pro i,j=1,2, ...m kde D je diagonalni matice, v nity diagonalni
prvek pedstavuje rozptyiFté casovérady, tj.
D= diag(yn,o V11,00 "'ymm,O)'
Z toho vyplyva, Ze-ty diagonalni prvek maticové funkcg,, tj. prvek
P« je autokorelaceasovéiady {Y,} a (,j)-ty nediagonalni prvek, tj.
prvek

piy = Yik  __Vix
| (Vii,oVn‘ ,O)y2 (afaf)

je vzajemna autokorelace magisovymitadami{Y,}a {Y,}. Také pro

autokorel&ni maticovou funkci platp, =p’,.
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Parcialni
autokorelani
maticova funkce

Vektor aritmetickych
pramera

Empiricka kovariani
matice

Parcialni autokorelaéni maticova funkceradu k (p,,) je zobecgnim

parcialni autokoretmi funkce definované ¥asti 6.3 na vicerozénné
casovérady. Je definovana jako matice pararefs,, viceroznérné

autoregresé&-téhoradu
Y =P P ot o Y o tey,

kde vektore, je nekorelovany s veiinami Y,_; proj > 1. Z teto rovnice

Ize postupem, ktery je analogicky postupu ¥nému wasti 6.3,
odvodit explicitni vztahy pro parcialni autokoraiamaticovou funkci ve
tvaru

P ={T —clA HI,-blAD |7, kde (11.1)
l_‘0 FI l_qk—_z F:_l Fl
A = T riO Fl_g b, r?—z . C = I,
L FT1 | R

Special@ pro p,, dostaneme ze vztahu (114) =T ;-

11.3 Empirické charakteristiky

V této ¢asti ukazeme, jak se ¢itaji odhady teoretickych charakteristik,
tedy empirické (vybrové) charakteristiky, pro viceroZmmé casovérady.
Pritom predpokladame, ze délkasovérady{Y,} je rovnan a jeji rozngr
je m. Vypottené charakteristiky jsou sanfeprné nahodné vetiny.

Odhadem vektoru sdnich hodnot jeektor aritmetickych pr améra
jednotlivych¢asovychiad |, tj.

Yl
_ Y _ n
Y= ? ,kdeYizlz\(it.
N=
Y

m

Odhadem kovariami matice jeempirick& kovarianéni matice ve
tvaru

s G G
s=|@ % 7 |
Cu G Sy
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Na jeji hlavni diagonale jsoempirické rozptyly § (i=12, ...m)
jednotlivych ¢asovychiad, mimo diagonalu jsoempirické kovariance
(i,j =12, m) mezi jednotlivymi fadami. K jejich vypoétu se

G

pouzivaji vztahy

Empiricka
Empiricka autokovarianéni maticova funkceradu k ma tvar autokovariagni maticovéa
funkce
Cik  Cox = Cing
_ C21,k szk o Gy K
C =l : . Do
le,k sz,k T Cmm Kk

kde na diagonale jsou autokovariance jednotliv§abovychrad ¢, pro

danou hodnotuka mimo diagonalu kovarianceichto ¢asovych rad,
piicemz jedna je branadaset a druha Waset + k. Ziejme plati:

=

-
S

(% -V)(Ye -V, FL2 ..m

Gix =

=
I
i
1

-
=T

—‘JY), i EL2, ..m B

(Yit_Y)(X-ek

Gix =

=]
=~

t=

iy

Vypocty se provadji jen prok >0.
. ) Empiricka autokorekni
Proempirickou autokorelaéni funkci ¥adu k plati maticova funkce

r,=D 7%, D77,

kde D:diag(sf,ﬁ, ﬁ) je diagondalni matice, jejiz prvky jsou

empirické rozptyly jednotlivyclRasovychiad. Z uvedeného plyne, iay
diagonalni prvek matice,, tj.

Gix .
i =, i=12...m
S

je vlastré empiricka autokoretmi funkce ¢asovétady {Y,} a .j)-ty

nediagonalni prvek
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Empiricka parcialni
autokorel&ni funkce

Clj,k
(55)"
je empiricka vzajemna korelai funkce meziéasovymifadami{Yit} a

(v}
Odhad parcialni autokorelai funkce €mpirickou parcialni

autokorelaéni maticovou funkci) dostaneme tak, Zze do vztahu (11.1)
dosadime za autokovariad maticovou funkci I', jeji odhad, tj.

=12 .m,i#]

ik =

empirickou autokovariami funkci c, .

Poznamka Pro analyzu vicerozémych ¢asovychiad je moZno vyuZit
vSechny pistupy popsané &asti 1.3. Pro vytvi&ni gedpowdi plati to, co
bylo uvedeno ¥ésti 1.4, pro hodnoceni kvalitygrpowdi je nejvhodejsi
mira SMAPE.

Kontrolni otazky

1. Jak je definovanerrozmernacasovarada?

2. Které jsou zakladni teoretické charakteristikyozmérné casovéady?

3.Jak se pdtaji odhady zakladnich teoretickych charakterisfiko
m-rozmernou casovouradu?

4. Pra: se mira kvality pedpowdi SMAPE povaZuje za nejvhogai?

Korespondertni ukol 11. Vyberte si ®&jakou dvourozmirnou ¢asovou
fadu (obsahujici alespdb0 pozorovani) takovou, Ze sledované nahodné
veli¢iny spolu souviseji (nd&p mira nezagstnanosti a p@t uchazéi

o jedno volné pracovni misto). Sg&e pro tuto fadu vektor
aritmetickych pimeéra, empirickou kovariatni matici S a empirickou
autokovariagni maticovou funkcic, prok=1,2,3,4 at

Doporuwena struktura:

1. striEny popis vybranych dat ¢etre ptivodu),

2. vypcatet empirickych charakteristik,

3. interpretace vysledk

Pojmy k zapamatovani

* mrroznernacasovarada,

* slaba stacionarita,

vektor stednich hodnot,
 kovariartni matice,
 autokovariafini maticova funkce,
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 autokorel&@ni maticové funkce,

* parciélni autokoretai maticova funkce,

« vektor aritmetickych pimeéra,

» empirick& kovariaéni matice,

» empirick& autokorelai maticova funkce,

» empirick& autokorelmi maticova funkce,

» empirick& parcialni autokoralai maticova funkce.

Shrnuti

V této kapitole se zavadi pojem viceraznmé casové fady jako
zobecrni drive zavedeného pojmu jednorosmmeé ¢asovérady. Vyklad se
zan®iuje na definice zakladnich teoretickych charaktiérimkovychiad a
vypocet piislusnych empirickych charakteristik z experimemich dat.
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12 LINEARNi MODELY VICEROZM ERNYCH
CASOVYCH RAD

Po prostudovani této kapitoly:

e pochopite podstatu vicerogmého (vektorového) linearnih
procesu,

» porozumite podminkédm pro jeho slabou stacionaritu,

* poznate vlastnosti zakladnich typviceroznérného linearnihog
procesu (vicerozémny proces klouzavych soul, vicerozngrny
autoregresni proces, vicerozmy smiSeny proces).

» pochopite zakladni nastroje ke zkoumani kauzalwithhi mezi

casovymiradami (Grangerova kauzalita, analyza impuls —aegk

pochopite princip kointegragasovychrad.

[®)

Kli éova slova viceroznérny linearni proces, vicerozimé autoregresni
modely, vicerozrné modely klouzavych séti, viceroznérné smisené
modely , kauzalita, odezva na impuls, kointegrssovychiad.

Prechod od jedné dimenze k vice dimenzim znamen&sta pouze
vétsSi formalni a vypeetni slozitost fi konstrukci a analyze linearnic
modeli stacionarnichtasovychtad. Paralelni popis vicéasovychiad
vSak [Finasi rekteré prvky, které maji vyhradrviceroznérny charakter
(nap. kauzalni vztahy nebo kointegrace mezi jednotlivyiasovymi
radami).

=y

12.1 Vicerozmérny linearni proces

Stacionarni vicerozémny linearni proceqY,} mize byt vyjaden jako
linearni kombinacéady nekorelovanych identicky roddnych nahodnych
vektori. Takovy m-rozmérny linearni proces je definovan jako
nekonénéarada

Y. =lgtye tyL_,.., (12.1)

vniz |, je jednotkova matice typu mxm, w,, k=1,2,... matice
parametii typu mxm a {Et} predstavujem-rozmérny proces bilého
Sumu s nulovym vektorem &dnich hodnot a autokovarian maticovou
funkci (viz [3]).
X, prok =0,
0 prok # 0.

r=E(e) =]
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Poznamky

1. Pro obecny stacionarni viceroamy linearni proces jeréba vztah
(12.1) gepsat ve tvaru

Yt —n= |18t TYE LTV E ;..

kde n ozna&uje gislusny mrozmérny vektor stednich hodnot. Dale
budeme pouZzivat zjednoduSeného zapisu ved¢t2.1).

2. Namisto vicerozgrny linearni proces s&asto pouziva nazev vektorovy
linearni proces.

Pomoci operatoru 2mého posunuti (operatoru zpeéad) B Ize vztah
(12.1) zapsat jako

Y, =\|1(B)st,

pricemz

v(B)=1,+> y,B

k=1

Viceroznerny linearni proces je slalstacionarni, jestlize plati
Sy <w,
j:k ij k
kdey, , je (i,j)-ty prvek maticey,.

12. 2 Viceroznérné procesy klouzavych sotti

Model VMA(q) Viceroznerny (vektorovy) proces klouzavych sotta ftadu q
(ozna&ovany jakoVMA( g)) miZzeme popsat modelem

Y=g +9g  +9 £, ... +T8,
nebo s pouzitim operéatoru B jako
Y, =9,(B)e,,
kde 9, (B)=(I,+9,B+9,8% ... +9,B) je polynomiaini matice.

Je nutno si wdomit, Ze poet parametr miuze byt i i malémiadu
modeluq velky, protozes,,d,, ..., jsou matice, nikoliv skalary.

Proces VMA() je stacionarni pro libovolné hodnoty paramesr
invertibilni, pokud vSechny keny rovnice‘|1+1918+19182 .. +9,B=0
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lezi vre jednotkového kruhu v komplexni ro¢inJeho autokovari@ni
maticovou funkci je mozno vyjéi takto

g-k
>89, proksqg
- j:O ’

0 prok>q

k

pritom X, je kovariagni matice bilého Sumu@je nulova matice typu
mx m.

Hodnoty parcialni autoregresni maticové funkce ssoaci hodnotou
k exponencialé klesaji (viz[3]).
12.2 Vicerozmeérné autoregresni procesy

Viceroznerny (vektorovy) autoregresni procefadu p (ozna&ovany Model VAR(p)
VAR(p)) mamodel

YiZ@ Y 7 @,Y o+ o +0.Y,  +e (12.2)
ktery Ize pomoci operatoru B zapsat jako
9, (B) Y, =¢,.

Operator (pp(B)Z(ll—(plB—q)sz— —(ppo) ptitom predstavuje
polynomialni matici.

Tento proces je invertibilni pro vSechny hodnotyrapaeti a
stacionarni, jestlize vSechny flemy rovnice

~

‘Il—(plB—q)sz— ..—¢,B’|=0 lezi wvr¢ jednotkového  kruhu
v komplexni rovig.

Autokovariargni maticovou funkci procesu VAR mizeme vyjadit
jako (podle [3])

r - g, ,+o, L, ,+ .. +¢ I prok> 0
“ @I+, .+ T +X, prok= (

12.3 Vicerozmérné smisSené procesy

Model viceroznérného smiSeného procesadup aq (VARMA( p,q)) Model VARMA(p.Q)

ma tvar

MSTAIPRUASLER +¢th—p+8t+‘9§t—1+‘9§t— ot O g

q-tq

nebo (s pouZzitim operatoru B)
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Kauzalita podle
Grangera

9, (B)Y, =z9q(|3)"€t’
piicemz operatory

¢p(B):(I1_(PlB_(PzBZ_ —(ppo)
ad,(B)=(1,+9,B+9,B .. +9,B)

Jsou polynomialni matice. Proces VARMA) je stacionarni, jestlize
vSechny koeny rovnice ‘Il—(plB—(sz2 - .. —(ppo‘ =0 lezi vrg
jednotkového kruhu v komplexni rowina invertibilni, pokud se vSechny
koteny rovnicell, +8,8+9,B ... +9, B = 0 nachazeji vé jednotkového

kruhu v komplexni rovia

12. 5 Kauzalni vztahy

Jednim ze zakladnich problém jimz se zabyvd analyza
viceroznérnych ¢asovychiad, je studium kauzalnichifpinnych) vztali
mezi jednotlivymi ¢asovymi fadami. Kauzalita je pojem filozoficky.
Zakladni filozofické pistupy ke kauzakt jsou vysetleny nag. v praci
[16]. Aristoteles chape kauzalitu jako wmit spojeni mezi fi¢inou a
ucinkem rejaké sily. Empirik D. Hume se domniva, Ze kdyZgdgn jev
nasledovan jevem druhym a vyskyt druhého jevu @ jprvnim je
pravidelny a mnohokrat éveny, pak jev prvni je fii¥inou a jev druhy
dusledkem. Filozofické pojeti kauzality neni pro stdku vhodné.
V sowasnosti se ip ovérovani kauzalni souvislosti mezi jednotlivymi
casovymiradami pouZzivaji dva zakladniigtupy:

1. Grangerovo pojeti kauzality,
2. analyza odezvy na impuls (analyza impuls — reakce)

12.5.1 Grangerovo pojeti kauzality

Grangerova koncepce kauzality neni v souladu gdfiokym pojetim
kauzality. Okauzalité podle Grangera se mluvi v pipad, Ze existuje
korelovanost mezi s@asnou hodnotou jedné&asovéiady a minulymi
(zpozdtnymi) hodnotami jinych ¢asovych fad. ResrgjSi definici
Grangerovy kauzality je uvedena mnap monografii [3].

Pro testovani kauzality jsou nejvha@gii modely VAR. Struktura
modeli VAR umoziuje prevést testovani kauzality na vy&etani
nulovosti bloki urcitych paramett modelu VAR.
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Nejprve objasnimediné pouzivanou terminologii (viz [9]) vifpad,
Zze analyzujeme dakou mrozmernou casovou fadu, tj. sledujeme
paralelr¢ casové zrminy nahodnych vetin Y, Y, ..., Y, .

o Jestlize zpozhé hodnoty nahodné veily Y v modelu VAR

vyznamré ovliviuji jinou nahodnou velinu YJ pak veltina Y

kauzal® pisobi podle Grangera na vgfiu YJ .
« Jestlize veliina Y, kauzal® piasobi podle Grangera na wéfiu Y;, ale

velicin Y; kauzalg nepisobi podle Grangera na wéfiu Y, pak

existuje jednosgrna zévislosth nay,.

« Jestlize veliina Y, kauzalg pisobi podle Grangera na wétiu Y; a

také veltina Y, kauzalg pisobi podle Grangera na w@fiu Y, pak

mezi veltinami Y, a Y, existuje zptna vazba.

+ Jestlize veliina Y, kauzal® nepisobi podle Grangera na w@fiu a
také veltina Y; kauzal® nepisobi podle Grangera na wéfiu Y, pak
veliciny Y, a jsou podle Grangera nezavislé.

PouZziti zavedené terminologie ukadZzeme n#klpdu pevzatém

z monografie [9]. Budeme uvaZovat dvour@ny model VAR(1).

Z obecného (maticového) vztahu (12.2) dostanemenoael VAR(1) d¥¢

rovnice

Ylt = ¢11Ylt—l+ ¢12Y2t,— 1+ gﬂ.’
Y2t = ¢21Ylt—l+ ¢ 22Y2t,— l+ 2 |74
Pak stai otestovat nulové hypotézy o nulovosti parafhetvazovaného

modelu a na zakl&d vysledki téchto tesh rozhodnout, zda existuji
kauzalni vztahy mezi nahodnymi wefiami Y, aY,. Pak existuji

nasledujici moznosti.

« Je-li ¢,#0, pak veltina Y, kauzal pisobi podle Grangera na
veli¢inu Y,.

» Je-li 9,20, pak veltina Y, kauzalg pasobi podle Grangera na
veliginu Y, .

» Jestlize plati¢,,#20 a¢@,, = 0, pak existuje jednoséma zavislost

veliciny Y, na veltin¢ Y, .
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Odezva na impuls

D
AN

» Jestlize plati¢,,=0a¢,, # 0, pak existuje jednoséma zavislost
veli¢iny Y, na veltiné Y,.

 Jestlize platig,, =0 a¢@,, = 0 pak jsou veliiny Y, aY, podle Grangera
nezavislé.
VySetovani kauzality podle Grangera se safepme netyka jen

kauzalni zavislosti mezi dma jednorozrrnymi ¢asovymiradami.

12.5.20dezva na impuls

V této ¢asti ukdzeme, jak se vy&luje odezvavybrané vyswtlované
proménné jedn&asovéradyna impuls v nekteré rovnici modelu VAR.

Poznamka Neékteri autai (nagt. [3]) mluvi v této souvislosti @analyze
impuls — reakce

V mrrozmgrném modelu VAR mizeme sledovat (¢ase ndreném od
okamziku impulsu) celkenm’®odezev, pro kazdou m vyswtlovanych
proménnych vzdy m odezev na impulsy v jednotlivych rovnicich Za
predpokladu, Ze model VAR je stacionarni (s nulovyegkterem stednich
hodnotp), vliv impulsi ve vdechm® pripadech odezni, i kdyZ &znou
rychlosti. Tuto skut&nost budeme ilustrovat na nasledujicifikiadu
pievzatém z monografie [9].

Priklad 12.1 Uvazujme dvourozgrny modett VAR(1) s nulovou

stredni hodnotou

A ol e

Y, 0 0,3/ Yo/ \ &y
a jeho odezvu na jednotkovy impulgaset =0 v prvni rovnici, tj. pro
£,=0. Vtomto gipact (pti nulovych ostatnich hodnotach bileho Sumu)

budou odezvy nabyvat postupnasledujicich hodnot:
Yio &) (1 Yia) (0,6 0,2( 1 (0O
Y,o) \&0o) \0)" | Y. L0 030 | 0)
Y.)_(0,6 0,2(0,6_(0,3
Y,, o o3l o0) o)

Podobwr, odezvy na jednotkovy impulsdaset =0 ve druhé rovnici, tj.
pro £, , =0, budou nasledujici:
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Y1,0 _ €10 _ 0 Y1,1 _ 0,6 O, _ 0,
Yoo) (&0) 1) (Y, o 031 (03
Y. (0,6 0,2(0,2 (01
Y, 0 0,3\0,3 0,09°
PoznamkaP¥i vypoctech jsme pedpokladali, ZeY, je nulovy vektor.

Je Zejmé, Ze v obouifpadech odezvy v pbéhu ¢asu odeznivaji. Odezva
vyswtlované prominné Y, na jednotkovy impuls v prvni rovnici je

nulova, coz Ize vysilit tim, Ze paramety,, je roven nule.

12.6 Kointegrace ¢asovychiad

Tato cast se tyka vyhradnviceroznérnych ¢asovychtad, které jsou
nestacionarni. Ve &Sin¢ pripadi, kdyZz se linearh kombinuji
nestacionarnéasovérady, je vysledkem ap nestacionarni jednorozima
casovarada.

Nejprve gipomeneme, Ze model nestacionadsové rady {Yt}
predstavuje integrovany proceddu Id) (Y, ~1(d)), jestlize je mozné
tuto fadu stacionarizovat pomoci diferencovédu d. Speciald proces

nadhodné prochazky je integrovany procesiddu a smiSené procesy
ARIMA(p, d, g) jsou integrované processdu pra¥ d.

Jestlize nestacionarmi-rozmerna éasovéfada{Yt} spliuje podminku

Y, ~1(d), i=1,2, ...m pak pro linearni kombinaci jednotlivych slozek

této fady obecw plati Zm:aq\(n ~ {maxdj]. To znamena, Ze libovolna
i=1 j=1,2,..m

netrivialni (tj. nenulovd) linearni kombinace uvadoychiad nuze byt

stacionarizovana diferencovanim, jehoziad je maximem fadi

jednotlivychrad.

U finantnich ¢asovychfad mizeme relativa casto linears kombinovat
vychozi nestacionarriasovérady tak, Ze vyslednd linearni kombinace je
uz stacionarni. Takovyifpad se oznauje jakokointegrace uvazovanych
¢asovych rad a miZze byt interpretovan jako vztah ¢ité dlouhodobé
rovnovahy mezi d&mito fadami. Jednotlivécéasové fady jsou sice
nestacionarni, ale jejich spotey (kointegr&ni) vyvoj vcase dlouhodab
sméfuje k rejakému rovnovaznému stavu. Modelovani kointegraee |
v sowasnosti jednim z hlavnich témat ekonometrie (vi@nd2]).
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V praxi se kointegrace nejlépe analyzuje v modeM&R. UkaZeme to
ne jednoduchémifkladu gevzatém z monografie [9].

Priklad 12.2 Uvazujeme d¥ ¢asovérady {YJI} a{Y]I}. jez mizeme

modelovat spokné pomoci dvourozirného modelu VAR(1)
(Yltj=¢{Yll—lj+(£1tj=(015 _O’Zj(XYt_lj"'(gllj. (12'3)
Y2t Y2,l—1 £2t _1 o’ 5 Y2,t—1 £2t

Uvedeny model neni stacionarni, protoze rovnite-¢B|=0 ma

jednotkovy kden. Ani samotnéasové&ady

Y, =0,5Y

1t-1

-0,25Y,_,+¢,

Yy ==Y, +0,5Y,_te,
{v.} a{Y,} nejsou stacionarni, Ize totiz dokazat, ze sé& adji popsat
modelem ARIMA(0,1,1) a ten odpovidéa integrovanémacesu I(1).

Nyni transformujemerady {Y,} a{Y,} na jinétady {Z,} a{z,} a

bily Sum ¢,a¢&, na jiny bily Sumu,au, nasobenim zleva matici
[1 o,sj
P= :
-2 1
th_PYlt_lo’SYI lj!t_szx_lo’ €y
Z, Y,) (-2 1)\Y) Ly g,) (-2 1 )le,)
Protoze vztah (12.3) iieme pepsat ve tvaru
P(YHJ . p[vj F{g]
Y2t Y2,t—l £2t
dostaneme po dosazeni
ZZt O 1 ZZ,t—l u2t

Rozepséani tohoto modelu do sloZzek vypada takto:

Zy =Wy,
Ly =Zyy* Uy,
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takzerada{Z,} predstavuje pouze bily 3um, tj. proces I(0jada{ Z, }

proces nahodné prochéazky, ktery ferulové p@atesni hodnot (Z,, =0)

také procesem [(0).

Pred transformaci byly @b¢asovérady nestacionarni, po transformaci

neni v systému (zar@dpokladuZ,, =0) zadna nestacionartidda. Tato

skute&nost je zjsobena existenci kointegrdho vztahu (stacionarni
linearni kombinace)

Y, +0,5%, = Z = y.

DalSi podrobnosti o kointegraci jsou v monografifigf®].

Kontrolni otazky

1.
2.

9.

Jak je definovan pojem viceroZmy linearni proces?

Jaka je postajici podminka pro stacionaritu viceroamého
linearniho procesu?

Klasifikujte vicerozndrné linearni procesy.

Jak se definuji vicerozimé procesy klouzavych séhl a jaké jsou
podminky pro jejich stacionaritu a invertibilitu?

Jak se definuji viceroztmé autoregresni procesy a jaké jsou
podminky pro jejich stacionaritu a invertibilitu?

Jak se definuji viceroztmé smiSené procesy a jaké jsou podminky
pro jejich stacionaritu a invertibilitu?

Jaké jsou zéakladni fistupy k analyze kauzélnich vztahmezi
casovymi fadami a které modely jsou nejvh&@i pro jejich
sledovani?

Vyswétlete pojem kauzality podle Granger&im se li&i od
filozofického pojeti kauzality?

Jak se postupujgimnalyze odezvy na impuls?

10. Vyswtlete pojem kointegracgasovychrad.

Korespondertni Ukol 12. Definujte vicerozrrné procesy VMA(1),
VAR(1), VARMA (1,1) a utete podminky pro jejich stacionaritu a
invertibilitu.

Pojmy k zapamatovani
 vicerozngrny lineérni proces,
» vicerozngrny proces bilého Sumu,
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 vicerozngrny proces klouzavych soti,

* vicerozngrny autoregresni proces,

* vicerozngrny smiSeny proces,

» kauzalita podle Grangera,

» odezva na impuls (analyza impuls — reakce),
» kointegrac&asovychrad.

Shrnuti.

V této kapitole byl definovan pojem vicero&mého linearniho procesu
a provedena Klasifikace modelviceroznérnych c¢asovych fad se
zaneifenim na jejich stacionaritu a invertibilitu. Dalglyp zkoumany dva
zékladni pistupy k analyze kauzalnich vztalhmezi ¢casovymi fadami
(kauzalita podle Grangera, analyza odezvy na impulépripad
viceroznérnych nestacionarnicltasovych fad byla ¥novana zvlastni
pozornost problematice kointegra¢ettorad.
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13 ZAKLADNI POJMY SPEKTRALNI
ANALYZY CASOVYCH RAD

Po prostudovani této kapitoly:

» pochopite zakladni pojmy spektralni analyzy (Uhldrekvence,
spektralni hustota, periodogram, spektralni filtr),

* nauwite se, jak odhadovat spektralni hustotu,

» pochopite princip vybranych téstperiodicity (Fischeiv test,
Siegetv test).

Kli¢ova slova uhlova frekvence, periodogram, spektralni distii
funkce, spektralni hustota, filtry, vahy filtru,aRenovy véhy, testy
periodicity, Fishelv test, Siegéiv test.

Tato kapitola pedstavuje pouze Uvod do spektralni anal§asovych
fad; obsahuje #edevSim vyklad zakladnich paojmz uvedenéha
oboru. Zvlastni pozornostémujte postupm pro odhad spektraln
hustoty casové fady a pro testovani vyznamnosti vybranych
frekvenci.

—

13.1 Pojem uhloveé frekvence

Uhlovéa frekvence o se v souvislosti se spektralni analyzasovych
fad udava v radianech za uvazovakasovou jednotku, kterou jasové
,vzdalenost* mezi déma po sob jdoucimi pozorovanimiady. Nap.
uhlova frekvence2rr znamenda, Ze se za zvolendasovou jednotku
uskuté&ni praw jeden cyklusCim vétsi je hodnota Ghlové frekvence, tim
¢astji se v pabéhu danécasovérady cykly opakuji. V teorii se zavadi

pojem Nyquistova frekvence jez se definuje jako nejvySsi frekvence,

ktera umo#uje studovat periodické chovarbsové rady na zaklag
pozorovani provashych v diskrétnichktasech. Tato frekvence méepre
hodnotu .

13.2 Periodogram

Periodogram | (w) danécasovéiady {Y,} délky n se definuje jako

funkce uhlové frekvence ve tvaru
——[a w)+b?*(w)| pro-r<wsw, (13.1)
kde
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Spektrélni
distribwni funkce

Spektralni hustota

a(w) = %tz; ycos(wf)

b(w) = \Ez yisin(wt).
N=
Vztah (13.1) umoluje tedy poitat periodogram ifmo z hodnot
jednotlivych pozorovanfasovérady.

Periodogram Ize také konstruovat pomoci odhaditokovariatni
funkce

27T

| (w) :i(co +2:Z:ckcos(wk)j (13.2)

Do praxe byl zaveden jako nastroj pro hledani vgamgch
periodickych slozek (frekvencijasovérady. Redstavuje velmi hruby
odhad spektralni hustoty (viz dale).

13.3 Spektralni hustota

Nejprve zavedemspektralni distribu&ni funkci F(w). Tato funkce
ma pro stacionarnéasovouradu {Yt} s (teoretickou) autokovariani
funkci y, nasledujici vlastnosti:

a) je neklesajici v intervaluod(~7z, 77,
b) je spojita zleva v kazdém b&daného intervalu,

c) sphuje limitni vztahyF (-77) =0, F ()= vary,)

Pro zmignou autokovariaini funkci plati

Ve = Ifcos(wk) F(w), k= 0,1, ... (13.3)

v/

Vyjadieni (13.3) se nazyvspektralni rozklad autokovarianéni funkce.
Lze dokazat, Ze pro stacionatiaisovouradu existuje pravjedina funkce

F (w) suvedenymi vlastnostmi.

Je-li F(w) absolutd spojitd, pak existuje funkcef (w) s nazvem

spektralni hustotatakova, ze

F(a)):jif () doo.
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Vyraz f(w) dw piitom udava intenzitu, s jakou je periodicka slozka
s frekvencemi (a),a)+da)) zastoupena v danéasove radk. Intenzitu

zastoupeni periodické slozky s frekvencemi v irderv(w,w,) pak

uréuje integral
(]
If w) dw=F (w)-F(w).
a

Spektralni rozklad autokovariam funkce (13.3) je moZnaripexistenci
spektralni hustoty zapsat ve tvaru

[ cos{ak)t (@) o (13.4)

Vztah (13.4) reprezentuje Fourierovu transformacinkte f(w).

Prislusna inverzni Fourierova transformace pak um@ vyjadit
spektralni hustotu (a)) pomoci hodnot autokovariémi funkce y, jako

(@)= 3 noos(ak) = {wzykcosswk)} 13.5)

k_—oo

Z vyjadreni (13.5) vyplyvaji zakladni vlastnosti spektrdinstoty:
a) f(w) je periodicka funkce s perioddirr,

b) f(w) je reaina suda funkcef (w) = f (-w)), takze st& sledovat jeji

prabeh pro frekvencew(0, 7).

Piiklad 13.1 Urcete spektralni hustotu bilého Susu ”.\.IJ(
Re3enj Pro bily Sum plati: AN
E(g)=0, y,=varlg ) =0 pro viecna
V= cov(&, £,,)= 0 pro viechna .
Odtud podle vzorce (13.4) dostaneme
0.2
flw)=—==%.
( ) 2
13.4 Filtry
Nejprve uvedeme definici filtruFiltr s vahami {Jk} transformuje Filtry

danougasovouradu{Y,} nacasovouradu{Zz}, kde

2=y 5\, (13.6)
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Prenosova funkce
filtru

Predpokladame iitom, Ze uvedeny zapis ma smysl, ithda z oY,

J=—
v jistém smyslu konverguje. Vztah (13.6jgopmina vypget vyrovnanych
hodnot ¢asové tady {Y} metodou klouzavych pméri. Proto
nepekvapuje,ze filtrovani slouzi k vyhlazovani (vyrovnavantasovych
rad.

V praxi maji nej¢tsi vyznamfiltry useknutého typu, pro r&z plati
0,=0,j>m. Takovym filttim se tika filtry delky 2m+1. Dale se
rozlisuji filtry symetrické (o, =9J., pro vSechnak) a jednostrannée
(3, =0 prok<0).

Pro pochopeni dalSiho vykladu jaileZité, abyste si zopakova]li
vyjadieni komplexni exponencialni funkce ve tvaru
€“ = cosu+i Simw
a tzv. Eulerovy vzorce

e“+ew . &-a
COSW=————, Si=———

Ma-li sledovanarada {Y,} spektraini hustotuf (w), pak za jistych

predpoklad (zejména )’ d, <+ew) existuje také spektraini hustote w)

Jj=—

prefiltrovanérady {z}, piicemz plati

9(«w) =[D(w)

kde komplexni veliina D(a)) je tzv.prenosova funkce filtrudefinovana

“ f(w), (13.7)

vztahem
D(w)= Y 5.
j=—c0
Pro symetrické filtry maignosova funkceigjme tvar

D(w)zdﬁgdkcos(wk).

Vyznam genosové funkce spiva vtom, Ze nam umdagje clat
z&wry o (Einku daného filtru na sledovangasovouradu{Y} . Ze vztahu

(13.7) vyplyva, ze dany filtr Zdazni ve filtrovanérad{Z,} frekvence

blizké maximalnim hodnotérfD(a))‘z, zatimco frekvence odpovidajici
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nizkym hodnotémﬁD(a))‘2 naopak potlé. Vzorec (13.6) dovoluje odvodit
vztah pro spektralni hustotu stacionarnich prd@dBMA (viz nag. [8]).

13.5 Odhad spektralni hustoty

Je-li spektraini hustotaf (a)) spojita, pak je fsludny periodogram

jejim nestrannym odhadem.

Jako odhadf (cq))spektrélnl' hustoty pro konkrétni frekvena) se

pouZziva vyrovnany periodogram ve tvaru

m

f(w)= [ s(@w-a)!(w)daw, (13.8)

kde s(w) je rgjaka vhodné funkce. Vhodnou volbou funksgw) Ize
dosahnout toho, Ze vyraz na pravé sirdh3.8) je dostate¢ blizky
odhadované hodnotf (ay).

Vztah (13.8) nizeme ekvivalenthzapsat jako
" n-1
f(ap) =Wy +2D W geog w,K) |
k=1

v némz ¢, predstavuji odhadnuté autokovariancewa vhodré zvolené
vahy. Periodogramipvedeme na dobry odhad spektralni hustoty tim, Ze
v jeho vyjadeni (13.2) potléime pomoci vhodného systému vah
nespolehlivé odhadyg, s velkymi hodnotami indexk

Existuje bohata nabidka systénvah (systém tzv. oken) pro Parzenovy véhy
konstrukci odhail spektralni hustoty.(viz n&p[1]. V sowasnosti se za
nejlepSi povaZzujParzenovy odhadyzaloZené na vahach

2
1 1—6—k2(1—£j prok = 0,1, E
K 2

2n|” K
3
W, = l(l—%) prok =§—+ 1 .K
T
0 prok > K .

i ] n . .
kdeK je rgjaké sud&islo v rozmezi oo% do A Fritom se doporéuje
pocitat odhady spektralni hustoty pro frekvence

_ 1 -
w, X proj =0,1, ..K
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13.6 Testy periodicity

Testy periodicity pedstavuji objektivni metody, které unmogi
rozhodnout, zda je nebo neni mozno pro dafamovouradu zkonstruovat
model

Y, =,L1+Zp:(crjcos(a)jt)+,8j sir(wjt))ﬂ; t1=12, ..n (13.9)
j=1
vnémz u,a,,B; jsou neznamé parametry, navzajem izne frekvence
zintervall0,77), j=1,2, ..p  a & bily Sum s normainim roztenim
N (0,02), kde g >0 je dalSi neznamy parametr. VSechny takové metody
jsou zaloZzeny na vySetvani periodogramu. Uvedeme édwnegastji
pouzivané metody:

» Fischefiv test,
» Siegetv test.

Fischefv test Fischeniv test je zaloZen na testovani nulové hypotédy: vy, = ¢

proti alternativni hypotéze, ktera ma tvar (13.9ychazi se z hodnot
periodogramu dangasové&ady vypa@tenych pro frekvence

2nj

w, = ,i=12, ..m
n

kde m je nejwtsi celé ¢islo sphujici nerovnost ms<(n-1)/2. Za
piedpokladu, Ze je nulova hypotéza pravdiva, &éanby Zadna z hodnot
periodogramu byt vyznamin vy$Si nez hodnoty ostatni. Hodnoty
periodogramu se nejprve normuji do tvaru

_ (s

n=——""—10=42, .m
21 («)
j=1
Testovaci kritérium ma tvar
W= max7,.

j=1,2,..m
Nulova hypotéza se zamita na hladimyznamnostia, jestlize pro
experimentald zjisttnou hodnotu kritéria plati

W,,, > ge(a),
kde g.(a) ptedstavuje kritickou hodnotu Fisherova testu na ewvél
hladirg . Kritické hodnotyg, (@) jsou pro jednotlivan tabelovany naip
v monografii [9].

Jestlize pomoci Fisherova testu prokazeme vyznammgfaké
periodické slozky, na‘pfrekvencea);o, pak mizeme testovat vyznamnost
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dalsi (v pdadi podle velikosti) hodnoty periodogramu. Postapsg
analogicky stim, Ze se vynecha hodnmt(aujo) a hodnotam se snizi
o jednotku.

V praxi se ukazalo, Ze Fiscliertest je malo &inny v piipact tzv.
slozené periodicity kdy existuje vice statisticky vyznamnych
periodickych slozek.

Pii sloZzené periodicit se povaZzuje za vhod8i Siegefiv test jenz je
modifikaci testu Fischerova. Siegel [22] dopfirpouZivat k testovani
namisto kritériaV jiné kritérium ve tvaru

T :é(m —AgF(a))+,

kde (z)" =max(z,0 . g:(a)je kritickd hodnota Fisherova testu na

zvolené hladia vyznamnosti a0<A <1 predem zvolena konstanta.

Vtomto pgipad se nulova hypotéza zamita, kdyZz pro experimentalni

hodnotu kritéria plati
(Tﬂ )exp>t/‘ (a)’
t,(a) piitom oznauje kritickou hodnotu Siegelova testu na hladin

vyznamnosti a. Kritické hodnoty pro SiegéV test jsou tabelovany
v monografii [22].

Jestlize se pomocickterého z test periodicity pod& nalézt vhodny
model typu (13.9), pak se kdeni parametr u,a;,5, tohoto modelu

pouZzije metody nejmensiciveral.

Pro praktické aplikace spektralni analyzy se dofgeu pracovat
sc¢asovymi fadami délky alespp 100. Navic je vhodné jeStpred
zahdjenim spektralni analyzy odstranéiazovérady trendovou a sezénni
slozku.

Kontrolni otazky

. Jak se definuje uhlové frekvence v anal§asovychiad?

. Co je to periodogrardasovérady a jaky mé vyznam v praxi?

. Jak se definuje spektralni hustota a jak se odbaeli pribeh?

. Jak je definovan filtr a kemu slouZzi filtrovanéasovérady?

. K ¢emu slouzi testy periodicity?

. Jak se postupujefiptestovani periodicity vifjpad Fisherova testu
periodicity?

7. Jak se postupujetiptestovani periodicity vijpact Siegelova testu

periodicity?

o O WN PP
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Korespondertni Ukol 13. Vyberte si ®jakou dvourozrérnou ¢asovou
fadu (obsahujici alesppo30 pozorovani) s sptEte pro tuto fadu
periodogram.

Doporuwena struktura:

1. strigny popis vybranych dat ¢etrg ptivodu),

2. vypcaiet periodogramu,

3. aplikace Fisherova testu kéeni vyznamnych frekvenci,

4. interpretace vysledk

Pojmy k zapamatovani

* Uhlova frekvence,
* Nyquistova frekvence,
e periodogram,
» spektralni distribéni funkce,
» spektralni rozklad autokovariam funkce,
» spektralni hustota,
o Ailtr
o filtr useknutého typu,
o filtr symetricky,
o filtr jednostranny,
» prenosova funkce filtru,
» Parzenovy vahy (Parzenovo ,0kno"),
» Fischefiv test periodicity,
» Siegetv test periodicity,
» slozena periodicita.
Shrnuti
Tato kapitola pedstavuje Gvod do spektralni analyggsovychiad.
Zvlastni pozornost je ffjom weénovana vysetleni zakladnich pojiin
spektralni analyzy, takovych jako udhlova frekvenceeriodogram

spektralni hustota a testy periodicity. Vyklad jangten na praktické
aspekty spektralni analyzy. Vychazeg@evSim z monografie [9].
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AUTOTEST

Uvadime typové otazky, respiildady, jez se mohou vyskytnout
v zawrecném testu. ¥tSina z nich vyZzaduje volnou (téenou)
odpowd. PoZaduje se, aby odpair byly striené, ale pitom vystizné.
V piipact zadani, kterd vyzaduji¢faky vypaet, uvadime spravné
feSeni v hranatych zavorkach.

1. Definice CR, délky CR, chyby gedpowdi a miry kvality
predpowdi

2. Prehled zakladnich fstupi k analyze trendu. Princip metody
klouzavych piiméra

3. Princip Wintersovy metody

4. Linearni procesy: definice a klasifikace. VlastndsRMA modeli

5. Teoretické autokovarigni a autokorekni funkce: definice a
vlastnosti

6. Zakladni etapy vystavby modelu podle Boxe-Jenkir@dhady
parameti

7. Vyhlazeni zadan€R pomoci jednoduchych klouzavychipréra
deélky 3:
569,416,422,565,484,520,573,518,501,505,468,38334(B69,
372,439,448,349,395
[-; 469; 467,7; 490,3; 523; 527,3; 537; 53G08; 491,3; 451,7,;
386,7; 342; 337,7; 358,3; 393,3; 419,7; 412; 39,3
nebo
Vyhlazeni zadar®& pomoci klouzavych mediardélky 3:
569,416,422,565,484,520,573,518,501,505,468,38334(B69,
372,439,448,349,395
[-; 422; 422; 484; 520; 520; 520; 518; 5081 5468; 382; 334;
334; 369; 372; 439; 439; 395; -]

8. Rozepsat linearni model ARIMA(1,1,1)
[(1-4,8) (1- B)Y, = (1+5,8)5]
nebo
Rozepsat linearni model SARIMA(1,1x13,1,1)>

[(1-4,B)(1-,B7)(1- B)(1- B?)Y, =(1+4, B( #+ 0, BY) 5]
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