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Kapitola I: Pohybova rovnice hmotného bodu

1. Teorie
Nejprve ptipomenime zakladni definici hmotného bodu:

Hmotny bod je objekt, ktery ma nulové rozméry a nenulovou
hmotnost.

Pohybova rovnice hmotného bodu vychazi ze 2. Newtonova zakona
(Zékon sily), kterou Newton vyslovil ve znéni: Hmotny bod se pohybuje se
zrychlenim, které je primo umeérné velikosti piisobici sily, nepFimo umerné
hmotnosti hmotného bodu, a ma smér pusobici sily, neboli
F

b

Ql

m

Dnes zapisujeme zakon sily Castéji ve tvaru

ma=F ,
pficemz F je tieba chapat jako vyslednici viech piisobicich sil,

takze Newtonova pohybova rovnice hmotného bodu je

mi=YF, . (1.1)

i
i=1

|

Mezi sily F,,i=1...n pfitom zahrnujeme vSechny akéni sily, tj. takové,
které nezaviseji na vazbach hmotného bodu, a sily vazbové, které naopak
jsou generovany existujicimi vazbami.

Dynamické ulohy se Casto fesi s pouzitim d'Alembertova principu,
kterym se zavadéji tzv. dynamické silové U¢inky. Pro hmotny bod je
takovym dynamickym silovym U¢inkem dynamicka (téz setrvacna,
d'Alembertova, ...) sila

—

D=-ma , (1.2)

ktera dosazena do (1.1) dovoli napsat d'Alembertovu pohybovou rovnici
MF+D=0. (1.3)
i=1

Nula na pravé strané pfipomind rovnici rovnovahy zndmou ze statiky.
Proto se (1.3) ¢asto nazyva jako rovnice dynamické rovnovaihy.

2. Priklad

Budeme studovat
pohyb matematického
kyvadla v odporujicim

prosttedi podle Obr. 1.
Matematické  kyvadlo  je
reprezentovano  hmotnym
bodem o hmotnosti m
zavéSenym na nehmotném
vlakné¢ délky / v tihovém
poli g. Odporujici prostredi

je charakterizovano
koeficientem £ .

Obr. 2. znazoriuje
kinematicke schéma.

Uhlovou vychylku ¢ vldkna
budeme méfit od svislice,
kterd je kolinearni s danym
vektorem tithového zrychleni
g . Uhlové vychylce ¢
odpovida dréha s
probéhnutd hmotnym bodem
po kruhové trajektorii s polomérem rovnym délce / vldkna a se stfedem v
misté zakotveni vldkna. Vldkno samo piedstavuje normdlu trajektorie a

Obr. 1: Matematické kyvadlo
v odporujicim prostredi
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teCna trajektorie je k
této normale kolma.
Na te¢né lezi vektor v

rychlosti a vektor a,

~ te¢ného zrychleni
hmotného bodu.
Vektor a

n
normalového zrychleni
hmotného bodu lezi na
normale.

Na Obr. 3. je
silové schéma neboli
uvolnéni  pro  dany
pfipad. Hmotny bod je
zde nakreslen jako
odpojeny od vazby, tj.
od zavésného vlakna,

pficemz vazebny
ucinek  zadvésu  je
nahrazen vazebnou

silou N lezici na
normale.

Obr. 2: Kinematické schéma

Akénimi  silami
jsou sila tithova

—

G =mg 2.1)

a odpor prostfedi R, ktery uvazujeme jako pfimo Gmémy druhé mocning
rychlosti v a sméfujici vzdy proti sméru rychlosti v, tedy

R=—kvfy , (2.2)
kde k£ je dand konstanta a absolutni hodnota |v| zajisti, ze skutecné R

vzdy smétuje proti v .

Budeme-li postu-

povat metodou
d'Alembertovou, bude
nakonec soucasti

silového schématu i
dynamicka sila podle
(1.2). Protoze jsme ale
zavedli zrychleni a
hmotného bodu ve

slozkach a a

t s n s

zavedeme  analogicky
ve slozkach

D, =-ma,,
- (2.3)
D, =-ma,

i dynamickou silu D.

Ulohou je urdit
pro dané  hodnoty
g,m,l k funkce v((p) a

N ((p) pfi dané
pocateéni  podmince
V(¢’o ) =V -

Nejprve napiSeme podle silového schématu rovnice dynamicke
rovnovahy v soufadnicovém systému te¢na-normala jako

t: =Gsin(p)—R-D, =0,
n: N-Gcos(p)—D, =0.

Obr. 3: Silové schéma

V rovnicich nyni specifikujeme sily G, R, D,, D, podle (2.1) az (2.3)

—mgsin((o)—k|v|v—mat =0, (2.4)
N —mgcos(p)—ma, =0. ‘
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Nakonec piipojime kinematické rovnice hmotného bodu v soufadnicovém
systému te¢na-normala

dv  vdv
“ Va5 lag
s
4 (2.5)
V2
a,=—.
/
Dosazenim (2.5) do (2.4) dostaneme po Upraveé dvojici rovnic
vV 11k glsingp) =0, (2.6)
dop m
2
N—mgcos((p)—mvT=0. (2.7)

Prvni z nich, (2.6), je pfimo hlavni pohybova rovnice, protoze neobsahuje
zadné vazbové sily. Druhd rovnice, (2.7), poslouzi k vypoctu vazbové sily
N poté, co z rovnice (2.6) vypocteme rychlostv .

Reseni rovnice (2.6) komplikuje pfitomnost &lenu |v

, ktery
znemoznuje analytické feseni. Vzhledem k definici absolutni hodnoty
X pro x>0
x| =
—x pro x<0
rozloZime feSeni do dvou krokd.

V prvnim budeme piedpokladat pohyb kyvadla zleva doprava, tj.
v > (0 pfirostoucim ¢ . Rovnice (2.6) pak bude

2
lﬂhﬁvz + alsin(p) =0, 2.8)
2 dop m

kterd substituci v’ =z piejde na linedrni diferencidlni rovnici 1.fadu s
konstantnimi koeficienty a nenulovou pravou stranou

4z L 2H o oglsinge). (2.9)
do m
Obecné feseni takové rovnice se sklada z obecného feseni z,, () piislusné
homogenni rovnice
d ZH —+ Z_Id z
do m

L =0 (2.10)

a z partikuldrniho integralu korespondujictho se (v tomto piipad€)
specialni pravou stranou uplné diferencidlni rovnice.

Charakteristicka rovnice k rovnici (2.10) je
26 _
m

A+ 0,

takze obecné feSeni homogenni rovnice je

kde A je integracni konstanta.

Partikularni integral pfedpokladame ve tvaru
2 = peos(p)+ gsin(p),

kde p, g jsou konstanty, které ur¢ime metodou neurCitych konstant, tj.
dosazenim do uplné rovnice (2.9):

d . 2kl . .
@ [ cos(¢) + gsin(p)]+ o [ cos(p) + gsin(p)] = —2glsin(p)
~ psin(p)+ geos(p)+ p 2L cos(p)+ ¢ 22 sin(p) = ~2¢7sin(9),
m m

(q + pz—kl} cos(go) + (— p+q 2—”) sin(go) = —2glsin(@).
m m
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Pro p, g dostavame dvé rovnice

s feSenim
20lm?
P=— X 272
m-+4k°l
B 4kl*gm
m* +4k* 1

Obecné feseni Uplné diferencidlni rovnice (2.9) je tak

2kl 2glm* cos(p)— 4kl* gmsin(p)
z\p)= Adexp| ———¢ |+
() p[ - (pj FERYETE
resp. po upraveé a vzhledem k substituci,

mcos(p)— 2kl sin(¢p)
m’+4k°

vz(go):Aexp(—z—’d(p]uglm (2.11)
m

Integra¢ni konstantu 4 budeme fesit pozdéji.

Ve druhém kroku budeme piedpokladat pohyb kyvadla zprava
doleva, tj. v <0 pii klesajicim ¢ . Rovnice (2.6) pak bude rovnice

2
lm—ﬁvz + alsin(p) =0, 2.12)
2 dp m

ktera se od (2.8) lisi vlastné jen znaménkem u konstanty k. Dostaneme
proto feseni pro (2.12) zdmeénou znaménka u £ ve vysledku (2.11):

mcos(p)+ 2kl sin(p)

m® + 4k 213

vi(p)= 4 exp(z—kl goj +2glm
m

Nyni budeme fesit otdzku integracni konstanty A . Pfedpokladejme,
ze sledovany d¢j zacind pohybem zleva doprava, tedy podle (2.11),
pocate¢ni rychlosti v, > 0, z polohy vlevo od svislice, tedy z polohy, kde

@ =@, <0. Dosazeni této pocatecni podminky do (2.11) umozni vypocet
integracni konstanty 4, kterou oznac¢ime jako 4,, takto

mcos(¢, )— 2kl sin(g, )
m2+4k212 . (214)

2kl
eXp| — ?,
m

V prvni poloving uplného kyvu tak bude zavislost rychlosti na poloze

2kl mcosl@)— 2kl sin(p
v((0)=\/Aoexp(—7(pj+2glm n£2)+4k2[2 ( )

ve —2glm
A4, =

(2.15)
S pfechodem hmotného bodu do prostoru vpravo od svislice ovsem
rychlost hmotného bodu klesa, az pii ur€itém ¢ =¢, >0 se zastavi,
v(qol ): v, =0. Dosazenim do (2.15) tak dostaneme rovnici
m cos((p1 )— 2kl sin((o1 )

A4, exp(—z—klgolj+2glm > 5 =0

pro ¢, . Tato rovnice je ovSem feSitelna jen numericky.

Nyni bude sledovany dé¢j pokracovat pohybem zprava doleva, tedy
zapornou rychlosti podle (2.13), s vychozi rychlosti v, =0, z polohy

vpravo od svislice, tedy z polohy, kde ¢ = ¢, > 0. Dosazeni této pocatecni

podminky do (2.13) umozni vypocet integracni konstanty A4, kterou nyni
oznacime jako 4, takto

mcos(gol)+ 2kl sin(qpl)

A, =-2glm 2 :
(m2 +4k° )exp( golj
m

(2.17)
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Ve druhé poloving tplného kyvu tak bude zavislost rychlosti na poloze m = 2,0 kg,

- [=30m
2kl mcos(¢)+ 2kl sin(p) m
v(gp):—\/Alexp(?(pj+2glm IERyETE . (2.18) g =10,0 ms>,
e o y . C o s k=02kgm™
Uplny kyv skon¢i, kdyz rychlost hmotného bodu opét pii urcitém
@ = ¢ ,<0 klesne k nule, vig 2): v, =0. Dosazenim do (2.18) dostaneme pii pocate¢ni podmince
rovnici 9, =03 rad,
2kl mcos(go2 )+ 2kl sin(gpz) — 0.5 ms”
A, exp| — +2glm =0 Vo =Y,0 mS
1 p(’n ¢2j 4 m® + Ak
Pro prvnich 8 kyvi jsou hodnoty ¢., 4,, i=0,...,15 uvedeny v Tab. 1.
pro ¢ ,.

., . . L, , Tab. 1: Koeficienty 4, a mezni hodnoty intervala ¢, .
Stejnym zplisobem se pokracuje dale po dobu vypoctu zvoleného

poctu kyvi. i 4, [m?s7] @, [rad]
Nyni zbyva urcit funkci N ((0) pro zatizeni nehmotného vldkna. 0 -41.52946098 -0.30000000
Z rovnice (2.7) dostdvame 1 -42.04595650 +0.27861617
5 2 -42.42184257 -0.25053275
v
N =mgcos(p) + mT’ 3 -42.70392016 +0.22761455
4 -42.92101156 -0.20855185
pricemz za v dosazujeme postupné z (2.15), (2.18), ... Pro prvni polovinu 5 _43.09165786 +0.19244448
prvniho kyvu, tedy pro ¢, < ¢ < ¢,, tak dostavame 6 -43.22822729 ~0.17865292
. 7 -43.33922766 +0.16671019
m 2kl mcos(¢)— 2kl sin(p)
N(p)=mgcos(p)+—| 4, exp| — = ¢ |+2glm > > 8 -43.43066741 ~0.15626715
/ m m” +4k°l
9 -43.50688790 +0.14705753
Ve druhé poloviné prvniho kyvu, tedy pfi ¢, <@ < ¢, je to, 10 -43.57108921 -0.13887467
o (0)+ 24 sin(p) 11 -43.62567248 +0.13155571
m mcos(@ )+ 2kl sin
N(p)=mg cos(p)+ _{ A4, exp(_ ¢,) +2glm f = P } 12 _43.67246753 _0.12497052
! m m” +4k’l 13 -43.71288886 +0.11901389
—_ \ur , P i 15 -43.77880908 +0.10865742
Matematicky model ovéfime na nasledujicich numerickych datech
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Na Obr. 4 je znazornén graf funkce v(go). Ve shodé¢ s pozorovanou

realitou vychylka i rychlost klesa k nule.

1

f

Na Obr. 5 je znazornén graf funkce N (go) Je zde vidét, ze s

postupnym utlumem pohybu limituje zatizeni vldkna ke statické hodnoté¢
(kyvadla bez pohybu) N =mg =20,0 N.

-
T i T T
02 Pt J

Obr. 4: Graf funkce v(p).

03
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Kapitola Il: Newtonlv gravita€ni zakon

1. Teorie

Newtontv gravitaéni zakon je skvé€lou ilustraci toho, jak Ize
spravnou interpretaci dojit od experimentalniho pozorovani k teoretické
podstaté véci.

Ackoliv se traduje, ze impulsem pro odvozeni gravitacniho zdkona
byl pad jablka na Newtonovu hlavu, pravda je jina. Sir Isac Newton totiz
vySel z pozorovani Slune¢ni soustavy, ktera pied nim provedl Johanes
Kepler, a kterd formuloval do tfi Keplerovych zékont:

1.  Planety obihaji kolem Slunce po eliptickych drahach, v jejichz
jednom spole¢ném ohnisku je Slunce.

2. Obsahy ploch opsanych privodi¢em planety (spojnice planety a
Slunce) za stejny Cas jsou stejné velké.

3. Pomér druhych mocnin obéznych dob dvou planet je stejny jako
pomeér tietich mocnin jejich hlavnich poloos.
Neni znamo, jakym zplisobem Newton postupoval, je vsak jisté, ze

jeho vztah pro pfitazlivou silu G mezi dvéma télesy (spiSe hmotnymi

body) s hmotnostmi m, a m,

mm,
d2
kde x je tzv. gravitaéni konstanta a d jejich okamzitd vzdalenost,

Keplerovy zakony spliuje, jak hned uvidime.

G=x

b

Pouzijeme polarni soufadnicovy systém, viz Obr. 1. Pocatek
umistime do bodu s hmotnosti m, a polohu druhého bodu uré¢ime jeho
polohovym vektorem 7 . Aby bylo mozno pracovat se soufadnicemi p a
@ soufadnicového systému, zavadime déale nepohyblivou zékladni ptfimku

m, WA

Obr. 1: Polarni soufadnicovy systém s vektory Ga 7
z vedenou z bodu m, . Vektorovou bazi tvofi jednotkové vektory ¢, a e,.
Polohovy vektor 7 je pak vyjadien jako
r=pe,
a vektor pfitazlivé sily bodu m, na bod m, jako

— mm, _,
G=-«x—-%2¢ .
2 “p
P

Nyni pouzijeme pro hmotny bod m, vétu o zméné momentu hybnosti

b=Fxm,v, (1.1)

kde v je rychlost hmotného bodu m,,v diferencidlnim tvaru

45 _ixé. (1.2)
d¢
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Na pravé strané (1.2) je moment sily G vzhledem k bodu m, . ProtoZe oba

vektory 7 a G jsou kolineérni, je vysledkem vektorového nasobeni 0.To

ale znamena, ze vektor b, derivovany na levé stran¢ (1.2), je konstantni.
Tento vektor mé v pfipadé polarniho soufadnicového systému nenulovou
jen slozku kolmou k polarni roviné s velikosti

b=m,pv,, (1.3)
pfi¢emz v poléarnich soutadnicich plati

v, =p@, (1.4)
takZe nakonec

b=m,p’¢=m,C, (1.5)
kde C je konstanta s hodnotou

C=p(0)v,(0), (1.6)
akde p(0), v, (0) jsou po&ateéni hodnoty.

Rovnice (1.5) je diferencidlni rovnice 1. fadu pro prvni ze dvou
neznamych funkci @(t),p(¢) . Druhou rovnici dostaneme napiiklad

pouzitim véty o zmené hybnosti hmotného bodu m, v diferencialnim tvaru

myd =G, (1.7)

Kinematicky vztah pro radialni slozku a , zrychleni je

a,=p-p¢’,

takZe dosazenim do (1.7) dostdvame 2. diferencialni rovnici

P—pp* +KL=0 (1.8)
yo)
do soustavy s (1.5). Vyjadtime-li nyni z (1.5)
. C
P=—7 (1.9)
P
a dosadime do (1.8), dostavame
2
p‘-c—3+xﬂ;:o, (1.10)
P P

coz je jedna diferencidlni rovnice 2. fadu pro jednu neznamou funkci p(t).
Protoze vSak mame dokazat platnost 1. Keplerova zakona,
potfebujeme ziskat zavislost p((o), ktera da rovnici trajektorie hmotného
bodu m, v polarnich soufadnicich. Potfebujeme proto nahradit ¢asovou
soufadnici ¢ soufadnici ¢ . Refeni provedeme transformaci diferencialni
rovnice (1.10) k novym proménnym u a ¢ transformacnim vztahem

p(t)=u—. (1.11)

Pak bude
,.dp _—ldudp -ldu

P24 T dp di uw’ de?
a protoze plati (1.9),
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,_-ldu C _ .du

P ide o Cap
Analogicky pro druhou derivaci
. 2 2 2 2 2
p=dp__dude  oduy Cdu_ 2,870 )y
dt de” dt de p do d

Nyni dosadime (1.11) a (1.12) do (1.10)

d*u

—C2u2—2—C2u3 +xmu’ =0,
do

coz dava po kraceni u” jednoduchou nehomogenni linearni diferencilni

rovnici 2. fadu pro u((p)

d*u Km,

u .
do’ o

Jejim feSenim je
Km,

c?’

u :l:Bcos((p—,B)+
P

kde B a g jsou integracni konstanty. Pro p pak dostavame

C2
1 Km
p=— _ —— , (1.13)
,+Bcos(p-pB) 1+B cos(p— 3)
C Km,

Zavedeme-li nyni nové konstanty

C2
Km,’ (1.14)
&= Bp,

a novou promeénnou
y=0-p5,
mizeme trajektorii hmotného bodu m, zapsat jako

p=—i=> (1.15)
1+ ¢&cosy

To je obecné rovnice kuzeloseCky. Charakter kuzelosecky urcuje hodnota
¢ . Z Keplerovych méfeni vyplyva, ze pro (tehdy pozorovatelné) planety

slune¢ni soustavy je & <1, coz charakterizuje elipsy. Tim je potvrzen 1.
Keplertv zakon.

Obr. 2: K vykladu plo$né rychlosti
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Nyni obratime pozornost ke 2. Keplerovu zdkonu. Element d 4
plochy opsané privodi¢em 7 za Cas d¢ vidime na Obr. 2. Budeme-li

plochu opsanou pruvodi¢em povazovat za vektor A stojici kolmo k roviné
trajektorie, miiZzeme - vzhledem k definici vektorového soucinu - napsat

dZ:%?xdF. (1.16)

Néasobime-li nyni (1.16) ¢lenem m, /d¢ dostaneme

dA 1. drF 1. .
:mz—rx—:m2§r><v:

m, 34 P
dt 2 dt

N |~

kde b je podle (1.1) vektor momentu hybnosti bodu m,. Nyni pfejdeme
ke skalarnimu vyjadieni a dosadime z (1.3). Dostaneme

d4 1 1
m,—=—b=—m,C, 1.17
2 g, 20T 5™ (1.17)
takZze plosnéd rychlost d?l/ d¢ je konstantni, ve shod¢ s 2. Keplerovym

zakonem.

Zbyva dokazat 3. Kepleriv zdkon. V (1.17) kratime m,, separujeme
proménné a integrujeme v rozsahu jednoho obéhu v trvani T

Do vysledku dosadime za A4 plochu elipsy b , za C z (1.14) a
vypocteme

2 2 272 2
T2:(27mbj :47z ab :472 &, (1.18)
C pKm, Km,
kdyz jsme pouzili geometricky vztah pro elipsu b° = pa . Aplikace (1.18)
na dvé planety vede v poméru na vyraz

2 3
T _4

ktery potvrzuje 3. Keplertv zékon.

2. Priklad

Jako ptiklad budeme studovat tzv. kosmicky prak, coZ je metoda k
urychleni "cestovani" mezi planetami, konkrétné mezi planetami naseho
slune¢niho systému.

2.1. Volny let

Uvazujme nejprve kosmickou sondu o hmotnosti m , kterd ma
cestovat ze Zemé k Jupiteru. ObéZzné drahy planet jsou obecné elipsy,
jejich (numerickd) excentricita je vSak pomérné mald, takze je muzeme
ptiblizn¢ povazovat za (soustfedné) kruznice, v daném piipadé o poloméru
R, proZemia R, pro Jupiter.

Dale predpokladejme, Ze ve vychozim bod¢ se sonda nachdzi na
obézné draze Zemé¢ v gravitatnim poli (pouze) Slunce a ma tzv.
parabolickou rychlost v, , coz jest rychlost, se kterou objekt opusti
(kruhovou) obéZznou drahu po parabole, tedy po kiivce, kterda ma
numerickou excentricitu ¢ =1. Trajektorie sondy tak ma podle (1.15)
rovnici

p=—>t—, 2.1
1+ cosy

kde v je thel méfeny od vrcholu paraboly, viz Obr. 3. Podle (1.14) je
parametr

CZ
=

kde piSeme hmotnost Slunce M misto m, a kde podle (1.6) je konstanta
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vV =p= 2Lsim//w'
g (1+c0s1,//)2 ’

parabola a pro slozku transverzalni

2R,
AVA— =
v 1+ cosy v
pticemz podle (1.9) je
. C
Y= ? >
takze
vychozi c
bod v, =——siny, (2.4)
2R

z

RZ

v, = 22 (1+cosy),

v
4

Obr. 3: Odlet z obézné drahy Zemé po parabole a celkova rychlost po upravé
v 2 102 :£ 1+ cosy
C=p(0), (0)=R,vp. 22) RN 2
Bez diikazu uved’'me, ze pro obéznou drahu Zemé je Pii priblizeni k Jupiteru je p=R,, takZze oblouk y,, drahy mezi
. 2KM Zemi a Jupiterem se vypocte z rovnice
vy = , (2.3)
R, R 2R,

J =T
. . L . - 1+cos
takze po dosazeni do (2.1) ma trajektorie sondy rovnici Vi

IR s vysledkem
_ 4
I+ cosy W, = arccos(ZR—Z—lJ, (2.5)
Pro rychlost na parabolické draze plati pro radidlni slozku R,
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ktery ndm umozni vypocitat dobu letu mezi Zemi a Jupiterem. Podle (1.9)
je po dosazeni za p a separaci proménnych
Yz

dy c
= dz,
| rcosy 32|

kde T,, je doba letu ze Zemé k Jupiteru. Integrdl na levé strané je

tabulkovy, takZe pro 7,, dostavame
T, =%§(2tg“’721+§tg3‘/’7”) (2.6)
Nyni je na misté uvést ¢iselné hodnoty. Protoze je
*  polomér obéZné dréhy Zemé R, =150.10° m,
*  gravitatni konstanta x = 6,67.107" m’kg's 7,
*  hmotnost Slunce M =1,989.10" kg a
= polomér ob&zné dréhy Jupitera R, =778.10° m,

je podle (2.3) parabolickd rychlost v, =4,21.10"ms™ , podle (2.2)
konstanta C =6,31.10" m’s™ , podle (2.5) v, =2,232rad a nakonec
podle (2.6)

T,, =3,496.10" s = 404,6dni .

2.2 Kosmicky prak

V ptedchozim odstavci jsme predpokladali let sondy mezi Zemi a
Jupiterem po draze, na které neni ovlivnéna gravitaci ostatnich téles
Slune¢ni soustavy.

Nyni budeme ptedpokladat, Ze startovni "okno" pro odlet z ob&zné
drahy Zemé¢ je voleno tak, aby sonda proletéla tésné okolo Marsu, jehoz

ob¢éznd dréha lezi mezi drahami Zemé a Jupiteru a jehoz gravitacni sila
ovlivni drdhu sondy.

Takovou situaci znazoriiuje Obr. 4. Budeme uvazovat tfi télesa
(hmotné body): Slunce s hmotnosti M , sondu s hmotnosti m a Mars s
hmotnosti M ,, . Slunce opét lezi v centru polarniho soufadnicového

Obr. 4: Kinematika ptiblizeni k Marsu
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systému, Mars obihd po (pfiblizn¢) kruhové drdze o poloméru R,, s
okamzitou uhlovou polohou ¢, a sonda se pohybuje v mist¢ o
soufadnicich p, ¢ . Okamzitou vzdalenost d mezi sondou a Marsem
vypocteme z kosinové véty

d* =R}, +p> 2R, pcos(p, —¢). 2.7)

M,

Obr. 5: Silové plisobeni v blizkosti Marsu

Silové pusobeni je vyznaceno v Obr. 5. Vektor ptitazlivé sily Slunce
muzeme zapsat jako

G=-x MT r
yo,

a vektor pfitazlivé sily Marsu jako

= M,m, . .

G, = Kd—ﬂg(rM ~7). (2.8)
Véta (1.2) o zméné momentu hybnosti hmotného bodu se nyni zméni na

4G _7x(G+G,)=7xG,.

dt
protoze nadale 7 x G = 0. Dosazenim z (2.8) dostaneme

d - M, m_. . M, m_

Esz d”g Fx(r, —7)=x dM3 FXTy (2.9)

nebot’ Fx7=0. Vektorovy sou¢in 7 x7, ma jenom jednu nenulovou
slozku, kolmou k polarni roving, s velikosti pR,, sin(goM —go), podobné
jako vektor b s velikosti podle (1.3) a (1.4) mpv, =mp’¢p . Bude tedy
prislusna slozka rovnice (2.9)

d . M, mpR,, sinl@,, —¢

a(mpz¢)=/< M Md3 ( M )

a po provedeni derivace na levé strané€, dosazeni za d z (2.7) a Gprave

M, R, sin(p, —¢) (2.10)

3 -

209+ pp =k

[R:, + p* ~2R,, peos(p,, — o))

To je prvni z dvojice diferencialnich rovnic pro neznami funkce p(z),¢(¢).
Druhou rovnici dostaneme napft. z radialni slozky véty o zméné hybnosti.

Strana 13



ma, :(G+GM)OEp,
m

Liee, +K—MM’"(7M —F)eé,,

ma,_ 6 =—K

P

M M
a,= K{— P d—?[RM cos(p, —¢)- p]},

takze nakonec po dosazeni za d

Ib_p¢2=’(, _%_‘_ MM[RMCOS((DM_w)_p] “r (211)

PR + p* —2R, peos(p, — o)}

Hodnota ¢,, ovSem neni konstanta, protoze Mars se pohybuje.
Predpokladame-li pohyb konstantni rychlosti v,, po kruZnici s polomérem
R,, , méme k dispozici dalsi diferencilni rovnici

. Vy
=—, 2.12
Py R, ( )
Soustava diferencidlnich rovnic (2.10), (2.11) a (2.12) vyzaduje pét
pocate¢nich podminek pro neznamé funkce p(z),o(¢), p(2), o(t). 0, (¢) -
Ptedpokladejme, ze ovlivnéni drdhy sondy Marsem se projevi az ve
vzdalenosti (od Slunce) 0.8R,, a Ze modifikovand drdha zde spojité
navaze na parabolu z odst. 2.1. Piislusny oblouk paraboly pak je

analogicky ke (2.7)

R, !
0.8R,,

a odpovidajici Cas letu od Zemé

Y s0sm = arccos[2

R2 l// 2 W
T = Z| Dtg L Z08M | T 43 T Z08M |
Z08M ~ "~ [ g 5 3 g > ]

Pocatecni podminky budeme formulovat pro ¢as 7,.,, takze prvni dvé
pocatecni podminky jsou

p(Tzo.SM ) =0.8R,,,

(P(TZO.SM ) =¥ z0sm-
Pocatecni podminky pro derivace dostaneme z (2.4) a (1.9)

) Cc .
p(TZOASM ) = Esm W z08Mm >

. C
ATyo50 )= W
. M

Nakonec zbyvéa uréit @,, (T, ). Tuto hodnotu budeme pii numerickém

vypoctu volit zkusmo tak, aby sonda prolétla "za" Marsem a piitom
minimalni hodnota vzdalenosti d podle (2.7) byla jen o malo vétsi nez
polomér r,, planety samotné.

Do numerického vypoctu vezmeme opét hodnoty z odst. 2.1 a
doplnime

= polomér ob&Zné drahy Marsu R,, =228.10° m,
=  hmotnost Marsu M,, =6,42.10” kg .
Pak vychazi v, =0,8701173589rad, T,,,, = 3,553078605.10°s =
=41,124dni a pocatecni podminky jsou
p(3,553078605.10° ) = 1,824.10" m,
g0(3,553078605.10 =0,8701173589rad,

‘)
(3,553078605.10°)=16077,97692ms ™,
(3,553078605.10° ) = 1,896617228.107 rads™ .
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Soustava diferencialnich rovnic (2.10), (2.11) a (2.12) analytické feSeni
nema. Je nutno provést feSeni numerické. K tomu ucelu byly rovnice
feSeny v matematickém softwaru Maple numerickou metodou Runge-
Kutta. Opakovanym vypoctem pak byla stanovena vychozi poloha Marsu

0,,(3,553078605.10° ) = 0,98747898 rad ,
pti které se dosahne pruletu sondy okolo Marsu v minimalni vzdéalenosti
d_. =8932.10"m (2.13)

a draha se zakftivi podle Obr. 6 (zelend kiivka). Pro srovnani je zakreslena
1 parabolickd drdha volného letu (Cervena kiivka). Kruznice Z, M a J
pfedstavuji ob&zné drahy Zemé&, Marsu a Jupiteru, bod na draze Marsu je
jeho poloha v okamziku startu sondy z obézné drahy Zemé. Samotné
zakiiveni neni ovSem cilem manévru, cilem je zvySeni rychlosti letu.
Numericky vypocet dava zkraceny Cas doletu na obéZznou drahu Jupiteru

T, =2,680.10"s =310,2dni,
coz ptedstavuje zkraceni oproti volnému letu takika o Ctvrtinu.

Metoda kosmického praku je ovSem velmi citlivd na spravné
nacasovani a provedeni manévri. Vypocty ukazuji, Ze kdyby napt. byla
poloha Marsu v okamziku startu sondy z obézné drahy Zemé jen 0,6" (0,6
uhlové vtefiny) zpét oproti vypoctené hodnoté, bude to mit fatilni
nasledky. Sonda se na Grovni obézné drahy Marsu dostane "pted" planetu,
trajektorie se zalomi na druhou stranu a soucasné dojde ke ztraté rychlosti
a sonda obézné drahy Jupiteru viibec nedosahne, jak ukazuje Obr. 7.

Nakonec dvé poznamky. Pozornému ctendii jisté neuniklo, Ze
doletové Casy zde uvadéné jsou podstatné kratsi nez u realnych expedic.
Diivod je ten, ze sondy neodlétaji z odbéZzné drahy Zemé zde uvazovanou

"parabolickou" rychlosti v, =4,21.10* ms™'. Na takovou rychlost je tieba
sondu nejprve urychlit, coz spotfebuje znacné mnozstvi paliva. Palivo

ovSem nese sonda na tkor uzite¢ného zatizeni. Takze je nutno vyhledat
kompromis mezi hmotnosti uZite¢ného zatiZzeni a dobou letu. Dalsi divod
je ten, ze ne vzdy jsou planety ve vhodné konfiguraci pro parabolicky let.
Pak je tfeba volit pomalejsi eliptické trajektorie a delsi doletové Casy.

Druhd poznamka se tykd numerickych  vypocti  zde
dokumentovanych. Vzdalenost d_. podle (2.13) se zd4d byt zbytecné

velka; stacilo by tfeba jen 3,6.10°m, coZ je prillet ve vySce zhruba 200 km
nad povrchem Marsu. Takové hodnoty vSak nebylo mozné dosahnout,
nebot’ integracni proces numerické metody Runge-Kutta se staval
nestabilni. ReSenim by moZna bylo pracovat pii numerickém vypoétu s
vétsim poctem desetinnych mist.

g %10t —

T T T
4% 1011 6. %101 2. 1011

proos(g)

Obr. 6: Kosmicky prak - prtlet "za" Marsem
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Obr. 7: Kosmicky prak - prilet "ptfed" Marsem
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Kapitola lll: Dynamika soustavy hmotnych
bodl pomoci dynamickych vét

1. Teorie
Nejprve piipomenime zakladni definice, viz Obr. 1.

Soustava hmotnych bodu je skupina hmotnych bodl, mezi nimiz
existuji kinematické nebo silové vazby.

Obr. 1: Soustava hmotnych bodl
Hybnost i—tého hmotného bodu je vektor p.=my., kde m, je
hmotnost a v, rychlost hmotného bodu.

Moment hybnosti i—tého hmotného bodu vzhledem k bodu A je
vektor

b, :(’"; _rA)Xmivi =Ty XM,

[

kder, resp. 7, resp. 7,, je polohovy vektor i —tého hmotného bodu resp.
bodu A4 resp. i —tého hmotného bodu vzhledem k bodu 4.

Kineticka energie i—tého hmotného bodu je skalarni veli¢ina
1 | S

K, z—mivi2 =—my, V.
2 2

Hybnost soustavy hmotnych bodii je pak p = Z D, , kde n je pocet

i=1
hmotnych bodi v soustaveé. Podobn& moment hybnosti soustavy hmotnych
bodit vzhledem k bodu A je I;A :ZEAi a kinetickd energie soustavy

i=1
hmotnych bodu je K = ZKi .
i=l

Vyznamné jsou rovné€z hmotové vlastnosti soustavy hmotnych bodi.

Jedna se o celkovou hmotnost soustavy m = Zm[ a staticky moment
i=1
- n n
soustavy vzhledem k bodu A S, = Z(Fl —7,)m, = ZFAimi .
i=1

i=l1
Déle uved’'me zminéné dynamické véty v diferencidlnim tvaru.
Veéta o zmené hybnosti soustavy hmotnych bodui tika, ze
d - & —~E
—p=) FF, (1.1)
de” 5

kde 1515 je vyslednice externich sil, ptisobicich na i —ty hmotny bod.

Veéta o zmené momentu hybnosti soustavy hmotnych bodii vzhledem k
bodu A tika, ze
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d -
—b, =
dt
n N n -
:—\7Axm\7s+2(i7i—FA)xEE:—\7Axm\7s+z;7AiXFiE: (1.2)
i=1 i=1
n — —
=—\7Axm\75+ZMfi=—\7Axm\7S+Mf,
i=1

A%

moment vyslednice externich sil Fl.E pusobici na i—ty hmotny bod

vzhledem k bodu 4 a M " je celkovy moment externich sil vzhledem k
bodu 4.

gszi(ﬁ—?s)m[:i?'s[miza, (1.3)

i=1 i=1

pfi¢emz analogicky vztah plati i pro relativni rychlosti

n

>, =g )m, =) vigm, =0. (1.4)
i=1 i=1
Zavedeme-li relativni rychlost v, i—tého hmotného bodu vzhledem k

tézisti, dostaneme pro moment hybnosti i—tého hmotného bodu

vvvvv

Vv v

k(1.3)

n n n

by = erz X(mivSi +miVS): ZrSi XMV +(Zr5iminvS =
i=1 i=1 =1
1 1 1 (1‘5)

n
= zr&' XMmVg;.
i=1

Vv v

postaci pracovat s relativnimi veli¢inami jak pro polohy tak pro rychlosti
jednotlivych hmotnych bodu. Ptitom véta (1.2) dava pro ptipad 4= S
%ES =V xmig+ME=ME, (1.6)

protoze pro kolinearni vektory v, a mv, je vektorovy soucin roven nule.

Veéta o zmeéné kinetické energie soustavy hmotnych bodu rika, ze

d n_oo_ ~ n

EK—i:IE-vi—;R—P, (1.7)
kde P. je vykon vyslednice sil piisobicich na i —ty hmotny bod a P je
celkovy vykon sil ptisobicich v soustave. Vyslovné upozornéme na to, ze v
tomto piipadé se mnozina piisobicich sil neomezuje na sily externi, tedy Ze
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<.
Iy

kde F; je sila, kterou j—ty hmotny bod pisobi na i — ty hmotny bod.
Specialni ptipad nastava, jsou-li ptsobici sily potencidlni. Pak je
mozno aplikovat Zakon zachovani mechanické energie ve tvaru

K +V =konst., (1.8)
kde V' je celkova potencialni energie sil ptisobicich v soustavé.

2. Priklad

Ve vertikalni rovin€ budeme sledovat pohyb dvojice hmotnych bodt
spojenych pruzinou pfi vnéj§im zatizeni tthovou silou, viz Obr. 3.

ml l
g LN
S
Vs ”
7 k
m,
G x,

Obr. 3: K zadani ptikladu

Hmotnosti m, a m, jednotlivych bodii a volna délka L, a konstanta

2

dand polohovym vektorem 7, méfenym z pocatku G globalniho
souradnicového systému, okamzity thel ¢ spojnice obou bodu a okamzita
vzajemna vzdalenost / obou bodi jsou veliCiny uréované.

Obr. 4: BéZny stav soustavy

Bézny stav soustavy ukazuje Obr. 4. Zndzornény jsou absolutni

Vv oew

jednotlivych hmotnych bodd, jejich absolutni rychlosti v, a v, a vné&jsi

zat&ujici tihové sily G, =—m,g j a G, =—-m,gJ .
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Pocatecni stav soustavy
znazoriiuje Obr. 5. Po¢atecni polohy

obou bodi jsou #(0)=I,; a
7(0)=0 a rychlosti ¥(0)=v,; a
v,(0)=v,i, kde I, #L, a v, jsou
dané konstanty.

Reseni:
Podle Obr. 3 s piihlédnutim k
(1.3) a (1.4) dostaneme pro soustavu

dvou hmotnych bodl
nirs+r51, 7 =Tg+ 7, o1
mrg, +m,rg, =0
a
V,=Ve+Vg, V,=Vg+V,
0 "(22)

mye, +m,v,, =0.

Obr. 5: PocateCni stav.

Hybnost soustavy

p=myv, +m,v,

je pak
ﬁ:ml(ﬁS +‘7$1)+m2(‘7s +‘7sz):(m1 +m2)‘75- (2.3)

Dosazenim do (1.1) dostavame tak prvni vektorovou rovnici pro feseni
daného problému

d ~ ~ ~
(m, +m2)avs =G, +G,, (2.4)

nebot’ externimi silami jsou v daném piipad¢ praveé jen obé sily tihové.
ProtoZe vy =vg i +vg, j, piedstavuje (2.4) dve skalarni rovnice

d
(m, +m,) (;:X =0,

dv
(m1 +m2) d:y = _(ml +m2)g 5
neboli
d(;Sx — 0 ,
! (2.5)
dvy, o
TR

Prvni z rovnic (2.5) fik4, Ze v, nezavisi na Case, je tedy konstantni a je
stejnd jako na pocatku, tedy

Ve, =V, (0).
Reseni druhé z rovnic (2.5) separaci proménnych dava

Vsy ¢

Idvsy :—gjdt,

vg, (0) 0

Vg, = Vg, (0)—gt.
Pocateni hodnoty v (0), v (0) dostaneme z (2.2) v Case 1=0 s
ptihlédnutim k danym pocate¢nim hodnotam pro v,(0), v, (0)

m, [‘71 (0) —Vs (0)] +m, [‘72 (0) —Vs (0)] =0,

7. (0)=—2 7, Mo

takze

m; +m, m; +m,
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m,v,
va = ’
ml + m2 (2 6)
my, ‘
Vg, = —————gt.
ml + m2

Integraci slozek rychlosti dostaneme slozky polohového vektoru

A%

Xs

t
m,v,

dxg = dt,
x5 (0) m; +m,
m,v
xg =xg(0)+ —"—1
m, +m,

Vs t t
Idys =M% dt—gjtdt,
my+m, 0

m,v 1
=y (0)+——r——gt°.
ys = 7s(0) m, +m, 2g

Vv v

pocatecnich hodnot pro 7, (0), 7, (0)

m[7,(0)= 75 (0)]+ m, [ (0)- 7 (0)] = 0.,

A 2.7
0 o
m, +m,
takZe trajektorie t&€zisté je nakonec
- myv, - m, | P
re = ti + ly+vt)——gt . 2.8
) 25

A%

vvvvv

vvvvv

resp. (1.6) a (1.8). Prvni z nich mé pro dva hmotné body zatiZzené vlastnimi
tthami tvar

d - . = _ =
Ebs =71 X G, +7, xG,. (2.9
pricemz ze (2.1) vyplyva, ze
- _om
Fso =—Fe1——
m,

%ES =7, X(_mlgj)__lFS1 X(_ngj)’
2

d - -

ar =’

vvvvv

konstantni, stejny jako na pocatku, tedy
by =bg(0). (2.10)

Dale budeme pracovat s pomoci polarniho soufadnicového systému

Vvoev

radidlnim a €, ve sméru transverzalnim podle Obr. 6. Relativni polohové

vektory pak budou
’7:5'1 =llép’ (2 11)
’752 = _lz Ep

a relativni rychlosti
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Obr. 6: K rovnicim (2.11).

Vg =1,8,+1,¢¢,,
Vg, =—1,8,-1,9¢,.
Dosazenim (2.11) do (2.1) dostaneme
ml,é,—m,1,é, =0,
ml,—m,l,=0.
Nyni zavedeme pro vzdalenost obou bodli novou soufadnici
l=1+1,,
kterd ndm dovoli vyjadfit

=" g =

- = =1,
m,+m, m,+m,

m, . nm, .
ly=—"' 1, j,=—"1 ],
m1+m2 m1+m2

takze relativni polohové vektory jsou

m
Fy=——IE,
m,+m,
(2.12)
%zz_ng
m +m, ”
a relativni rychlosti
- m, L .-
Vg, =—\le, +1¢pe, ),
S1 ml+m2( p gp(ﬁ) (213)
m . '
By, =—— (&, +1¢c, )
m,+m,

Podle (1.5) je pak moment hybnosti soustavy dvou hmotnych bodd po
uprave
- mym, ./ . .
b=—I1"ple xe_ ), 2.14
s m,+m, (p( p (”) @.14)
takze vektorova rovnice (2.10) ma jedinou nenulovou slozku (ve sméru
kolmém k roviné pohybu)

¢ =1(0)p(0). (2.15)

PocateCni hodnoty na pravé strané¢ vyjadiime pomoci danych
pocatecnich podminek. Nejprve v kartézskych soutfadnicich

‘751(0)_‘732(0):‘71(0)_‘72(0):%]#'_Vol7 (2.16)
a nasledné v polarnich soutadnicich podle (2.13) a pro ¢as ¢ =0
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Vs (0) — Vs, (0) =

=" _[i(0)z,(0)+1(0)¢(0)z, (0)}+

m,+m,

#o e li02, 0)+1009(02, (0))-

0)e
=1(0)é,0)+1(0)¢(0)¢, (0).

Podle Obr. 5 je ale ¢,(0)= 7, ¢,(0)=

4

(2.17)

i , takze srovnanim (2.16) a (2.17)

dostaneme

i(0)=v, (2.18)

p\0)=—2, 2.19

(/7( ) I(O) ( )
piicemz podle zadani / (O) =1/,. Nakonec dosazenim do (2.15) dostavame

I’ ¢ =y, (2.20)

Rovnice (2.20) je diferencidlni rovnice 1. fadu pro dvé neznamé
funkce / (t), (p(t). Potiebujeme tedy jesté druhou rovnici. Tu dodé bud’ véta
o zméng kinetické energie (1.7) nebo zadkon zachovani mechanické energie
(1.8). Rozhodneme podle charakteru pusobicich sil. Vngjsi sily C_;'l, 62

jsou tihové, tudiz potencialni s potencialnimi energiemi
Vi=m, gy,
Vy=m,gy,.
Vnitini sily F 12 F ,; Jsou realizovany pruZinou, ktera generuje potencialni

energii

1 2
v, =5k(z—L0) ,
kde k je konstanta tuhosti a L, volna délka pruziny. Zdkon zachovani
mechanické energie tedy pouzit lze, s celkovou potencidlni energii
1
V=mgy, +m2gy2+5k(l—L0)2

resp.
V:(ml+m2 )gys+%k(l—LO)2. (2.21)
Kinetické energie soustavy dvou hmotnych bodt je

K :%mlvl2 +%m2vz2 =

1 .. . 1 - o
:Eml(vs +V51)'(VS +Vs1)+§m2("s +V52)'(VS +V52): (2.22)

1 . R R 1 1
=§(m1 + m2)vS2 + Vg -(mle1 + m2v52)+ Emlvsz1 +§m2v522.

Druha mocnina v; vektoru v je invariantni vzhledem k soutadnicovému

systému, ve kterém je vyjadien; mizeme proto pouzit kartézské slozky
podle (2.6)

2 2
m,V, my,
pl=vl ey =| Y || g (2.23)
Y
m, +m, m, +m,

Prostfedni Clen ve (2.22) je vzhledem ke (2.2) nulovy a tieti se ¢tvrtym
¢lenem dévaji s ptihlédnutim ke (2.13)
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LA IR I
mvg 2mzvsz_

2 2
1 m, m, . .~ )2
=—\m|—| +m,| ——— le +lpe ) =
2 1(ml+m2J 2£m1+m2J ( pTHO (”)

takZe nakonec

1 1 mm
K+V:—(ml+m2)v§+—#
2 2m,+m,

(i A e )+
(2.24)
1
+ (m1 +m2)gys +Ek(l—L0)2.
Pro vypocet K(0)+7(0) dosadime do (2.24) podle (2.23), (2.18), (2.19) a
(2.7)

2 2
m; +m, )

Vé(O)ZWVoa
1 2

I
~
S

0

\%

¢(0)= Z—O
0

m,

ys(o)_

_—[0,
m,+m,

takze po uprave
K(0)+ V(O)=%(ml m)viem, glﬁ%k(lo L) (2.25)

Zakon zachovani mechanické energie (1.8) miizeme nyni napsat jako

K +V =K(0)+7(0),
neboli

2

L _mm, (i2+l (j)2 )+(m1+m2)gys+

1
E(ml + mz)"é =

21’”1””‘2 (2.26)
+%k(Z—LO)2ZE(ml+m2)v§+m1glo+%k(lo—L0)2.
Z toho nakonec
L omym, , 5 5\
2m1+m2(l e )_
——(ml+m2)(vg—VS)+m1glo—(m1+m2)gyS+ (2.27)

+%k(lo—Lo)2—%k(l—Lo)2

je druha diferencialni rovnice pro dvé neznimé funkce I(¢), p(¢), ktera
plati spolecné s (2.20). Dosadime-li za ¢ pravé z (2.20), dostaneme po
upraveé

izz—(ml +m2)2 (vg—vg —2gys)-i-2m1 s gl, +
T ’”2‘ (2.28)
IR Rt _(Z_Lo)z]_L’AJ v,
m,m, /

pficemz v a y, jsou v tuto chvili podle (2.23) a (2.8) jiz znamé funkce
Casu.

Podle tvaru rovnice (2.28) by se mohlo zdat, ze okamzita délka /

2%

naopak tomu tak neni - viz vySe. Kdyz ale do (2.28) dosadime z (2.23) a
(2.8), dostaneme po Upraveé

Strana 24



2
1'2=2vg+km[(10—140)2 —(1—L0)2]—[17°J V2, (2.29)

m;m,

Yaey

Yxey
4354
4

3.5

T T T T T T T T T T T T T T T T T
02 04 0é 08 1 1.2 14 18 13
I

[—— Uhel ¢ [rad] Délka 1 [m] |

Obr. 6: Reseni pro / (t), (p(t)

Soustava rovnic (2.20) a (2.29) s pocatecnimi podminkami podle
(2.18) a (2.19) analytické feSeni nemd. Vzdy je ale mozno nalézt
numerické feSeni. Pro dany problém bylo k numerickému feSeni pouZito
matematického software Maple s danymi hodnotami pro

m=2kg, L,=22m, g=98lms”>, v,=4ms .
m, =1kg, k=50Nm_l,lo=2m.

Vysledek feseni soustavy rovnic (2.20) a (2.29) v intervalu casii
te <0, 2> s ukazuje Obr. 6. Vidime, ze v tomto intervalu se thel ¢ zméni

pfiblizné o 7 a délka / osciluje s konstantni periodou 0,69 s a amplitudou
0,51 m mezi hodnotami 1,77 m a 2,79 m.

Poklepanim na obrazek Animace se spusti animace vysledného d¢je.
Volny pad tézisté je odfiltrovan tak, jakoby pozorovatel "padal" spolu s

2%

vyznacenim jeho trajektorie na pozadi (zelena kiivka).

t=0
.
=
{"'-..
i
L
<:*::’
<‘;=-
-
<7
< =
<2>
ol b
-
=
Animace
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Kapitola IV: Lagrangeovy rovnice 2. druhu pro
mechanicky systém bez kinematickych vazeb.

1. Teorie

M¢jme soustavu fyzikalnich objekt s n stupni volnosti, ktera je co
do tvaru jednoznacné popsana n zobecneénymi souradnicemi q,,q,,...,q, .

Kinetickou energii K takové soustavy vypocteme z hmotovych
charakteristik jednotlivych objektli a z jejich rychlosti. Soustavu N sil
F.,i=1,2,...,N pusobicich v soustavé a na soustavu pfepocteme na tzv.

zobecnéné sily

N _or,
Q': I:i_lvjzlaza"'ona
’:; g,

kde r, jsou polohové vektory plsobist jednotlivych sil. Lagrangeovy
rovnice 2. druhu pak maji tvar

d{ oK | 0K ,
—|—|-=—=9,, j=L...n.
dt\ 0q;, ) Oq;

Ve specialnim piipadé, kde vSechny sily v soustavé jsou potencialni s
celkovou potencialni energii V', pfechazeji rovnice na tvar

d[aKj OK OV o j=l..n.

dr\og, ) aq, oq

A protoze potencialni energie neni funkci zobecnénych rychlosti g, , 1ze

J

zavedenim nové funkce, tzv. kinetického potencialu

L=K-V,
ptejit k Lagrangeovym rovnicim ve tvaru

AIOL) Ok o ot (1.1)
dt\ dq; ) Odgq,

2. Priklad

Pro ilustraci pouziti Lagrangeovych rovnic 2. druhu pouzijeme opé&t
problém feSeny v kapitole Dynamika soustavy hmotnych bod pomoci vét.

Uvazujeme proto opét ve vertikdlni roviné volny - tj. bez
kinematickych vazeb - pohyb dvou hmotnych bodi zatizenych jejich tihou
a spojenych pruzinou podle Obr. 3 vySe zminéné kapitoly. Kinetickou
energii mame tedy jiz vypoctenou jako
1 mym,

K:%(ml +my v+

2m,+m, (i2+12¢2 )

A%

soustavy, / je okamzitd délka spojovaci pruziny a ¢ je thel, ktery spojnice
obou bodu svird s osou x globalniho soufadnicového systému. Podobné
potencialni energie je

V:(m1+m2)gys+%k(l—L0)2,

2%

tuhosti a L, je volnd délka pruziny. S piihlédnutim k tomu, Ze rychlost
t&Ziste je
2 2 2 .2 .2
Vg =V tVg, =Xy TV

muzeme kineticky potencial zapsat jako

1 . . 1 m m . )
L=K—V=E(ml+mz)(xs2 +y52)+5m(12+12¢2 )_

—(m1+m2)gys—%k(l—L0)2.
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Vv

9= X559, = Vs>
délku pruZiny rovnou vzdalenosti obou bodu

g, =1,
a uhel, ktery svird spojnice obou bod se soutfadnicovou osou x
q,= 9.

Nyni stanovime parcialni
zobecnénych rychlosti

derivace L podle jednotlivych

a.L =(m1+m2)5c5,
0Xxg

oL .
Py :(m1+m2)ys’
Vs

oL _ _mm, ;

ol m, +m,
a_lj — mlmZ 12¢.

op m +m,
Tyto parcialni derivace je dale tfeba derivovat podle Casu

4 8_L :(m1+m2)5és,

dt\ 0x;

4 a_L =(m1+m2)j}s’

dt\ 0y,

djoL)_ _mm,

de\ ol ) m+m,

ALOL N M ()i 12).
dt\o¢) m, +m,

Parcidlni derivace kinetického potencialu podle zobecnénych
soufadnic jsou

oL
dxg
oL
0ys
oL mm,

=0,

:_(ml +m2)g,

— 19> —k(l-L,),
ol m, +m, 4 -L)

oL _
g
takze po dosazeni do Lagrangeovych rovnic dostaneme

0,

(m1 +m2))'c's =0,

(m1 +m2)j)s —i-(m1 +m2)g:0,

My jo M g6 v k(1-L,)=0,
m; +m, m, +m,
mym,

. (21ig+1¢)=0.

To jsou Ctyfi obycCejné diferencidlni rovnice druhého stupné pro Ctyfi
neznamé funkce x;(t), v (¢),1(¢), (¢). Z nich prvni dvé

% =0 2.1

Vs=—8 (2.2)

2%

druhé dvé
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my +m2(

[ =19~k I-L,)

mm,

: (2.3)
21¢

)
zde upravené do kanonického tvaru, pfedstavuji soustavu dvou
simultdnnich diferencidlnich rovnic pro feSeni relativniho pohybu obou

2%

5

osy x
Vg = X5 = Vg, (O)a

tak 1 pro samotnou x -ovou soufadnici

Xg = Xg (0) + Vg, (0)1‘.
Analogicky ma rovnice (2.2) feSeni pro y -ovou slozku rychlosti t&zisté

Vs, = Vs =V, (O)_ gt
a pro y -ovou soufadnici t€zisté
1
Vs = yS(0)+vSy(0)t _Egtz-

Pocatecni podminky jsme v kapitole Dynamika soustavy hmotnych bodi
pomoci vét stanovili jako

Vy (O) = &a Xs (0) =0,

m]+m2
mv m, [
O — 170 O — 10 .
Vsy( ) ml—i—mz’yS( ) m +m,

Soustavu (2.3) dvou rovnic 2. stupné pfevedeme znamym zplsobem
na soustavu Ctyt rovnic 1. stupné

[=u,

¢ = o,
i=lo* ko), (2.4)
m,m,

) 2uw

W =-
/
a feSime ji s pocate¢nimi podminkami
u(0)=1(0)=v,, 10)=1,,
T (2.5)

ol0)=30)="2, 9l0)=7,

které opét piebirame z kapitoly Dynamika soustavy hmotnych bodi
pomoci vét.

45
35

25

T T T T T T L T —
] 0.5 1 15 2

t

— Bt}

Obr. 1: Parametry relativniho pohybu

Pouzijeme opét stejnd numericka data
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1

m, =2kg, L,=22m, g=981ms™, Vo =4ms .

m,=1kg, k=50Nm~"',/,=2m
a feSime soustavu (2.3) s pocatecnimi podminkami (2.4), opét s pomoci
matematického softwaru Maple. Vysledky zndzoriiuje Obr. 1.

Vv v

hmotného bodu m, . Cerchované tise¢ky zobrazuji postupné polohy
spojnice obou bodt, resp. osy pruziny s krokem 0,05 s .

— ml

ma2

Vv v
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Kapitola V:
Dynamika hmotného bodu s proménnou hmotnosti

1. Teorie

Budeme uvazovat dvouclennou soustavu hmotnych bodd, které se
pohybuji blizko sebe tak, Ze se po urcité dobé spoji. Pfedpokladejme, Ze v
Case t se oba body nachazeji v poloze podle Obr. la. Jeden bod ma
hmotnost m , okamzitou rychlost v a plisobi nan externi sila F. Druhy
bod ma hmotnost elementarni dm a rychlost ¢ . V ¢ase t+d¢ jsou jiz
body podle Obr. 1b. spojeny v jeden, ktery ma zménénou hmotnost

m+dm a rychlost v +dv . U externi sily F zménu b&hem kratkého
casového okamziku d¢ nepiedpokladame.

<!

[oN
@
(@]
~

Obr. 1b.

Obr. 1a.

Nyni pouzijeme vétu o zméné hybnosti soustavy hmotnych bodii v
integralnim tvaru

Blt,)-Blt,)= [ Fdr,

4

ale protoze je Casovy interval elementarni, neni nutno na pravé strané
integrovat, takze

ple+de)-ple)=Fdz. (1.1)
Hybnost nasi soustavy pfed spojenim je

p(t)=mv +dmé
a po spojeni

plt+de)=(m+dm)v +dv),
takZze po dosazeni do (1.1) mame

mv+dmv+mdv +dmdv —mv —dmé = Fdt.
Prvni a paty ¢len se vyrusi a ctvrty €len se jako veli¢ina nekone¢né mald
druhého fadu zanedba. Po upraveé pak dostavame

ma=ﬁ+d—m(5—v), (1.2)
coZ je pohybovd rovnice hmotného bodu s proménnou hmotnosti. Clen na
pravé strané

= dm, . _\ ..

Fy :E(C—v):mu (1.3)
se nazyva reaktivni (téz propulzni) sila, pti¢emz veli¢ina m s fyzikalnim
rozmérem kgs~' se nazyva hmotovy tok a vektor ii =¢—V relativni

rychlost hmotového toku vzhledem ke hmotnému bodu. Hmotovy tok je
veli¢ina kladna, kdyZ hmota hmotného bodu ptibyva, a zdporna, kdyz
hmota hmotného bodu ubyva.

2. Priklad

Jako ptiklad budeme studovat (zatim) hypoteticky kosmicky aparat
nazyvany slune¢ni plachetnice.
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Obr. 2.

Uvazujme nejprve pasivni kosmickou sondu v meziplanetdrnim
prostoru v dostatecné vzdalenosti od vSech hmotnych objekti kromé
Slunce, tedy situaci podle Obr. 2. Zde je sonda zakreslena v polarnim
soufadnicovém systému se sttedem (pdlem) ve Slunci. Hmotnost sondy je
m , jeji okamzita rychlost ve slozkach v ,v,  a okamZitd vzdalenost od

slunce p . Polohovy uhel ¢ se méfi od zdkladny, kterou je spojnice
Slunce se vzdalenou hvézdou (stalici). 7 je polohovy vektor sondy a €,

resp. ¢, jsou radidlni resp. transverzalni jednotkovy  vektor

soufadnicového systému.

Nyni si piedstavme, ze sonda je tvoiena zrcadlem orientovanym ke
Slunci, Obr. 3. Na zrcadlo dopada slunecni zafeni neboli hmotovy tok

fotonti 71, rychlosti svétla ¢ . Fotony jsou nejprve zrcadlem zachyceny,
¢imz se podle (1.3) realizuje reaktivni sila v radidlnim sméru

F =m1(c—vp)ep.

Ve srovnani s ¢ je ale v, zcela zanedbatelna, takze

—

Fpy=mce,,m >0.

¢

Obr. 3.

Fotony se ovSem od zrcadla odraZeji rychlosti —cé, v mnozstvi m, <0.

Za predpokladu dokonalé odrazivosti zrcadla je ale Ubytek hmotnosti
odrazem stejny jako ptirtstek hmotnosti zachytem, tedy

m, = —H,.
Pfitom ubytkem hmotnosti se realizuje reaktivni sila

F, = mz(—cep): mce,,,
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tedy stejna jako F 1 » @ celkova reaktivni sila je

Fp=Fp +Fpy =218, (2.1)
Zustava otazka, jaky je hmotovy tok i, .

Podle teorie relativity je energie zafeni rovna soucinu hmotnosti
castic a rychlosti svétla na druhou. Je-li tedy celkova hmotnost fotont
zachycenych zrcadlem m, , bude kineticka energie dopadajiciho zateni

K =mc’. (2.2)
Soucasné¢ ale plati obecna véta o zmené kinetické energie
dK
—=P, 23
1 (2.3)

kde P je vykon pusobicich sil. V pfipad¢ naseho zrcadla je vykonem P ta
¢ast vykonu P, Slunce, ktera pfipadd na plochu S zrcadla. Protoze je

celkovy zafivy vykon P Slunce rozlozen rovnomérné na kazdou kulovou
plochu se sttedem ve Slunci, bude ve vzdalenosti p od Slunce pfipadat na

jednotku plochy vykon P / 47p* , takze na plochu S zrcadla pfipada

vykon
P=P S > (2.4)
47p
Dosadime-li nyni (2.2) a (2.4) do (2.3), dostdvame
mlc2 P 5 >
P
takze
. P S
my, =— - (2.5)
c” 4np

Dosazenim (2.5) do (2.1) dostavame celkovou reaktivni silu zafeni ve
vzdalenosti p od Slunce
- P S

F, = e . 2.6
e 2t 26)

Pfi tom je nutno podotknout, Ze podminkou platnosti (2.6) je, aby zrcadlo
zustavalo pfi svém pohybu trvale orientovano ke Slunci. V praxi by to
vyzadovalo instalaci systému pro orientaci v prostoru.

Reaktivni sila neni ovSem jedind sila plsobici na zrcadlo. Je zde
jesté pritazliva sila Slunce; podle Newtonova gravita¢niho zékona je to
mM
e (2.7)

2 Spo

P

kde x je gravitatni konstanta a M hmotnost Slunce.

G=-«x

Dosazenim (2.7) do (1.2) tak dostdvame Newtonovu pohybovou
rovnici ve tvaru

_ [PS S mMJQ
ma =| — K== |€,,
c 2mp o

ze které vypocteme

:Lz(zii—KMj é. (2.8)
P \2mc m

[

Protoze P, 7,c,x,M jsou znamé konstanty, zadvisi velikost zrychleni

kromé& na p jiz jen na poméru S/m, tedy poméru plochy S zrcadla a
hmotnosti m sondy. Pfi poméru

—=2mc— (2.9)

se Clen v zavorce ve (2.8) anuluje a zrychleni je bez ohledu na okamzitou
vzdalenost od Slunce nulové.
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To se nezda byt pfili§ tizasny vysledek. Uvédomme si vSak, ze to
znamena konstantni rychlost, konstantni co do sméru i co do velikosti.
Tedy sonda se bude pohybovat (vzhledem ke Slunci) stejnou rychlosti,
jakou bude mit na obéZné draze Zem¢ okolo Slunce. Tato rychlost se voli
v Sirokém rozmezi, v zavislosti na konfiguraci planet a uzite¢né hmotnosti
sondy. Vezméme pro srovnani tzv. parabolickou rychlost
v, =4,21.10*'ms™ . Je to rychlost, se kterou standardni sonda opusti
obéznou drahu Zemé po parabole. Da se vypocitat, ze po takové draze trva
let sondy k ob&zné draze Neptunu, ktery je dnes povazovéan za posledni
téleso Slunecni soustavy, pfiblizn¢ 13 let. Stejnou cestu by sluneéni
plachetnice vykonala za pouhych 3.4 roku. Viz Obr. 4. (Vzdalenosti od
Slunce vyznaceny v astronomickych jednotkach - AU. 1 AU = vzdalenost
Zem¢ od Slunce.)

Technicka potiz realizace takové slunecni plachetnice vSak spociva v
hodnoté %1 . Dosadime-li do (2.9) zndmé konstanty P, 7,c,x,M ,

dostaneme % ~70m’kg™' . Tedy na kazdy jeden kilogram sondy

potiebujeme 70m”* zrcadla.
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Kapitola VI: Dynamika posuvného pohybu télesa

1. Teorie

Nejprve piipomenme definici posuvného pohybu télesa, zndmou z kinematiky:
Téleso se pohybuje pohybem posuvnym, jestlize kazda jeho primka zachovava sviij smer.
Pti takovém pohybu vSechny body télesa opisuji stejné, navzajem posunuté trajektorie a
v témze Case maji stejné vektory rychlosti a stejné vektory zrychleni.

Pro dynamickou analyzu uvazujme obecné téleso podle Obr. 1 s hmotnosti m a

reakcnich) Fl., i =1,...,n s pisobisti v bodech i=1,...,n s polohovymi vektory vzhledem
k tézisti 7y,,i=1,...,n a mnozinou [/ silovych dvojic (akénich 1 reak¢nich) s momenty

M, j=1l.

Obr. 1: Zatizeni a pohyb télesa.
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V disledku zatiZeni se téleso pohybuje se zrychlenim a, které je

WV

i=—>) F (1.1)

=0, (1.2)
i=1 Jj=1

které je mozno Cist nasledovné: Téleso se pohybuje pohybem

posuvnym se zrychlenim podle (1.1), jestlize vSechny piisobici

silové ucinky (akcni i reakcni) jsou v momentové rovnovaze podle

(1.2).
2. Priklad

Podle Obr.2 je homogenni hranol o hmotnosti ma o
rozmérech Ixh(xh ) vodorovné ulozen na dvou podporich v
mistech A a B ve vzajemné vzdalenosti b</. Podpory jsou drsné
s nestejnymi koeficienty smykového tfreni f, # f, . Hranol se
nachazi v tihovém poli g a je zatizen konstantni horizontdlni

A%

b % o
- \ 4 Y
A AB A g ‘
4 1/2 ol 1/2 ]
Obr. 2



zavislost v(x) rychlosti posuvného pohybu hranolu na draze a
velikost F sily F pii okrajovych podminkach v(O):O a
v(I—b)=0, které znamenaji, 7e hranol se rozeb&hne z klidu pfi

poloze pravého konce nad podporou B a opét se zastavi pii poloze
levého konce nad podporou A.

Reseni:

Podle zadavaciho Obr. 2 nejprve nakreslime kinematické schéma,
Obr. 3, ve kterém vyznacime okamzitou polohu x hranolu a vektory

A%

kladné orientace obou vektori volime ve sméru rostouci polohové
soufadnice x.

Obr. 4: Silové schéma — uvolnéni.

. F-T,-T,-D=0 (2.1)
i -G+N,+N,=0 (2.2)
a pak momentovou, psanou napiiklad pro momenty vzhledem k tézisti
/ [ h
NB(E—xj—NA(x+b—Ej—(TA+TB)E=0. (2.3)

Specifikace sil pro dany piipad jsou

Obr. 3: Kinematické schéma.

, S SN G =mg 24)

Déle provedeme uvolnéni télesa, Obr. 4, tzn. zatizime je ak¢nimi T —fN 55

silami G a F, reakénimi silami N,,T, resp. N,,T, nahradime A (2.5)

. e x ;L . , = Ty = f3Ny (2.6)
odebrané podpory a do tézist€¢ hranolu umistime dynamickou silu D.

D =ma, (2.7)

Ptitom dbame, aby tieci sily T L, a T » byly orientovany proti zvolenému . .
pfi¢emz predpoklddame, ze normalné sily N, a N, jsou obé kladné.

sméru vektoru rychlosti a aby dynamicka sila D byla orientovana proti (Tento predpoklad bude v zdvéru v§podtu nutno zkontrolovat.)

zvolenému sméru vektoru zrychleni. Kladné sméry normalnych sil N ! o ) ) o ) ) )
_ ) L Nakonec pfiddme rovnice kinematické. Pro dany typ ulohy se hodi
N, volime proti sméru tihy G . jedina
Podle uvolnéni télesa nyni napiSeme rovnice dynamické rovnovahy 1 dv?
télesa. Nejprve slozkové pro slozky sil ve smérech x a y a=—

(2.8)
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Vlastni feSeni zahajime dosazenim specifikacnich a kinematickych
rovnic do rovnic dynamické rovnovahy. Dostaneme soustavu tii rovnic

1 dv?
F—fuN, _fBNB_Em

ax 0 (2.9)

-mg+N,+N,=0 (2.10)

NB(é_x)_NA(x-i_b_é)_(fANA+fBNB)§:O’ @10

ktera obsahuje Ctyfi proménné, a to N,,N,,v a x. Protoze x je
nezavisle proménna, budou feSenim tfi funkce N, (x), N, (x), v(x).
Rovnici (2.11) jesté upravime na tvar

[ h [ h
NB(E_x_fBEJ_NA(x+b_E+fAEjzo (212)
a feSime rovnice (2.10) a (2.12) pro neznamé N ,, N, s parametrem x.

Vysledkem jsou dvé funkce
[—-2x— fyh
mg ,
2b+ (fA - fB )h
2x+2b—-1+ f ,h
N, (x)=mg S,
2b+ (fA - fB )h
které nyni dosadime do rovnice (2.9). Dostaneme diferencidlni rovnici
dv? [-2x— f,h 2x+2b-1+ f,h 2F
+2g/, ——
dx 2b+(f, = ) 2b+(f,=f)h m

kterou lze fesit separaci

4 +g fifo o Pt Ul (2F N
2b+(fA_fB)h 2b+(fA_fB)h m
a integraci pii aplikaci levé okrajové podminky v(O) =0

(2.13)

NA(X):

(2.14)

0, (2.15)

+28 f3

vz(,) X X
2 _ fA_fB _ 2be+(fA_fB)l_2F
-([dv _4g2b+(fA—fB)h'([de {2g 2b+(fA—fB)h }J.dx (2.17)

s vysledkem

V()= 29 fa T 2_{2 2bf3+(fA—fB)l_2_F}x. 2(18)

0

4 (f- o B 24 (f - S0 m

Hledanou hodnotu F stanovime z aplikace druhé okrajové podminky
v( —b)=0 , ktera vede na rovnici

V(1—b)=0=2g— L1~ )h(,_b)z_{2g2bf3+(f,4—f3)l_E}(,_b)

2b+(f, = fy 2b+(fi=f)h  m
(2.19)
pro F, s vysledkem
F:m (fA+fB)b (220)

S2b+(f,- Sy

Dosazenim za F' do rovnice (2.18) dostavame nakonec feseni

o =S e+b-1)
v(x)—\/ng TS AT (2.21)

které zjevné spliiuje obé okrajové podminky.

Pro konkrétni ¢iselné zadani

b=0,6m, [=1,0m, h=01m,

m =80,0 kg, g=10,0ms’2, f,=02, f5=04.
vychazi
F =244,0678 N

a graf zavislosti v(x) rychlosti na poloze podle Obr.5. Animaci
vysledného déje znazoriuje Obr.6.
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0.1

0.1 0.2

X

Obr. 5: Vysledny pribéh rychlosti

Obr. 6: Animace

Nakonec je nutno kontrolovat, zda jsou v celém rozsahu pohybu
splnény vySe uvedené predpoklady feSeni N, >0 a N, > 0. Pfesvéd¢ime
se vykreslenim grafi funkci N A(x) resp. NB(x) podle (2.13) resp.
(2.14), viz Obr. 7.

Predpoklady jsou zjevné splnény, takze feSeni je platné.
700

600
300 -
400 -
300 —

a4

100

D W T . T ! T ' 1
0 0,1 02 03 04

X
== Dpdpora &4 == Podpora B
| |

Obr. 7: Pribéh podpirnych reakci

Diskuse vysledku:

Pisobenim konstantni sily F =244,0678 N se tedy hranol

rozeb¢hne z klidu pii poloze pravého konce nad podporou B, dosahne
maximalni rychlosti 0,36 m/s a opét se zastavi pfi poloze levého

konce nad podporou A.
To se pii zbézném pohledu zda podivné: podle standardni

rovnice F =md by konstantni sila m&la zptsobit kladné konstantni
zrychleni, neboli konstantni narist rychlosti!
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Tento zdanlivy rozpor je zplisoben ptidavnym pusobenim tfecich
sil na podporach, pificemz koeficienty smykového tfeni na obou
podporach se museji liSit. Kdyby totiz bylo f,=f, vysla by podle
(2.20) jista nenulova sila F' ale podle (2.21) by rychlost zlstala nulova,
tedy k pohybu by viibec nedoslo.
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Kapitola VII:

Dynamika télesa s obecnym rovinnym pohybem

pevny a zadna jeho ptimka nezachovava sviij smér.

Kinematiku obecného rovinného pohybu popisujeme pomoci pohybu

lokélniho soufadnicového systému (L, x*, y" ), pevné spojeného s télesem,

1. Teorie

Nejprve ptipomenme zakladni definice:

T¢leso kond rovinny pohyb, jestlize trajektorie vSech jeho bodi jsou
rovinné kiivky v navzajem rovnobéznych rovinach.

Téleso kond obecny rovinny pohyb, jestlize zadny jeho bod neni

Obr. 1: Kinematika obecného rovinného pohybu

v globélnim nepohyblivém soufadnicovém systému (G, x%,y°¢ ), viz
Obr. 1. Pocatek L lokalniho soufadnicového systému se nazyva
referencnim bodem télesa a tihel @, sevieny osami x%,x", se nazyva
polohovym uhlem relativni rotace t€lesa okolo referen¢niho bodu.
Poloha obecného bodu B télesa je dana vektorovou rovnici
Py =T, +Tpp.

Zavedeme-li algebraické vektory

G G L

ro = Xp ro = Xr rl— Xp
B G| L — G |’ B — L

Y YL Ve

bude platit zékladni transformacni rovnice
ry=r’+Tr}, (1.1)
kde

T cos@ —sing
- sing cos@

je tzv. transformacni matice.
Rychlost obecného bodu B télesa je pak dana jako

dT*
G G, -
Vy =V, +¢ d ry,

kde jsou rychlosti
G _ vl(?;x G _ vgc
VB - G |’ VL - G
Vg, Vi,
Analogicky zrychleni
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2
ag —al +| g4 STt
de de
kde
G _ agx G _ afx
aB_ G |’ aL - G
aBy aLy
a

dT _ {—sin(o —cosgo} d&’T B {—cosgp sin ¢ } _ T
do cosp —singp| de® |-sing —cosg '
Pohybové rovnice pro feSeni dynamiky obecného rovinného pohybu
télesa s hmotnosti 7 a momentem setrvacnosti J, k referencnimu bodu
L uvéadime bud’ ve tvaru Newtonovée
ma, +md,, +ma, = Zn:F; ,
i=1

Fogxmi, +J,d =Y i, xF,
i=1

nebo d'Alembertove

S FE+D+T+C=0,

i=1

ZFLi XF:’ + 7 XD+MD :69

i=1
kde jsou zavedeny tzv. (dopliitkové) dynamické Gcinky:
dynamicka sila unasivého posuvného pohybu

D=-ma,, (1.2)

vvvvv

7 -~ _ 20
T'=-ma,, =-meat,

pusobici v referencnim bodé, odstrediva sila

C=-mi,, =-mew’ iy, (1.3)

M,=-J,a. (1.4)
Vyznam jednotlivych symbol viz Obr. 2, S predstavuje téziste télesa,
excentricita e = LS .

G G
Obr. 2: Dynamika obecného rovinného pohybu

Alternativné se pro mechanicky systém s idedlnimi (= bez pasivnich
odporil) vazbami s vyhodou pouziji skalarni Lagrangeovy rovnice 2. druhu
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d|{ oK | 0K .
—| __=Qj’ J:L.._’n, (1.5)
dt{0q, ) Ogq,

kde n je pocet stupiili volnosti objektu, K je kinetickd energie objektu,
4,,49,,---,4, jsou tzv.zobecnéné soufadnice, ¢, ,q,,...,4, jsou

zobecnéné rychlosti a

u or,
Q,':sz. : 5j:1725'”3n3 (16)
CA o}

jsou tzv. zobecnéné sily, které nahrazuji soustavu N sil F,i=12,...,N

J

realn¢ v soustave piisobicich v bodech s polohovymi vektory
r,i=12,...,N. Vektory F ar, je tfeba zadat slozkami v témze

1

soufadnicovém systému.

2. Priklad

Jako priklad vybereme kaskadérsky pokus pieskocit autem jistou
horizontalni vzdalenost H , viz Obr. 3. Pii takovych pokusech byva
prekonédvand vzdalenost zatarasena n¢jakymi pfedméty, na obrazku jsou
naznaceny autobusy stojici napfi¢. Proto je tfeba dosahnout i urcitou vysku
letu.

AL B

Obr. 3: Kaskadérsky pokus

Skok ma nékolik fazi. Nejprve se auto rozjizdi; v zdvéru rozjezdu
najizdi na startovni rampu, sklonénou pod uhlem f, a sahajici do vysky

V.. Pro samotny skok je rozhodujici nasledujici faze, kterou budeme

nazyvat faze 1. Ta je charakterizovana tim, Ze na ramp¢ jsou opfena jen
kola zadni napravy, zatimco kola ptfedni napravy jsou uz "ve vzduchu".
Jakmile se i zadni kola odpoutaji od rampy, nastava letova faze. Letova
taze konci dopadem na cilovou rampu sklonénou pod tthlem f, a sahajici

do vysky V,. K uspéchu pokusu je tfeba, aby pristani bylo hladké;
vylouceny jsou nékteré kolizni situace naznacené na Obr. 4.

ﬁ[Jf\"‘€>>,

Obr. 4: Kolizni situace pfi pristani

Vlastni automobil je schematicky znazornén na Obr. 5. Lokalni

2

osa x* sméfuje dopfedu ve sméru jizdy, osa y* vzhiru. T&leso budeme
povazovat za dokonale tuhé, takze kotované rozméry a, b, h,r budeme
deklarovat jako konstanty.

Umisténi globalniho soufadnicového systému (G,xG , yG) je
znazornéno v Obr. 3.

2.1. Faze 1

Kinematické schéma pro fazi 1 je zndzornéno na Obr. 6. V této fazi
ma vozidlo 2° volnosti, ke kterym je tfeba ptifadit dvé soufadnice. Protoze
budeme pracovat metodou Lagrangeovych rovnic, mohou byt souradnice
dosti obecné. Jako prvni soufadnici & zvolime vzdalenost mezi okamzZitou
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Obr. 5: Rozméry vozu

polohou stfedu zadniho kola a jeho polohou poc¢ate¢ni, tj. polohou, kterou
m¢él v okamziku, kdy dotykovy bod ptedniho kola pravé dosahl hrany
startovaci rampy. Jako druhou soufadnici ¢ zvolime okamzity thel mezi

Obr. 6: Kinematické schéma pro fazi 1

osami x%,x".V obrazku je dale znazornén okamzity globalni polohovy
vektor 7, referencniho bodu L, vektor v, jeho rychlosti a orientovany
obloucek @ uhlové rychlosti.

Pocatek faze 1 je zndzornén na Obr. 7. Zde jsou vyznaceny pocatecni
hodnoty f(O) =0a go(O) = [, pro ob¢ soufadnice a pocatecni vektory

7,(0)a v,(0).

\\\\\\\\\\
\\\\\\\

Obr. 7: Pocatek faze 1

Silové schéma pro fazi 1 ukazuje Obr. 8. Uvazujeme tihovou silu G

2%

obé piisobici v dotykovém bod¢ D zadniho kola. (Trakéni sila plisobici na
zadni kolo implikuje vozidlo s pohanénou zadni népravou.) Protoze jsme
se rozhodli pro metodu Lagrangeovych rovnic, nezavadéji se zadné silové
dynamické ucinky.
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NG x

Obr. 8: Silové schéma pro fazi 1

Pohyb vozu ve fazi 1 je obecny rovinn}'f Za referenéni bod Volime

Vv w

S . Pro vypocet kinetickd energie vozidla proto pouzijeme vzorec

P, 1.5
K=—mv;+—J o, 2.1
St 2.1)
moment setrvacnosti k ose prochaze31c1 tézisttma w = @ uhlova rychlost.
Zavedeme -li polomér setrvacnosti i, vozidla vztahem
J, =mi;,
zjednodusi se (2.1) na

K=%m(vi+if »*). 2.2)

Pro pouziti v Lagrangeovych rovnicich musime nyni kinetickou
energii vyjadiit pomoci zobecnénych soufadnic & a ¢ a jejich derivaci &
a ¢ . Podle Obr. 6 je globalni polohovy vektor dotykového bodu D zadni
napravy

G —(a+b—§)cos,81

PV —(a+b-&)sing |
Aplikaci rovnice (1.1) na bod D dostavame

rS=r’+Tr},
takze

ré=ri-Tr}. (2.3)
Lokalni polohovy vektor r) bodu D je podle Obr. 6

. [-b+rsin(B -9)
r, = ,
|—h—r cos(ﬁl - (p)
takze po dosazeni do (2.3) dostdvame po Gprave
v [ —(a+b—-&)cos B, +[b—rsin(B —@)|cosp
= +
t V- (a +b— §)sinﬂ1 + [b - rsin(,b’1 - (o)]singo
— [h + rcos(ﬂl — (0)]sin(0
+ .
[h+rcos(B, — @)|cose

Derivovanim (2.4) podle asu dostaneme po tipravé rychlost v{
referen¢niho bodu L

Vo - f:c9sﬂl —(bsin(0+h0f)5(p)(.p ' 2.5)
&sin S, + (b cos @ — hsin (p)go
Hodnota v, je invariantni vzhledem k pouzitému souradnicovému
systému; podle (2.5) vychazi
v: =& 4+ 2[bsin(p, — p)— hcos(B, —

(2.4)

§go+( +h )<p
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takze podle (2.2) je kineticka energie

K = Lnlee s 2fosin(p, - o) hoos(s ~ oo+ (b 41 +i2 )}

Pro dosazeni do Lagrangeovych rovnic (1.5) potiebujeme nyni urcit

derivace kinetické energie. Nejprve podle soutfadnic

K _,
g
oK . .
% = m[— b cos(,B1 - (0)— h Sln(ﬂl - (/’)]SZ(P-
Dale podle ¢asovych derivaci
oK : . -
8_5 =mé+ m[b sm(ﬂl - (p)— h COS(,Bl - (/))](0,
= = mlbsin(g, — )= heos(,— o)l mlp* + 1 +it)g
6—¢_m sin\f, —@)—hcos\f, — )| +m\b” + " +i} )

a nésledné podle Casu

(G|l beostp o) sintp - o+
+ m[b sin(ﬂ1 - q)) —h cos(ﬂ1 — go)](p,

i[a—Kj [ beos(, ~ o) hsin(B, o) +

dt op

+ m[b Sin(ﬂl - (0) —h Cos(ﬂl - (D)k +
+mlb? + 17+ 7).

Pro dosazeni do pravych stran Lagrangeovych rovnic (1.5) vypocteme
nyni zobecnéné sily. Pro vypocet podle (1.6) pouzijeme vektory sil a poloh

vyjadiené v globalnim soufadnicovém systému, takze

G G

0. =(NG +FG)0%+GG .GL’
g g
G G

0, =(N°+F°)e e 1 Go o UL
! el Op

Zde

N¢ =[-Nsinf, Ncosp,],
F¢ =[Fcosp, Fsinp]",

GGz[O —mg]T
a
or’ .
82 =[cos,81 smﬂl]T,
or’ .
62 :[cos,H1 smﬂl]T,
G
or, :[0 O]T’
op
or [-bsinp—hcosg
op bcosp—hsing |
takze

0. = F —mgsin f,,
0, = mg(— bcos @ + hsin (p).
(PovSimnéme si, Ze zobecnéné sily a tim ani celé rovnice neobsahuji

normalnou silu N . To je zcela v potadku, protoze N je vazebna,
nepracovni sila.)

Po dosazeni do (1.5) dostdvame dvé diferencialni rovnice druhého
tadu pro dvé neznamé funkce &(t), ¢(t). Zavedeme-li dalsi dvé funkce

Vy = £, = ¢ s vjznamem rychlosti bodu B a uhlové rychlosti vozidla
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podle Obr. 6, dostavame po Uprave a kanonizaci soustavu Ctyt
diferencialnich rovnic prvniho fadu

dv,
d¢
+ [—baf(b2 +h? +if)—gh(hsin(p—bCOS(p)]cos(ﬂ1 —p)+

+ (b7 + 12 +if{gsinﬂl —Ej}/R,
m

- {[_ha;z(bz +h’ +if)+ gb(hsin@—bcosgo)]sin(ﬂ1 - )+

(31_(: = bhfsin (B, - p) —cos* (B, — @) |+

+ HE — gsin ﬂ1j+ o (b> = 1 )eos(, - (o)} sin(B, — ) +
m

+ h[gsin,b’l —chos(ﬂl —(p)—g(h Sil’l(p—bCOS@)}/R,
m

dé

ar B
49 _ .
ds

kde

2.6)
R =[hcos(B, — p)-bsin(B, - )l —b> —h* —i; .

Soustava se fesi s pocatecnimi podminkami

£(0)=0,
9(0)= 5,
Vg (0) ="V
@(0)=0.

Vyftesené funkce f(t), (o(t), Vy (t), a)(t) se pouziji k vypoctu r’ (t) podle
(2.4)a v7(z) podle (2.5).

Konec faze 1 nastane, kdyz dotykovy bod D dosdhne hrany
startovaci rampy, tj. kdyz & =a+b . K tomu dojde v CaseT , ktery se urci

Z rovnice
f(T ) =a+b.

Koncové hodnoty pro fazi 1 a soucasné pocate¢ni hodnoty pro
letovou fazi jsou podle (2.4), (2.5)

5(r)= xf(T)}=

) Lf (T)

_[[p=rsin(B, - o(T))]cos p(T) = [+ rcos(B, — p(T))Jsin p(T)
b - rsin(B, - o(1))]sin(T) + [+ rcos(B, — p(T))|cos p(T) |

v (T)} _[vs(T)cos B~ (bsing(T) + hcos p(T))ax(T)

e { | LB(T) sin 3 +(beos p(T) — hsin p(T)JaXT J'

2.2. Letova faze

Pohyb vozu v letové fazi je obecny rovinny se tfemi stupni volnosti,
protoze nejsou pritomny zadné vazby. K témto tfem stupiiiim volnosti

ptitadime jako soufadnice dvé globdlni slozky x| , y; polohového

2%

orientované obloucky pro tthlovou rychlost @ a uhlové zrychleni
télesa.

Budeme postupovat metodou pohybovych rovnic ve varianté
d'Alembertové. Silové schéma pro ten piipad zndzoriuje Obr. 10. Do

t87i5t& je zde zavedena jedina akéni sila, tiha G , a z dynamickych sil (1.2)
az (1.3)jen D (ve slozkach D, D,), protoZe T i C jsou nulové diky
excentricité¢ e =0. Jediny momentovy ucinek predstavuje dynamicky
moment ]\71,3 podle (1.4).
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a;, =0,
v () =vy (T) = konst.,
X0 = xS () +vo(T)(t-T),

ap, =-g,
° v () =vi(T)-glt-T), (2.7)
VO = ¥+ D -T) -l
a=0,
w(t) = a(T) = konst.,
o(t) = p(T) + (Tt~ T).

Obr. 9: Kinematické schéma pro letovou fazi

Rovnice dynamické rovnovahy napsané podle silového schématu jsou

x%: -D_=0,
v -D,-G=0,
L : -M,=0.

Po dosazeni podle (1.2) a (1.4) a s pfihlédnutim ke kinematickym vztahlim

G _ -G _ =G
aLx_va_xL’

G _ -G _ G

arp, =V =V

a=0=p,

L . ; v G
dostavame integraci postupné pro ¢ > T N x

Obr. 10: Silové schéma pro letovou fazi
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Numericky vypocet hledanych funkci pro letovou fazi podle (2.7) by
byl velmi jednoduchy. Totéz vSak nelze fici o feSeni diferencialnich rovnic
(2.6) pro fazi 1. Bylo proto nutno nasadit vypocetni techniku (systém
MAPLE). Reseni bylo provedeno pro nasledujici hodnoty:
=  rozméry vozidla:

a=1,0m, b=15m,
h=0,5m, r=0,4m,

=  hmotové¢ charakteristiky vozidla:
m=1500 kg, i=0,6m,

=  rozméry ramp:
Vi=2,5m, V,=2,5m,
B, =20°, B, =20°,

= tihové zrychleni:
g=981ms".

2 3. Pristani

Dalsi parametry ulohy, tj. velikost trakéni sily F' ve fazi 1, rychlost
v, ha pocatku faze 1 a horizontalni vzdalenost A ramp je tfeba zvolit tak,

aby "dolet" byl cca 75 m a aby pfistani bylo "hladké". "Hladkym"
pristanim budeme rozumeét situaci, kdy néklon vozidla, urceny tthlem ¢,
G
Lx
si alespon piiblizn€ rovny, a soucasné se vozidlo nachazi v pfimétené
vySce nad horizontalni rovinou.
Opakovanym vypoctem bylo zjisténo, ze takova situace nastava pti
volbé F =10000 N, v, =120 km/hod.=33,3 ms~' v éase t =2,45s, kdy
G
v
p=-217°a arctg% =-21,1° pfi vysce t&Zisté vozidla yy = 2,44 m.
Lx

Umisténim pfistavaci rampy do vzdalenosti H = 73,8 m se pak dosdhne
"hladkého" pfistani, jak ukazuje Obr. 11, resp.animace na Obr. 12.

Je nutno pfipomenout, Ze letova faze je zcela pasivni, nelze v ni
parametry letu nijak ovlivnit. Jedind moznost k ovlivnéni letu je ve fazi 1,
kdy je vozidlo koly zadni napravy jesté na ramp¢. Zde musi byt v relaci
rychlost vozidla, které se dosahne hlavné rozjezdem jesté pred najezdem
na rampu, a trakcni sila. Na Obr. 13 je vysledek pokusu se stejnou
rychlosti v, ale pfi trak¢ni sile F' =0. Vidime, Ze absence trakéni sily ve
fazi 1, ktera, ackoliv trva jen velmi kratce (v daném piipadé jen 0,075 s),
zpusobi jednak zkraceni doletu ale hlavné "pfistdni" v nepfijatelném
naklonu. To naptiklad vylucuje pouziti vozidla s pohdnénou predni
napravou.

Dal$im problémem je vykon motoru vozidla. V daném piipade je
vykon trakéni sily P = Fv, =10000 N.33,3 ms™' =333 kW. Pfitom motor

samotny musi mit vykon podstatné vétsi vzhledem ke ztratam v pohonném
ustroji. Tedy nic pro mélo vykonna vozidla. Déle velmi zaleZi na
pneumatikdch. Trakeni sila totiz maximalné miize byt F = fN, kde f je
koeficient suchého tieni, v daném piipadé mezi pneumatikou a rampou.
Normalnou silu N jsme v naSem modelu nepocitali, da se odhadnout na
hodnotu blizkou vaze vozidla, feknéme

0,9mg =0,9.1500.9,81 =13 243 N. Koeficient suché¢ho tfeni by tedy

musel byt /' =10000/13243 = 0,75, coz je na sam¢é hranici moznosti pro
danou materidlovou dvojici.

Nakonec musime zminit zakladni nedostatek naseho matematického
modelu. TotiZ zanedbani aerodynamickych G¢inkl na vozidlo. Obtékani
vzduchu okolo vozidla ptisobi silami spojité rozloZenymi na povrchu
karoserie. Jejich vyslednici jsou odporova sila a silova dvojice s otaCivym
ucinkem okolo pii¢né osy. Oba tyto u€inky zdsadnim zptisobem ovliviiuji
zejména letovou fazi. K zahrnuti do vypoctu by bylo nutné stanovit oba
ucinky bud’ méfenim v aerodynamickém tunelu (dokonce pti ofukovani
pod riiznymi thly nabéhu) nebo simula¢nim modelovanim pomoci CFD
software. Oba zplisoby jsou velmi nakladné, takZe 1ze predpokladat, Ze
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(Gspesné) kaskadérské show jsou vysledkem spiSe cetnych pokusi nez detailnich vypoctu.

Iy 10 20 30 40 ] &l
X

|[——yL&L) — 4pfxl)]

Obr. 11: Graf trajektorie a naklonu vozidla

0 10 20 30 40 50 a0 70 a0

Obr. 12: Animace
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Obr. 13: Neuspésny pokus pii F =0
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