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P edmluva ke druhému vydani

Upravy v tomto vydani vychéazeji ze zkusenosti kofikaletém uzivani textu ve
vyuce. Byly vypustny nebo zjednoduSeny které useky, které pro pochopeni
zakladnich pojm nebyly nezbytné. Na Rolika mistech textu byly doplmy
ilustra ni p iklady a obrazky. ast kapitoly o testovani hypotéz oesini hodnot
(dvouvyb rové a péarové-testy) byla pesunuta do gdm tu Analyza dat, ktery
na pedm t Zaklady matematické statistiky navazuje.

Byla pidana podkapitola 2.7 sigladem vyuziti jednoduchych metod popisné
statistiky ve vyhodnoceni dat oignosti ty stochastickych algoritma doplin-

no vysvtleni a piklady hledani hodnot distribnich funkci a kvantil pomoci
funkci v Excelu. Krom toho byly odstramy n které drobné formalni a typogra-
fické nedostatky a byl aktualizovan seznam litesgtaejmeéna o eské knihy,

u ebni texty a elektronické abnice, které vysly v poslednich létech a jsou
vhodné jako doplujici literatura.

Tak snad toto nové upravené vydani bude pro stygeipgmn jSi a srozumitel-
n jSi a bude dobrou pormnkou pro pochopeni zakladnich principtatistiky a
jejich aplikaci v analyze dat.
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1 Uvod

Po prostudovani této kapitoly bystelm

e v dt, imse zabyva statistika a jaka datazenzpracovavat,

* rozumt pojm m objekt, veliina, datova matice, zakladni soubor, wdvy
soubog

» chapat rozdil mezi Skalou nominalni, ordinalniemmalovou a podilovou.

as potebny k prostudovani tohoto modulu je asi 2 hodiny.

1.1 Co je statistika?

Slovo statistikaméa p vod v minulosti vzdalené kolik stoleti. Citime v nm
latinsky zaklad status tedy stav, a taksétat- stav v ci ve ejnych. Nahlédneme-
li do vykladového slovniku nebo do Gvodnich kapitabnic statistiky, dozvime
se, Ze "statistika se zabyva studiem zakonitosthadnych jev". V ta je to jist
pozoruhodna, ale ndpravenému tendi mnoho nesduje. Krom toho se do-
teme v uebnicich, Ze pod pojmem statistika j¢Smou minna matematicka
statistika coz je obor matematiky, ktery se zabyva aplikacewrie pravdpo-
dobnosti, (coZ je dalSi obor matematiky), a Ze mat&eka statistika hleda
spravné metody usuzovani z neuplnych udagtizenych jeStnavic nahodnym
kolisanim. Vidime, Ze je mnoho vyznarslova "statistika". Jednim z hlavnich
cil tohoto pedm tu a tohoto textu je vybudovani zaklapro spravné pochope-
ni vyznam slova "statistika" a pro vyuZziti kterych statistickych metod poznéa-
vani a chapani sta, ktery nas obklopuje, tedy pstatistickou analyzu dat

Analyzaje opakem syntézyak vime z kizovek. Také misto analyza eme
uzivat eské slovaozbor. Zde m Zete tento pojem chapat jako postup roeai
velkého celku na takové sasti, které nam ten neghledny celek pomahaiji po-
chopit a porozunt mu.

Data jsou zobrazenim jistéasti realného sva, asto byvaji vyjacena iseln.

asti svta m Zeme zobrazovat znou formou - jako fotografii, mapu, kresbu -
to vSechno jsou data. V tomto textu vSak daty buelesmumt p edevsim zobra-
zeni do iselnych hodnot.

P iklad 1-1:

Fotbalové muZstvo Baniku Ostrava jako jisty vysek@ného swa m Ze byt

zobrazeno eba:

» skupinovou fotografii - tu jistoceni bZny fanousek, nebo snad jesice
mlada dadma hledajici objekt hodny jeji pozornosti,

» tabulkou, ve které bude u kazdého leraaznamenan ki, vyska, vaha, pet
odehranych minut a v&tlenych branek v této sezgmatum ukoneni smlou-
vy atd. Tato forma dat budeggm uzite n jSi pro realizani tym zodpovd-
ny za vykon muzstva. .

Ve statistické analyze rozumime daty jen druhounos¥, tedy zobrazeni ve

form tabulky.
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1.2 Statisticka data
Data jsou jistou formou zobrazeni vyseku z redln@hta, ktery nas obklopuje.

Statistickymi daty budeme rozuin iselné zobrazeni takového vyseku reéalného

sv ta, ve kterém se zobrazované objekty vyskytuji ladm tzn. Ze rzni jedin-
ci (objekty) patici do stejné kategorie, kterou umime jasm it, se objevuji vi-
cekrat.

P iklad 1-2:

N kolik p iklad vysek z realného swa s hromadnym vyskytem objekt
a) ryby v pehradni nadrzi Sance,

b) jablon v ovocné zahradpana Novéaka,

c) ob ané eské republiky k 1. lednu 2008.

Takové vyseky z redlného d&, které zahrnuji vice objekimajicich njakou
spole nou vlastnost, a tedy patdo stejné kategorie, nazyvarmepulace Vyse
uvedené pklady byly tedy piklady populaci. Zobrazenim bwsSechnebo jen
n kterychobjekt populace vznikajstatisticka dataA koliv u kazdého z uve-
denych piklad nas budou zajimat zcela jiné vlastnosti sledovianylgjekt ,
t eba v pikladu 1-2:

a) druh, délka, hmotnost, velikost Supin apod.,

b) stai stromu a Uroda v Iském roce vyjaagna v kilogramech.

Kazdé z tchto zobrazeni bude mit stejnou struktugtnykturu tabulky ve které
kazdy sloupec znamend jednu sledovanou vlastnektifw) a kazdy adek od-
povida jednomu objektu.

veliina_1 wveliina 2 .. wvelina_j .. veliinap
Objekt_l X1 X12 Xp
Objekt_2 X1 Xoo %p
objekt_i X;
objekt_n X1 Xn2 %o

Tabulka 1-1: Obvykla struktura statistickych dat

Uvnit tabulky jsou iselné hodnoty velin zjist né na kazdém ze sledovanych
objekt . Kazdy sloupec tabulky nie byt nadepsan jménem rené veliiny,
kazdy adek Ize oznat tak, abychom jednozna poznali, kterému objektu je
tento adek pi azen.
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P iklad 1-3:

Data z pikladu 1-2 b) - jablon pana Novaka, ma-li vSech svych 5 jabloni ozna-
eno isly a jsou-li sledovany dweli iny, totiz stai jablon a mnoZzstvi sklize-
nych jablek - mohou vypadat takto:

jablo | stai | sklize
(roky)| (kg)

1 20 65

2 21 80

3 15 25

4 10 12

5 24 55

Tabulka 1-2: Piklad statistickych dat

Tabulka je zakladni a nejstSi strukturou statistickych dat jako obrazu jisté
asti realného sva. Jeji vyhodou je to, Ze z ni snadno rozpoznaete je obra-
zem. Nevyhodou nte byt jeji velky rozsah, a tim i nghlednost, nap tabulka

z pikladu 1-2 c) by mla vice nez deset milion adk . Prav zpracovani infor-
maci z takovych rozsahlych tabulek deldednjsi formy je jednim z Ukol sta-

tistické analyzy dat.

iselné hodnoty uvnittabulky tvoi datovou strukturu @ adcich g sloupcich,
ktera se v matematice nazyva matice. Proto &dyno datech v tabulce hovo
jako odatové matici Sloupce tabulky jsme dosud ozaowali jakoveli iny. N -
kdy jsou vSak také oznavany jakoznak prom nna (anglicky variable) a
v n kterych vymezenych souvislostech i cel@adou dalSich nazv Podobn i
pro objektyexistuje mnozstvi synonynedineg (statistické)individuum p ipad
(anglicky casg atp. Protoze vSak uz rozumime kivému konceptu, tj. statistic-
kym dat m ve struktue tabulky, nemze néas tato nadbytea pestrost nazvoslovi
nijak zmast.

Je vSak nutné rozliSovat jeden velice podstatnglitomezi daty, ktera zobrazuji
vSechnyobjekty z populace a daty, ktera zobrazuji jen@st objekt populace

V p ipad, Ze data jsou obrazem celé populace, se tatoodatauji jako zaklad-

ni soubor Analyzou zakladniho souboru eme ziskat ghlednji a Uspornji
uspoadany popis dat, a tim i srozumitgBi popis sledovaného vyseku realného
sv ta, iselné hodnotyparametr populace. Takovy postup ozmngeme jakopo-
pisnou (deskriptivnj statistiku

Zakladni soubor neni vzdy k dispozicieba mZe byt populace velice rozsahla
a zm it vSechny objekty jeasov nebo finann neunosné nebo je dokonce ta-
kové m eni nemozné. Napm eni je destruktivni, jako jedba tlakova zkous-
ka cihel a zakladni soubor treme ziskat jen tim, Ze v nicim lisu rozdrtime
vSechny vyrobené cihly. Tim bychom sice ziskaliladki soubor, ale ptom
bychom zniili tu &st realného sta, kterou ma zobrazovat, a informace ze za-
kladniho souboru uz by @staly byt zajimave.



N kdy data tedy zobrazuji jerést objekt populace, avSsak my bychom si radi
u inili obraz o celé populaci, o jejich parametredt.to podobna situace, jako
kdyZz z nkolika utrzk fotografie si chceme utht obraz o krajin, ktera byla
zachycena na celé fotografii. Jejme, Ze naSe usgnost v tomto Usili bude za-
viset na tom, zda na atrzcich budoitgmny vSechny podstatné rysy krajiny, a
také na tom, zda budeme sprawsuzovat (odhadovat) z jednotlivosti na vilast-
nosti celku. Ve statistické analyze se takoaat populace nazywab r a jeho
zobrazeni do datyb rovy soubor.Z vyb rového souboru samagm nem Ze-
me ur it parametry populace, protoZze nemame o populdcioapinformaci, ale
pouzeodhady parametr populace

Metody spravného usuzovani z v na populaci, kdy z informaci @sti usu-
zujeme na celek a ze specialniho na obecné, nakytpmsmatematicka statisti-
ka. Postup se oznaje jako statisticka indukcea aplikace takovych metod se
nazyvajiinduktivnistatistika

Pojmy, s nimiz jste se seznamili v této kapitole pehledn shrnout, jak je
ukazano v tabulce 1-3.

Tabulka 1-3: Rehled pojm tykajicich se statistickych dat

v3echny objekty jenast objekt
realita populace vyhr
data z&kladni soubor vyloovy soubor
charakteristiky | parametry odhady (paramety
metody deskriptivni statistika| induktivni statistika

1.3 M eni atypy Skal

K iselnému vyjacdvani vlastnosti (a intenzity vlastnosti) jedintedy ke kvan-
tifikaci, slouzi r zné techniky m eni. M enim zjistime pro jisty objektiselnou
hodnotu sledované veiny, tim vlastn vytvo ime obraz objektu naiselné ose.
Pokud chceme poznavat redlny tsz jeho obraz (v tSinou se nam nic lepSiho
nenabizi), je jist nutné, aby sut byl zobrazovan nezkreslenM ici procedury
musi mit adu jasn definovanych vlastnosti, jako reprodukovatelnost, itel-
nost atd.

Vysledky m eni se vyjadiji iselnymi hodnotami mici stupnice, tzv. Skaly.
Skalou jsou vymezeny viechny mozné hodnoty, kteréma veliina m Ze na-
byvat. Podle typu Skaly jsou definovany vztahy nteziinotami na Skale. Roze-
znavame ty i typy Skal, a tedy ity i druhy m enych veliin (znak ). Uvedeme
je v poadi od nejhrubsi, postihujici nejméndetail , po nejjemn;jsi typ Skaly.

Nominalni Skalaklasifikuje objekty do uritych p edem vymezenychitl i ka-
tegorii. Hodnoty v nominalni Skale se daji vyjédlovn a mezi rznymi hodno-
tami neni definovano Zadné us@dani. Pokud jsou hodnoty nominalni Skaly
n kdy oznaovany iseln, m jte na pamti, Ze toto islo je pouze jakousi zkrat-
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kou (kédem) slovni hodnotyO veli indch m enych v nominalni &kale hove
me jako onominalnich veliinach.

P iklad 1-4:

V nominalni Skale se vyjadji hodnoty veliin, jako jsou nap:
* pohlavi (s moznymi hodnotami muzské, Zzenske),

* barva oi (modra, hnda, ernda),

» vysledek Iéby (uzdraven, zeml),

» narodnost (eska, slovenska, polska,mecka, ...).

Ordinalni (po adovg Skalaumoz uje jedince podle sledované vlastnosti nejen

meon

rozliSovat, ale také uspédat ve smyslu vztah'je v tSi", "je mensi" nebo "ed-
chazi", "nasleduje”, aniz by vSak byla schopnadifaiseln vzdalenost mezi
v tSim a menSimi mezi pedchazejicim a nasledujicim. Vatiy m ené v ordi-

nalnich Skalach se nazyvajdinalniveli iny.
Nominalni a ordinalni veliny jsou souhrnnoznaovany jakokategorialni

P iklad 1-5:

V ordinalni Skale se mi znaky jako

» dosazené vzdiani (zakladni, sedni, vysokoskolské),

» prosp ch ve Skolnim gdm tu (vyborn, velmi dobe, dobe, nevyhovl),

* d stojnickd hodnost (podporik, poru ik, nadporuik, kapitan, ...),

» stav pacienta (vyl&n, remise, recidiva),

* hodnoceni funkce technickych zzeni (stupn zavaznosti poruchy jaderné
elektrarny),

» ohroZeni povodni (stuprpovod ové aktivity),

* hodnoceni postojv sociologickych przkumech (Skéla ma hodnoty nap
souhlasim, spiSe souhlasim, spiSe nesouhlasimyhiasim),

* etnost vyskytu (asto, obas, zidka, nikdy),

* chu vina nebo jiné poZivatiny podle degustatora atd.

Na ordinalni Skale se kdy m i i veli iny m itelné kvantitativn jemn jSimi
Skalami, pokud rozliSeni ordinélni Skalou posja, nap. postava lov ka m Ze
byt mala, siedni nebo velka.

Intervalova (rozdilovd) Skalanavic umozuje stanovit vzdalenost mezi hodno-
tami m ené veliiny. Je tedy oproti ordinalni Skale bohatsi. Insdova Skala ma
definovanu jednotku meni, avSak nula byla definovana s jistou libl@vDovo-
luje proto poitat s rozdily nam enych hodnot, nikoliv s jejich podily.

P iklad 1-6:
Typickou veliinou m enou v intervaloveé Skéale je teplota.ZRé teplotni Skaly
(Celsiova, Fahrenheitova) majizn polozené nuly (0 stup Celsia = 32 stup

"Sou asné programy pro statistickou analyzu da$imou nevyzaduiji, aby data byla homogenni
datova struktura, tedy matice s poufselnymi hodnotami, a umi spravpracovat i s daty, kde
hodnoty nominalnich velin jsou znakovéet zce.
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Fahrenheita) a také rozdilné jednotky (jednotkasiGey stupnice = 1.8 jednotek
Fahrenheitovy stupnice). Ma-lileso teplotuC stup Celsia, je zaroveteplé
(32+1.8C) stup Fahrenheita. Teploty dvoul¢s, liSicich se ad stup Celsia,
se zarove liSi 0 1.8d stup Fahrenheita, bez ohledu na to, v kteasti stupnice
se tyto hodnoty nachazeji. Podily teplot vSak &tidost nezachovavaji. Nap
dvojnasobnému zvyseni teploty z 10 na 20 stuPelsia odpovida ve stupnici
Fahrenheitov zvySeni 1.36 krat (z 50 na 68 stupy zatimco dvojnasobnému
zvySeni teploty z 20 na 40 stupCelsia odpovida ve stupnici Fahrenheitov
zvySeni 1.53 krat (ze 68 na 104 stupn

Podilova Skala zachovava nejen rozdily (intervaly) mezi hodnotaaie také
podily hodnot, neboma nulu stanovenu absoluta jednoznan . Veli iny m -

ené v podilové Skale mohou nabyvat pouze kladngandt. Veliinam m e-

nym v podilové Skale séka takékardinalniveli iny.

P iklad 1-7:

Podilovou Skalou je napKelvinova teplotni stupnice, v niz vSechny naesmé
teploty jsou kladné, tzv. absolutni nula, tj. ho@nd® K je fyzikaln nedosazitel-
na.

V podilovych skalach se i nap.

* rozm ry, objem a hmotnostles,

» koncentrace, kapacity,

» fyzikalni vlastnosti materialu, doba trvanijakého dje,
* po et mikroorganism ve vzorku vody,

* po et element ve vzorku krve atd.

Veli iny m ené intervalovou nebo podilovou Skalou se nazywagirické P i
zpracovani metrickych dat t8inou tyto veliiny povazujeme za&pojit§ jako
kdyby mohly nabyvat kteroukoli hodnotu zselného intervalu daného Skalou,
i kdyz pi praktickém m eni tomu tak neni, viz vySe uvedenéady, kdy hod-
nota se uruje naitanim, a tedy nze byt jen celoiselna. Dokonce i u veln,
které principialn spojité jsou, jako délka nebas, musime p praktickém m-
eni volit konenou jednotku rozliSeni, takze i tyto vetiy se m i na diskrétni
(nespojité) Skale. Bsto vSak p statistickém zpracovani tsinou m Zzeme uzi-
vat pro metrické veliny postupy matematicky odvozené pro viely spojite.
Pro nominalni a ordinalni velny se naopak uzivaji techniky odvozené pro veli-
iny diskrétni,tj. veli iny nabyvajici jen uité od sebe vzdalené hodnoty. Ob-
vykle takovych moznych hodnot nespoijité viely byva jen nevelky pcet.

Shrnuti

» Data jsou zobrazeninasti realného s¥a, v tSinou jsou vyjacena iseln.

» Zakladni soubor jsou data zobrazujici celou populatho analyzou ziskame
p ehlednji uspo adany popis dat. Takovy postup se ozjajakopopisna
(deskriptivni) statistika

* Vyb rovy soubor jsou data zobrazujici pouast populace. Z vylbového
souboru nenmzeme urit parametry populace, pouze jejicbihady

* Metody spravného usuzovani z vip na populaci, poskytupatematicka
statistika
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K iselnému vyjadvani vlastnosti jedinc(objekt ) slouzi m eni. M enim
zjistime pro jisty objektiselnou hodnotu sledované vaty, tim vytvoime
obraz objektu naiselné ose.

Skalou jsou vymezeny viechny mozné hodnoty, kteréma veliina m Ze
nabyvat. Podle typu Skaly jsou definovany vztahyirhednotami na Skale.
Nominalniskalaklasifikuje objekty do uiitych p edem vymezenych katego-
rii. Mezi r znymi hodnotami neni definovano zadné uggani. O veliinach
m enych v nominalni Skale hovime jako onominalnich veliinach.
Ordinalni (po adovg skalaumoz uje jedince podle sledované vlastnosti
nejen rozliSovat, ale také uspdat ve smyslu vztah'je v tsi", "je mensi"
nebo "pedchazi", "nasleduje”, aniz by vSak byla schopnadiy iseln
vzdalenost mezi tSim a mensimi mezi pedchazejicim a nasledujicim. Ve-
li iny m ené v ordinalnich Skalach se nazywaginalniveli iny. Nominalni
a ordinalni veliiny jsou souhrnnoznaovany jakokategorialni
Intervalovaskalaumoz uje stanovit vzdalenost mezi hodnotami emé ve-
li iny. M& definovanu jednotku meni. Dovoluje poitat s rozdily name-
nych hodnot, nikoliv s jejich podily.

Podilovaskalazachovava nejen rozdily (intervaly) mezi hodnoteaate take
podily hodnot, neboma nulu stanovenu absoluta vSechny namené hod-
noty jsou kladné.

Veli iny m ené intervalovou nebo podilovou Skalou se nazywaeajricke

P i zpracovani metrickych dat t8inou tyto veliiny povazujeme zapoijité
Pro nominalni a ordinalni velny se uzivaji techniky pro velny diskrétni

Kontrolni otazky:

1.

Co je nejobvyklejSi datova struktura v analyze dat?

2. Jaky vyznam maji v tabulcédky a sloupce?
3.
4. Vysvtlete rozdil mezi Skalou nominalni, ordinalni, miovou a podilovou.

Charakterizujte pojmy zakladni soubor, wstdvy soubor.

Pojmy k zapamatovani:

statisticka data
objekt, veliina

Skéala

zakladni soubor

vyb rovy soubor
deskriptivni statistika
induktivni statistika
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2 Popisna statistika

Tato kapitola je pontn obsahla, proto se il do vice asti. K prostudovani celé
této kapitoly budete pabovat asi 10-12 hodin. Studium vam uieretné ilu-
strativni piklady. K této kapitole se vaze prvni koresponaeérikol.

2.1 etnost, rozd leni etnosti, grafické znazorn ni
Cil:

Po prostudovani tét@sti kapitoly byste mi um t:

» chapat rozdily mezi absolutni a relativetnosti,

» chapat, co je kumulativnietnost,

» graficky zndzornit rozdeni etnosti.

Pr vodce studiem:
as potebny k prostudovani zakladnihowa této asti je asi 4 hodiny.

Nejprve se zabyvejme diskrétnimi vaéhiami.

P iklad. 2-1 Pozorovanim hnizd jistého druhu ptale vymezené lokalitbyly
zjist ny nasledujici pdy mla at v jednotlivych hnizdech, tj. hodnoty;,

j =12, ,n:
3,4,3,52,3,4,2,3,53,42,53,3%3%,2,2,2,3,3,4,4 .3,3,4,4
Uvedenaada 30 isel obsahuje vSechny pozorované informace, atéjei-

mani je dosti obtizné. Porovnané udaje vSakeme snadno zehlednit. Uspo-
adejme data do nasledujici tabulky, kge poadoveé islo, tj. index adku ta-

bulky, x; je pozorovana hodnotay je po et hodnotx; .

Tab. 2-1. Absolutnietnosti hodnot

i Xi* n;

1 2 6

2 3 12

3 4 8

4 5 4
Celkem n=30

Tabulka obsahuje vSechny informace jalda isel ve vySe uvedenémikladu
(s vyjimkou poadi, ve kterém byly hodnoty zaznamenany), ale gevoimani
podstatn snadnjSi. Navic informace z tab. 2-1 eeme snadno vyjai grafic-
ky, nap. tak, Zze pro kazdou hodnotj znazornime hodnotuy vy3kou slou-

pe ku (obr. 2-1).
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10

Cetnost

2 3 4 5

Poéet mladat

Obr. 2-1: Sloupcovy graf (bar plot)

N kdy se uzivaji pro grafické znazom etnosti také vysevé grafy (pie plots),
v nichZ je etnost zndzorma plochou kruhové vyse (obr. 2-2). Tyto grafy maji
v oblib zejména novind v barevnych variantach vypadaji efektdsou vSak
mén informativni nez sloupcové grafy, a proto se pokwuaZzno jejich uzivani
v serioznich prezentacich vyhe.

Obr. 2-2: Vyseovy graf — etnosti potu mla at

Hodnoty n; nazyvameabsolutnimi etnostmi P ivlastek ,absolutni” byvaasto
vynechavan, takze slySime-ktnost, chapeme to jako @ hodnotx; zjist ny
v datech, tedy absolutnétnost. Vidime, Ze celkovy pet vSech pozorovanych
udaj n je rozdlen (rozloZzen) mezi jednotlivé diskrétni pozorovdro&noty.
M Zeme tedy hovdt o rozd leni etnosti Plati trivialni vztah

k
n=>n,
i=1

kde k je po et r znych hodnotx zjiSt nych v datech. V uvedenémildadu je
k=4. Tab. 2-1 mzeme nyni dale roz#i- viz tab. 2-2.

12



Tab. 2-2: Relativni a kumulativnétnosti

i Xi* n; fi Ni Fi

1 2 6 6/30=0.20 6 0.20

2 3 12 12/30=0.40 18 0.60

3 4 8 8/30 =0.2[f 26 0.87

4 5 4 4/30=0.18 30 1.00
Celkem 30 30/30 =1

Tim jsme se dostali k dalSim moznostem vygadni etnosti. Symbolf; ozna-
uje relativni etnostdefinovanou jako

n.
f.=—,

n
coz pedstavuje podil pau hodnotx, v celkovém potu v3ech pozorovanych

hodnot. Ve sloup&u N; jsou kumulativni absolutni etnostj ve sloupeku F;
pak kumulativni relativni etnosti.Relativni kumulativni etnostF; je definova-

na jako podil vSech hodnog , pro které plati; < X, . Spoita se tak, ze steme
vSechny relativnietnosti az doadkui. Forméln to m Zeme zapsat

F=>f.
j=1
Je zejme, zef, = F — F_,. Analogické vztahy plati i pro absolutni kumulafiv

: . N;
etnosti. Plati, zd~ = —-.
n

Graf relativnich etnosti je podobny grafu absolutni@tnosti, jedina odliSnost
je vm itku svislé osy - viz obr. 2-3.

50

40

Procentae
30

20

10

Pocet mla dat

Obr. 2-3: Sloupcovy graf relativnicletnosti v procentech

Op t vidime, Ze relativni etnosti jsou rozdeny mezi jednotlivé pozorované
hodnoty, ona jednka na adkuCelkemv tab. 2-2, ktera je sotem relativnich
etnosti, je rozlozena podle podilu pozorovanychnbbdUZite nost relativnich
etnosti ukazeme dale, viz.|2-2.
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P iklad 2-2 V jiné lokalit byly pozorovany tyto pday mla at:

i xi* N

1 2 12

2 3 25

3 4 15

4 5 8
Celkem n==60

Porovnejte rozlozZenietnosti mla at v obou lokalitach.

Pokud bychom zstali u grafického znazorni absolutnich etnosti, dostaneme
graf na obr. 2-4. etnosti se zteln lisi, ale je tento zav spravny?

30

20

Cetnost

10

Poéet mla dat

Obr. 2-4: Absolutni etnosti - srovnani dvou skupin

50

Procentae
30 40

20

10

Pocet mla dat

Obr. 2-5: Relativni etnosti v procentech - srovnani dvou skupin

Porovname-li relativnietnosti, dostaneme graf na obr. 2-5. Vidime, Z&oreni
etnosti v obou lokalitach je velmi podobné. Praomaie spokojime s timto sub-

jektivnim dojmem. Zda velmi podobné rokehi etnosti znamena ,prakticky
stejné” rozdleni etnosti, nemZzeme prosedky popisné statistiky objektivn
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rozhodnout. K tomu patbujeme znat jiné techniky, kterymi se budeme zabyv
v kapitole 4 a také v dalSim semestru.

O trochu slozZitjsi je situace, kdy se zabyvame roetiim etnosti v souvislosti
sespojitou veliinou - viz p. 2-3.

P iklad 2-3 Hmotnost okurek (v gramech) posbiranych z po&berzahonu
byla nasledujici:
98 106 84 838 84 69 75 105 98 88 111 99
84 135 100 107 108 87 171 90 40 143 81 136
73 126 86 82 101 113 116 141 91 127 127 98
112 118 101 67 83 86 117 84 97 105 157 86
72 101 103 112 101 46 108 147 129 92 106 103
122 63 75 94 50 158 98 106 107 77 130 51
109 45 101 141 127 85 94 138 52 99 88 105
79 60 89 79 75 118 129

Jakeé je rozdeni etnosti?

Nam ené udaje nzeme graficky znazornit naselné ose jako tzdiagram
rozptyleni- obr. 2-6:

R T R N e R
0 20 40 60 80 100 120 140 160 180

Obr. 2-6: Znazormi nam enych hodnot spojité velny - diagram rozptyleni

Vidime, Ze v intervalu mezi nejmensi a népi porovnanou hodnotou jsou na-
m ené hodnoty zn husté s nejvtSi hustotou v naSem ipad kolem pro-
st edku intervalu, ale graf na obr. 2-Gli§ p ehledny neni, napnem Zeme roz-
liSit, zda vyznaeny bod naiselné ose znamena jednwice nam enych hod-
not. Mirného zlepSeni dosahneme tim, Ze name body misto naiselnou osu
znazornime do obdélniku, ve kterém vysSku zobrazéwarbodu volimaahod-

n . Dostaneme tafozmitnuty diagram rozptyledot plot) obr. 2-7:

e % e L R EAE SN s
20 Cen o LS Rege e, b 0

0 20 40 60 80 100 120 140 160 180

Obr. 2-7: Zndzormi nam enych hodnot spojité velny -
rozmitnuty diagram rozptyleni

Ale zobrazené rozdeni etnosti stale neni dost nazorné. Nabizi se vsak dal
jednoduchy postup: Vyznd na iselné ose hranice intervaliz obr. 2-8, a zjis-
tit etnosti hodnot v kazdém intervalu.

¢ ¢ olﬁ (3 *
» * o O 00‘0“‘: Y oo, ** i . o -
?' k4 “’;‘;“‘\"l"ei‘ ‘1“ ’1
0 20 40 60 80 100 120 140 160 180

Obr. 2-8: Zndzormi nam enych hodnot spojité velny - intervaly
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Dostaneme takk interval (tid), kazdy interval ma du h;, dolni hranici I;,
horni hraniciu; a svj sted c¢. Z obr. 2-8 je 2jmé, Ze plati trivialni vztahy

— Ii +ui
' 2
=u,_, pro i=23 .,k

:|i+ﬁ:ui—ﬁ, pro i=12..k

h, =u, -1,
2 2

a L
Prozatim jsme se nezabyvali tim, jak volit eba hranice intervala kam pai
nam ena hodnota, ktera lezigsn na hranici dvou interval U diskrétni velii-
ny jsme tyto problémy neri, zde u spoijité veliny musime tato sva subjektivni
p ani vyslovit, chceme-li namena data rozdit do t id podle pislusnosti k in-
terval m. V tSinou se Ska vSech interval voli shodna, tzn.h =h pro
i=12 ,k. Pak hovame o ekvidistantnimrozd leni tid (interval). Po et
interval by neml byt ani piliS maly (jeden interval nevypovi o roddni et-
nosti nam enych hodnot nic, dva intervaly malo), anilig velky ( etnosti na-
m enych hodnot v intervalech by byly malé a ted§i$siln ovlivh ny nahod-
nym kolisanim). VtSinou je vhodné volit pet interval k n kde mezi 5 a 20
s pihlédnutim k potu nam enych hodnotn. V literatue Ize nalézt rzné vzta-
hy, které umozuiji ur it vhodny poet interval, nap.

k =1+log,(n) 01+ 33log,,(n),

kde log, (n) znamena logaritmus p i zakladu2, log,,(n)je dekadicky logarit-
mus.

Nam ena hodnota lezici na hranici intervaly mohla byt zazena do kterého-

koli z obou sousedicich intervalV tSina programovych prostdk , které nam

pomahaji tidni uspoadani dat pohodliji realizovat, zaazuje hranini bod do

levého intervalu, tedy dotého intervalu pat vSechny namené hodnotyx ,

pro ktere platil, <x; <y. Z obr. 2-8 pak vidime, ze dolni hranice prvniio

tervalu I, musi byt alespo o trochu mensSi nez nejmensi pozorovana hodnota

X, tedyl, =% —&;, & >0. Podobn horni hranice posledniho intervalu

m ze (ale nemusi) byt §i nezx. ., U, = Xt &, &,=0. Pak Siku inter-

valu h ur ime podle vztahu

h: uk _ll - Xmax+£2_(xmin_£1)
k k

Hodnoty ¢&,, £, se vtSinou snazime volit tak, aby hranice intervaluylyb

nejzaokrouhlensi iselné hodnoty.
P edchozi porkud zdlouhavé odstavce popisovaly jednoduchiatplna pravi-
dla k eSeni problémspojenych s rozdenim hodnot spojité veliny do tid.

Nyni se konen m Zeme vratit k deseni pikladu 2-3. Poet interval je
k =1+ 33log,,(9) C 6. Dostaneme tedy nasledujici tabulku:
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Tab. 2-3: Data z jkladu 2-3 usp@dana do td

i li Uj Ci N; f
1 38 62 50 7 0.077
2 62 86 74 22 0.241
3 86 110 98 36 0.396
4 110 134 122 16 0.176
5 134 158 146 9 0.099
6 158 182 170 1 0.011
Celkem 91 1.000

Informaci z tab. 2-3 nZzeme pehledn zobrazit graficky. Pokud proti €d m
intervaluc; vyneseme odpovidajicetnostin; a body spojime Uskou, dostane-

me etnostni polygon obr. 2-9.

40

35 A

30 A

25 A

20 A

15 4

~ 0 O 5 ~ MO O«

10 -

40

60

80 100

hmotnost

120

140

160 180

Obr. 2-9: etnostni polygon

Zobrazime-li etnosti v intervalecRl, ,u, ) vodorovnymi usekami a vyznaime
sloupce pod mito usekami, dostanemkbistogram viz obr. 2-10.

Pozor Pokud ke kresbhistogramu uzijeme Excel, polozkistogramv dopl -
ku Analyza dat dostaneme graf, ve kteréem histogram neni nakrdsevadn.
Histogram zobrazuje rozkéni hodnot spojité veliny, proto sloupce nemaji byt
odd leny mezerami. proto pd zaazenim histogramu do prezentace vyslejgk
t eba obrazek patn upravit.
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abs. cet

5 5 8 b 848

a

50 74 98 122 146 170

Hmotnost

Obr. 2-10: Histogram

VSimn me si také, jak tvar histogramu je zavisly na znéha potu tid (6 tid
na obr. 2-10, 5 id na obr. 2-11).

Histogramje nej ast ji pouzivany prosedek pro popis rozéeni etnosti hodnot
spojité veliiny. V grafech na obr. 2-9 az 2-11 jsme misto hAlie@h etnostin
mohli uzit relativni etnostifi. Tvar graf by opticky samozjm z stal stejny,
jedina odliSnost by byla v mitku svislé osy.

Znovu pipome me souvislost tvaru histogramuhsstotounam enych hodnot
zobrazenych naiselné ose. im vysSi poet bod v intervalu (tedy im je v tSi
jejich hustota), tim je vysSi sloupk histogramu - viz obr. 2-11, na kterém je
krom histogramu i rozmitnuty diagram rozptyleni:

40-

Abs. cetnost
N
o
1

0 T T T T T

35 65 95 126 156 186

o oA LY vr a T ]

Hmotnost

Obr. 2-11: Histogram a diagram rozptyleni
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Histogramy nam umoiji prezentovat rozdeni etnosti hodnot spoijité veiny
p ehlednou a snadno vnimatelnou formou - srovnejetdggdnou adu isel v za-
dani p. 2-3 a histogram na obr. 2-10 nebo 2-11. Jalouak v Zivot chodi,
zpravidla tim, Ze rco ziskame, \MSinou i nco ztracime. Zpracovanim nare-
nych hodnot do td (tab. 2-3) ztracime informaci o tom, jak jsouadeozd lena
uvnit interval . Nap. data v intervalech na obr. 2-12 a, b vedou kpé&teet-
nostin; = 6 a v obou pipadech je tato Sestice namnych bod reprezentovana
st edem intervalw;, coz v pipad b neni nejghodn jSi reprezentant.

a) piblizn symetrické b) siln nesymetrické

Obr. 2-12: Rozdeni hodnot uvnitinterval

Nast sti situace na obr. 2-12bguistavuje krajnost velmi nesymetrického rezd
leni hodnot uvnitintervalu, o které nzeme doufat, Ze se v empirickych datech
nevyskytuje pilis asto.

Na zavr tohoto odstavce jeSpot Sujici poznamka: Popsané zpracovani dat do
interval a jejich grafické znazormi formou histogram mozna vyvolava gd-
stavu negm ené pracnosti aasové naraosti. Mame vSak k dispozici celou
adu programovych prostdk (tabulkové procesory, statistické programy), které
tuto innost velmi usnadlji a znalosti ziskané v tomto odstavci bylyrusnad-

nit jejich ovladani a porozumi vysledk m.

Shrnuti:

* Pozorovana data Ize mhlednit uspadanim do tabulkyetnosti. Informace
z tabulky m Zeme vyjadt graficky.

 Absolutni etnostn; je po et hodnotx; , zjidt ny v datech.

* Po et vSech pozorovanych udap je rozdlen (rozloZzen) mezi jednotlivé
diskrétni pozorované hodnoty, hoiroe orozd leni etnosti

+ Relativni etnostf; je podil potu hodnotx; z celkového pdu v3ech pozo-

rovanych hodnot.
* Rozd leni spojité veliiny m Zeme zobrazithistogramem.

Kontrolni otazky:

1. Vysvtlete pojmy absolutni a relativnétnost.

2. Lze z vysky sloupdistogramu poznat, kde je hustota naemych hodnot na
iselné ose \Si a kde je nizka?

Pojmy k zapamatovani:

- etnost absolutni a relativni
- kumulativni etnost

- sloupcovy graf

- hustota namenych hodnot
- histogram
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2.2 Charakteristiky polohy

Cil:

Po prostudovani tétasti kapitoly byste mi v d t:

* co to je charakteristika polohy,

» zakladni vlastnosti aritmetického pn ru,

» dalSi charakteristiky polohy, jako median, modus,
* co je to kvantil,

* COjeuezavany prmr,

* Co je geometricky pm r a kdy se pouziva.

Pr vodce studiem:
as potebny k prostudovani zakladnihowa této asti asi 3 hodiny

Charakteristikou polohy rozumime takovoiselnou hodnotu, ktera vystihuje
umist ni pozorovanych hodnot néselné ose. Z pohledu na obr. 2-6 jejme,

Ze to bude rjaké islo z intervalu(X,, X, . Otazkou je, kteréislo z tohoto

intervalu nejlépe charakterizuje polohu pozorovanych hodnot feelné ose a
jakym postupem ho uit. Jedna z mozZnosti je polohu dat charakterizgajath
t ziSt m - viz obr. 2-13.

Obr. 2-13: Prm r je poloha ,tZist “ nam enych hodnot

Kazdou z namenych hodnot si nzeme pedstavit jako zavazi jednotkové
hmotnosti umisiné na dvojzvratné pace v miskteré odpovida namené hod-
not , a hledame polohu bodu, kolem kterého je tato pak@/novaze. Takovou
charakteristikou polohy jpr m r (aritmeticky prm r), X

x==3 @-1)

Prmr X je takova hodnota, kterd ma tu vlastnost, Ze etoodchylek name-
nych hodnot od pm ru je roven nule (vyjaéni rovnovahy na obr. 2-13 - s@t

n
moment se rovna nule), Z(xi -X)=0
i=1

D kaz: Zn:(x —>‘<):Zn:>§— n‘x=zn: x= > x=0.
i=1 i=1 i=1

i i=1
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DalSi vlastnost pm ru X je to, Ze sumatverc (druhych mocnin) odchylek od
pr m ru je minimalni, tj. sumatverc odchylek od jiné iselné hodnoty je \¥Si.

D kaz: Nech az0.Pakx+a#X. Spoitejme tedy sowet tverc odchylek
od islax+a:

i[xi - (x +a)| :i[(xi a:| _Z[ % (x, — %) + aﬂ _
_z X; =X —2az X, —X)+na’ ‘Z(X._X) +na

i=1 i=1
Jellkoz n& je vzdycky kladné, je tedy soet tverc odchylek od prm ru mi-
nimalni.

Jsou-li data uspédéna v tabulce spolu stnostmi (viz odst. 2.1), pak pn r
m Zeme snadno spihat jako

X = l zfl i (2'2)

n 5=
k
kde n je celkovy poet nam enych hodnot n= Zr\ , k je poet navzajem

r znych nam enych hodnot v ppad diskrétni veliiny nebo poet interval

v p ipad spoijité veliiny (v obou pipadech jek po et adk v tabulce etnosti)

a n; jsou absolutnif; relativni etnosti hodnok, v datech. O pm ru po ita-
ném podle (2-2) hovime jako ovaZzeném pm ru. Kazd4 hodnota je vazena
svou etnosti, tedyim v t§i etnost, tim vtSi vliv na hodnotu pm ru.

Pozorny tenda si jist povSimnul, Ze v pgpad, kdy tabulka etnosti vznikla
uspoadanim hodnot spojité velhy do k interval , se mohou hodnoty pm ru
spo itané podle vztahu (2-1) a (2-2) lisit. Do (2-2) za dosazujeme hodnotu
st edu i-tého intervalu, tedyc; , a jak vime, tato hodnota nemusi byt vZdy dob-
rym reprezentantem hodnot pgatch do i-tého intervalu. Podminkou k tomu,
aby vazeny pm r po itany podle vztahu (2-2) byl roven pn ru (2-1), tedy
p esny, je aby

2% Zn¢

i=1 i=1

Nast sti u vtSiny empirickych dat je rozéeni hodnot uvnit intervalu zhruba
rovnom rné, takZze uvedeny vztah byva spirs dostatenou pesnosti a vazeny
pr m r spo itany podle (2-2) se od spravné hodnotynprru podle (2-1) lisi

nepodstatn Pr m r je vhodna charakteristika polohy tehdy, kdyZ je pas za-

jimavy i souet nam enych hodnot.

P iklad 2-4:

Je-li pr m rnd mzda 6 zanstnanc firmy 10 000 K, pak celkova msi ni vy-
placena 4stka ini 6 x 10 000 = 60 000 K

Pr m r je vSak velice citlivy na odlehlé hodnoty (odi@Hiodnota je hodnota
velmi vzdalena od pm ru). P edstavte si, Ze v pdchozim pkladu byly mzdy
nasich zamstnanc 7 000, 8 000, 9 000, 11 000, 12 000, 13 000. Rakp
opravdu je charakteristikou mzdy zastnanc, i kdyz Zadny z nich tuto pm r-
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nou astku nedostava, avsSak vSichni maji mzdy pomblizké prm ru, ast
jedinc o n co nizsi, ast o nco vysSi. Co se vSak stane, kdyz vas nejlépe place-
ny zamstnanec bude mit misto 13 000 Knzdu ve vysi 73 000 K Pak
2& =120000a pr m r bude 20 000 K tedy hodnota vzdalena jak odZb

placenych pti zam stnanc s obvyklym pijmem, tak i od vyjimeného platu
experta.

Hodnota prm ru je siln ovlivn na jednou odlehlou pozorovanou hodnotou.
Pr m r m Ze dobe poslouzit pro ueni sumy msi n vyplacenych perz, ale o
mzd b Zného zamstnance nevypovida témnic. Proto se uzivaji i jiné charak-
teristiky polohy, nez je pm r.

Takovou jednoduchou charakteristikou fedus x. UZiva se pedevSim pro
diskrétni veliiny a je definovan jako hodnota, kterd je v dateehetn jSi. Tato
definice nezarwje, Ze modus je definovan jednozna v datech mze byt dv
nebo vice hodnot, jejichZetnosti jsou shodné a s@sn Z&dna jin& hodnota
neni etn jSi. Pak ikdme, Ze data mafjimodalninebovicemodalnirozd leni.
Modus je jedin& charakteristika polohy vhodna psommalni veliiny.

DalSi charakteristikou polohy jmedian, X . Je to hodnota, ktera je uprest,
uspoadame-li namené hodnoty podle jejich velikosti. R hodnot menSich
nez median je stejny jako pet hodnot vtSich nez median.

P iklad 2-5:

Nam ené hodnoty jsou 15, 17, 20, 11, 14.

Uspoadame je vzestupnll, 14, 1517, 20. Median je hodnota uprast, tedy
X =15.

P iklad 2-6:

Nam ené hodnoty jsou 15, 17, 21, 20, 11, 14.
Uspoadame je vzestupnll, 14, 1517, 20, 21. Pokud je pet hodnot sudy,

pak median je pm r ze dvou prosednich hodnot, tedy = %(15+ 17 = 16.

Oproti pr m ru ma median vyhodu, Ze neni citlivy na odlehléraiyl.
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P iklad 2-7:
Pro data 11, 14, 15, 17, 20 je median 15 a bugjeystpro data 11, 14, 15, 17,
200, zatimco hodnota pn ru se zmni z 15,4 na 51,4.

Median je vhodnou charakteristikou polohy pro oédii veli iny, u nich by ne-
m | byt uzivan prm r. Proto napklad b Zn uzivané studijni pm ry v hodno-
ceni zak a student Ize jen stzZi brat vazn, nebo klasifikace ma ordinalni Ska-
lu, nem Zeme ici, Ze vzdalenost ve domostech mezi jedrikda em a dvojkaem
je stejna jako mezi dvojkam a trojkaem. Proto celkovy prosph by m| byt
hodnocen spiSe medianem neznprrem.

Analogicky m Zeme zaveést dalSi charakteristiky zaloZzené naiveiatetnosti
hodnot v datech, které jsou mensi nebo rovny tétwakteristice. Oznane tuto
relativni etnost (podilp, 0 < p <1, a pislusnou charakteristikix(p). Pro me-
dian bylop rovno jedné polovin tedy 0,5 a mist& bychom mohli psax(0,5)
Hodnot x(p) se ika p-kvantil (nebo také 00p-percent). N které asto uzivané
kvantily maji zvlastni pojmenovani:

x(0,9) median,X
x(0,25), x(0,79 dolni kvartil, horni kvartil
x(0,0), x(0,9) dolni decil, horni decil

Dolni kvartil ur ime jako median ,dolni poloviny* dat, horni kvaijtiko median
»horni poloviny“ dat.

P iklad 2-8:
Pro data z gdchozich gklad 2-5 a 2-6 jsou dolni a horni kvartil podtrzené
hodnoty:

11,14 15,1720 (Pokud pet hodnot je lichy, median ,pét jak
do dolni, tak i do horni poloviny dat).

11,14 15,17, 2021

K ur eni poadi hodnoty, ktera jp-kvantiliem m Zeme uzit jednoduchého vztahu
z,=np+05,

kde z, je poadi hodnoty v uspadané posloupnosk < x, < < X,. Pokud
z, nevyjde celé, interpolujeme hledany kvantil zesgalnich hodnot. Mame-li
data usp@dana do td, pak podlez, a kumulativnich etnosti urime interval,
ve kterem se hledany kvantil nachazi (tj. pliti, <z, < N;), a pak urime p-

kvantil linearni interpolaci

W)=
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Ve v tSin statistickych programse uziva porkud pracnjSi, ale pesnjsi po-
stup k ureni p-kvantilu. Pozorované hodnoty se usjaaji do neklesajici po-
sloupnosti, x,) < X, < <X, . Pak p-kvantil je ur ovan podle vztahu

(0= (e o= 1)+

. ) [ i+1
kde hodnotyx., a x. .., se uruji tak, aby platilo <p< )

Kompromisem mezi pm rem a medianem jsouzné tzv.robustni charakteris-
tiky polohy, které jsou nyni diky dostupnosti stdtkého programového vyba-
veni stéle astji vyuzivany. PovtSin jsou zaloZzeny na mySlence, Ze hodnoty
vzdalené od medianu maji mit ve vypo soutu pro prm r mensi vahu. Zde
uvedeme jen tzva-u ezavany prm r (angl trimmed mean Vypo itava se tak,
Ze se spde pr m r z n (1-2a) ,vnit nich* bod , nejmenSichna hodnot a nej-
v tSich na hodnot se prost,u izne“. Uiznuté body maji p vypo tu soutu
hodnot vahu 0, vSechny ostatni vahu 1. Mediarlgetr specialnim gpadem
u iznutého prm ru, kdy uizneme vSechny hodnoty az na jednu, je-liggana-
m enych hodnot lichy, nebo az na dye-li tento poet sudy.
Je zejmé, Ze uznuty pr m r neni citlivy na odlehlé hodnoty. Ze srovnéani ,eby
ejného" aritmetického pm ru s uiznutym prm rem, pipadn s medianem
m Zeme usuzovat o existengineexistenci odlehlych hodnot v datech.

V Gvodu odst. 2.2 jsmekali, Ze aritmeticky prm r je vhodnou charakteristikou
polohy v situaci, kdy je pro nas zajimavy i seunam enych hodnot. Vad
tloh tato situace nenastava. Napkonomicky vyvoj byva charakterizovan tzv.
tempy r stu. To znamena, Ze hodnota tohoto ukazatele vdabéobi se uuje
pom rn ke stavu v obdobi pdchozim.

P iklad 2-9:
V obdobi 1999 - 2005 bylo dosaZzeno objemu vyrgbw vypotena tempa 1stu

Xi:

rok i Yi Xj
1999 0 1550

2000 1 1535 0.99
2001 2 1228 0.80
2002 3 1105 0.90
2003 4 1215 1.10
2004 5 1361 1.12
2005 6 1525 1.12

Ptame se, jaké bylo pm rné tempo rstu v tomto obdobi. Jeipozené, Ze poza-
dujeme, aby tato charakteristikalatu vlastnost, Ze pkazdoronim pr m r-
ném r stu dosdhneme drovipozorované v roce 2005.

Tempa rstu jsou vypotena jakox, :Ji proi=12 ,n.
i-1
V naSem pkladun = 6.
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Plati tedy

Yo =YX, = YoXXo. X, =Y, |'j X

n

. . .Y
Celkové tempo rstu za celé obdobi je™ = [ | x
0 1=

Pr m rné tempo rstu je pak takova hodnotg, , pro kterou plati

X, n:nxi a tedy
=) =[]

Xs = n’ ﬁ X; (2-3)

Charakteristicex; ikame geometricky prmr. Je vhodnou charakteristikou

polohy tam, kde néas zajimé také saupozorovanych hodnot (viz @dchozi
p iklad) - hodnotyY, by bylo dosaZeno také, kdyby kazdorbtempo rstu bylo
rovno X; 0.997. Aritmeticky pr m r tempa rstu v uvedeném fkladu je

roven 1.01, pestoze koncova hodno¥g je mensSi nez pate ni hodnotay . Ze
vztahu (2-3) je 2jmé, Ze geometricky pm r m Zeme uZzit pouze tehdy, kdyz
vSechny pozorované hodnogyjsou kladné ;>0 proi =12, ,n).
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Shrnuti:

Aritmeticky pr m r je charakteristika polohy, jejiz hodnota ma tusthest,
Ze souet odchylek namenych hodnot od pm ru je roven nule.

Suma tverc (druhych mocnin) odchylek od pn ru je minimalni.
Modusje charakteristika polohy uzivanggevsim pro diskrétni velny a je
definovan jako hodnota, ktera je v datech egj jSi. Modus je jedina cha-
rakteristika polohy vhodna pro nominaini vety.

DalSi charakteristikou polohy jmedian. Je to hodnota, ktera je uprest,
uspoadame-li nam ené hodnoty podle jejich velikosti. R hodnot men-
Sich nez median je stejny jako pbthodnot vtSich nez median.

Hodnot x(p) pod kterou lezinp hodnot, seika p-kvantil(nebo také00p-
percenti).

N které asto uzivané kvantily maji zvlastni pojmenovanédian dolni
kvartil, horni kvartil,dolni decil, horni decil.

Geometricky prm r je vhodnou charakteristikou tam, kde nas zajiaké t
sou in pozorovanych hodnot.

Kontrolni otazky:

1.

5.

Vysv tlete pojem charakteristika polohy

2. Dokazte, Ze soet odchylek namenych hodnot od pm ru je roven nule.
3.
4. Co usoudite o datech, pro ktera hodnotarprru je siln odliSna od media-

Pro median neni citlivy na odlehlé hodnoty?

nu a uiznutého prm ru?
Co je dolni kvartil, co je horni kvartil?

Pojmy k zapamatovani:

- charakteristika polohy

- aritmeticky prm r

- modus

- median

- dolIni kvartil, horni kvartil
- p-kvantil

- geometricky prm r
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2.3 Charakteristiky variability

Cil:

Po prostudovani této kapitoly bystelm

» chapat, co to je charakteristika variability a §&kliSi od charakteristiky po-
lohy,

e um tspo itat a interpretovat rozptyl a smedatnou odchylku.

Priavodce studiem:
Prostudovani tétoasti kapitoly budete musetmnovat asi dv hodiny.

Za neme pikladem.

P iklad 2-10:
Ve dvou studijnich skupinach bylo dosazeno v testhto vysledk:

SkupinaA: 10 12 15 18 20

SkupinaB: 12 14 15 16 18

Pr m r v obou skupinach je shodng = X; =15, shodné jsou i mediany. ésto

na prvni pohled vidime, Ze hodnoty zji%¢ ve skupin A a B jsou odlisné. Aby-
chom mohli tyto rozdily jednoduSe postihnout, pbtijeme jestjiné charakte-
ristiky nez charakteristiky polohy. Vidime, Ze @ullost srovnavanych skupin je
v tom, jak (do jaké miry) jsou naselné ose rozhazeny (rozptyleny) hodnoty
okolo charakteristiky polohy. Prauyto odliSnosti mZzeme vyjadt iseln po-
moci charakteristik variability (rozptylenosti, zldazenosti“) namenych hod-
not.

P i letmém pohledu na data vikladu nas asi napadne jedna z moznych charak-
teristik variability, totiz rozdil x,., — X.,,, ikame murozp ti. Tento rozdil pro
skupinu A ini 10, pro skupinu B jen 6, takzZe variabilita \aigin A je z eteln

v tSi. Rozpti ma ovSem tu nevyhodu, Ze &e byt ovlivnno jednou extrémn
odliSnou hodnotou. Pozornéhtenae kap. 2.2 napadne dalSi mozna charakteris-
tika rozptylenosti, tzvmezikvartilové rozgi, x(0,75) - x(0,25)Tato charakte-
ristika variability je vyrazn vhodn jSi, protoze neni ovlivma jednou nebo n
kolika malo extrémnimi hodnotami.

Naproti tomu variabilitu nenzeme charakterizovat sdem odchylek od pm -

ru, nebo je vzdy rovna nule (viz odst. 2-2), takZze varigibiham enych Udaj
nepostihuje.
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Nej ast i se uzivaji charakteristiky variability zalozena soutu druhych moc-
nin (tzv. tverc ) odchylek od prm ru. Charakteristika
1 n

$= 2% (2-4)

se nazyvaozptyl anglickyvariance V n kterych souvislostech se iete setkat
s oznaenimvyb rovy rozptyl,angl.sample varianceVidime, Ze & je vzdy v t-

Si nebo rovno nule. Nule je rovno jen vgad , kdy vSechnax jsou konstantni,
tedy x =X provSechnai =12, ,n. Plati, ze im vice jsou data ,rozhazena",
tim je & v t3i. To ilustruji hodnoty rozptylu pro vy$e uvedelzda i =17, s’
=b5).

NejuzivanjSi charakteristika variability je odmocnina z rogp, tedy

1 \2
s = \/n—_12(>q - %) (2-5)

i=1

ktera ma porkud podivny ndzewm rodatna odchylkaangl. standard deviati-
on). Jeji vyhodou oproti rozptylu je to, Ze ma stejoym r (je ve stejnych nr-
nych jednotkach) jeho nanené hodnotyx a jejich prm r X.

V n kterych statistickych pru kach a v dokumentaci statistickych programo-
vych prostedk a kalkulaek se setkavame jess jednim trochu odliSnym vzta-
hem pro vypoet rozptylu. Tento rozptyl byva kdy oznaovan jakopopula ni
rozptyla je dan vztahem

M, =13 (x, - %) (2-6)

n 5=

Populani rozptyl M, je pr m rny tverec odchylky od pm ru. Vidime, zZe
jedina odlisnost vztahu (2-6) od (2-4) je ve jmesteVi, zde jen misto(n - 1)
Plati tedy

s(":LM2
n-1

a vzdys® >M,, ale s rostoucimm se rozdils* - M, zmensuje, takze pro t&i
hodnoty n je tento rozdil nepodstatny.

Dv r zné, by podobné, definice rozptylu oas p sobi nezkuSenym uzivateh
statistiky potize. Ob charakteristikys®, M,, se li§i v nkterych statistickych
vlastnostech, jejichz vystleni p esahuje ramec této kapitoly. Prozatinjnpe-
me jednoduché praktické dopoemi: Vahame-li, zda uz#* nebdM,, tedy vzo-

rec (2-4) nebo (2-6), je lepsi uAt, tedy vztah (2-4) & - 1)ve jmenovateli.
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Pro pohodInjSi vypo et m Zeme tento vztah upravit

(2-7)

Nyni si na pikladu ukdzeme, jak péat rozptyl z dat uspadanych do tabulky

etnosti:
P iklad 2-11:
— —\2 —\2
X n X (% -x) (x - %) n(x - %)
2 6 12 -4/3 16/9 96/9
3 12 36 -1/3 1/9 12/9
4 8 32 2/3 4/9 32/9
5 4 20 5/3 25/9 100/9
Sou et 30 100 240/9
X = @ = E ] 333
30 3
=010 00,920
29 9 29
$=,/0,9200 Q 959
Postup mZeme vyjadt vztahem
1 & -
g=—"n(x-%’ (2-8)
n-17=

kde k je poet adk v tabulce etnosti. V naSem fkladu bylo k = 4. V sou tu
tverc jsou tverce odchylek pozorovanych hodnot odmrru vazeny etnosti

pozorovanych hodnoty .

Vypo etni postup se zjednodusi, upravime-li vzorec (@eBjvaru

sz=%_{2m€-%@nxﬂ

(2-9)

Postup Uprav vztahu (2-8) na (2-9) je podobnyo jp&stup Uprav vztahu (2-4)

na (2-7).
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Pak vypoet rozptylu bude vypadat takto:

)

X n nx x? nx
2 6 12 4 24
3 12 36 9 108
4 8 32 16 128
5 4 20 25 100
30 100 360
z_i( _100.10(}_i@
S =59 360 —30 =593 10,920

$=4/0,92000 Q 959

Vidime, Ze ke stejnému vysledku jsme dosli mpracn, ale pece jen to vyZa-
dovalo jakousi namahu. P&tijici je, Ze v sowasné dob tuto vypo etni namahu

v tSinou nemusime vynakladat, nejpza nas vykonaji 1zné programové pro-
stedky (nap. tabulkové procesory jako napExcel, statistické programy) do-
stupné prakticky na kazdém pta i. D lezité v3ak je, abychom si zapamatovali
smysl a Uel charakteristik variability.

NaSe data z jkladu 2-11 mZeme ve zkratce popsat dwa isly:
e prmremX=10/30 333 ktery charakterizuje polohu,

» sm rodatnou odchylkots [ 0,95¢, kterd kvantifikuje variabilitu.

Shrnuti

* Krom polohy je uzitené charakterizovat také variabilitu dat.

* Nej astji uzivané charakteristiky variability se gtaji ze soutu druhych
mocnin odchylek pozorovanych hodnot odmrru.

« Charakteristikas® = %Z(x -X)* se nazyvaozptyl.
n-1y=

* Smrodatna odchylkge odmocnina z rozptylu.

» Pokud uvadite ve vysledcich charakteristiku valigbuvaZzujte vzdycky o
tom, kterd z moznych charakteristik je ptenae uzite na. V tSinou je nej-
vhodn jSi a dostatenou charakteristikou smodatna odchylka.

Kontrolni otazky:

1. Mohou se p r znych rozptylech shodovat charakteristiky polohy?

2. Pro jako charakteristiku variability nelze uzit set odchylek od pm ru?
3. Vyjad ete slovn, co znamena populai rozptyl definovany rovnici (2-6).

Pojmy k zapamatovani:

- variabilita dat a jeji charakteristiky
- rozptyl, smrodatna odchylka
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2.4 DalSi charakteristiky rozd  leni pozorovanych hodnot
Cil:

Po prostudovani této kapitoly bystelhum t:

* O jsou empirické momenty,

» charakteristiky tvaru rozdeni (Sikmost, Spiatost),

* spo itat a interpretovat Sikmost a Sgiost rozdleni dat.

Priavodce studiem:
Prostudovani tétoasti kapitoly budete musetmnovat asi hodinu.

Krom polohy a variability I1ze iseln vyjadit i dalSi charakteristiky postihujici
tvar rozdleni dat. Dive nez dv takové charakteristiky uvedeme, seznamime se
s tzv.empirickymi momengyprotozZe je pak pvypo tech charakteristik budeme
pot ebovat. Tzvk-ty obecny momeniM, je definovan jako pm r k-tych moc-

nin

n
=2

i=1

3|,_.

, , . A - _ L.
Prvni obecny moment je tedy, = —in , llijetopr mr X, se kterym jsme
n =
se uz setkali v kap. 2.2. Podobexistuji i vySSi momenty, napdruhy moment,
- . p 1
ktery je pr m rnou hodnotoutverc nam enych hodnot, ted, = —fo :
n

i=1

Déle se uzivaji takéentralni momenty M, které vychazeji ze sotw mocnin
odchylek od prm ru.

—_

n
e Prvni centralni momenM —Z X; —x neni nijak uziteny, nebo je
—

3

vzdyM;=0
 Druhy centraini momeri¥l, = lZ(xi -x)’ je populani rozptyl, vzdy plati
n =
M, 2 0.
« T eti centralni momert1, ==>"(x, —x)". Vidime, zeMs m Ze byt i

i=1

S|

zaporny.

. o J RV .
«  tvrty centralni momenM, = —>"(x, -x)", vzdy platiM, = 0.
n =
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P iklad 2-12:
NeZ pejdeme k zavedeni charakteristik tvaru rdedi, podivejme se na nasle-
dujici histogramy.

] ] |
ccccc 1 Coumi coumi
! i ol
: y J
X =60 X =60 X =6.0
s=10 s=10 s=10
g, =01 g, =00 g, = -153
g, =03 g, =-12 g,=27
DD%D 1::10
CCCCC ! o]
) o
i g
X =60 X =60
s=10 s=10
g, =153 g, =01
g, =27 g, =43

Obr. 2-14: Rzné tvary empirického rozteni

VSech pt ukdzek ma stejné charakteristiky polohy i vatigb{pr m ry i sm -
rodatné odchylky jsou shodné.eBto na prvni pohled vidime, Ze tvary rdedi
dat jsou rzné. K iselnému vyjackeni t chto rozdil nam slouzi dalSi charakte-
ristiky - Sikmost (angl. skewness) a &iost (angl. kurtosis).

Sikmostg, je definovana jako

MS
g =—e (2-10)
M,/ M,
Spi atost g, je definovana vztahem
M-"l
= -3 2-11
g? (Ivl2 )2 ( )

MozZn& pekvapuje, Ze v rov. (2-11) odédme na pravé strarirojku. D vod je
ten, Ze Spiatost vztahujeme k nejstji vyskytujicimu se rozdeni, k tzv. nor-

méalnimu rozdleni (viz kap. 3), u kterého je pomM, /(M,)” roven 3. Spia-
tost je tedy vztaZzena ke Sptosti normalniho rozdeni, kladna Spiatost zname-
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na Spiat jSi rozdleni nez normalni, zaporna Spiost znamena, Ze rozeni
pozorovanych hodnot je ,placg@i“ nez normalni.

Nulova Sikmost znamena, Ze rolhi dat je symetrické okolo pm ru, kladna
Sikmost znamend, Ze roZeni etnosti je zeSikmeno vlevo kdy ikame, ze
rozd leni méa tZSi levy konec nebo levou stranu), zaporna Sikrapnamena ze-
Sikmeni vpravo (ZSi pravy konec). tveice isel (X, s, g, &) ham umozuje

ud lat si pedstavu o tvaru rozéeni dat a rzna data porovnavat.

Shrnuti

* krom polohy a variability I1ze tvar rozéeni dat popsat i dalSimi charakteris-
tikami tvaru rozdleni,

» tyto charakteristiky jsou zaloZeny natim a tvrtém centralnim empirickém
momentu a nazyvaji Sikmost a Sost.

Kontrolni otazky:

1. Co je znamena nulova Sikmost?
2. Kdy je Sikmost zaporna?

3. Co je znamena nulova Spiost?

Pojmy k zapamatovani:
- empirické momenty
- centralni momenty
- Sikmost, Spiatost

33



N
AN

2.5 N které techniky popisné statistiky

Po prostudovani této kapitoly bystelhum t:
* n které jednoduché techniky miho zpracovani mémozsahlych dat,
» zkonstruovat a gdevsim interpretovat krabicovy graf (box plot).

Prostudovani tétoasti kapitoly budete musetmnovat asi hodinu.

2.5.1 Zaznamenavanietnosti
P i zji§ ovani a zpracovani empirickych dat jsmeasbv situaci, kdy pogbuje-
me prb Zn naitat etnosti vyskytu pozorovanych hodnot (napi vyhodno-
covani vysledk voleb, zaznamenévani ga r znych pozadavk tazatel v in-
forma ni agentue atd.). Vhodné techniky takového ,niho*“ zji§ ovani etnosti
si ukaZzeme na datech z @-1:

P iklad 2-13:
Mame tyto pozorované hodnoty:
3,4,3,5,2,3,42,3,53,42,5,3,3%3%,2,22,3,3,4,43,3,4,4

Na prvni pohled vidime, Ze v datech se vyskytugdiraiy 2, 3, 4, 5. Kazdou
hodnotu zapiSeme na samostatagek tabulky. Pak prochazime data akpz-
dém vyskytu hodnoty zapiSemarku na pislusny adek tabulky. Abychom si
usnadnili zavre né sitani arek, tak vzdy kazdou pétou zapiSeme vodorovn
Pokud se nam fhodi, Ze jsme p prvnim pohledu vyskytu rkteré hodnoty pe-
hlédli, m Zeme pidat do tabulky adek s touto hodnotou.Vysledkem naahos-
ti je nasledujici tabulka, ze které Ize itivelice snadno etnosti jednotlivych
hodnot:

Xi n;
2 |/ 6
3\t 1] 12
4 1]l 8
5 /] 4; -
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V literatue se mzZeme setkat i s jinou technikou przného naitani etnosti.
Misto arek sdruzenych do fic se postupnvyznauji jednotlivé asti tverc

v po adi vrcholy, hrany, uhlop ky. Pak bychom dostali pro nasSe data tuto tabul-
ku:

n;

2.5.2 Zapis lodyha-list (Stemé&Leaf)
Tento Usporny zapis ziskanych dat si ukdZzeme ikkagu.

P iklad 2-14:
M jme tato pozorovana data:

55 70 71 70 6563 58 56 82 64 65 75 76 68 63 69 65 51

Tato data pepiSeme ve formtabulky, v niZz jeden sloupec (lodyha, angl. stem)
budou tvoit islice na desitkovém mistve druhém sloupci (list, angl. leaf),
budou zapsany vSechnislice na mist jednotek (usp@&dany vzestupn z vy-
skyt na pislusnémadku. Zapis stem&leaf tedy pro naSe data vypada:tak

lodyha |listy
(desitky) | (jednotky)
5 1568
6 33455589
7 00156
8 2

Tvar listu v tabulce charakterizuje rotehi hodnot podobnjako histogram.
Cel& data jsou zaznamenavana ve vzestupnémadspo, takZze snadno eme
ur it median, kvartily, pipadn i dalsi kvantily:

n=18
x(0,5)=65
x(0,25)=63
x(0,75)=70

Zaznam dat formou STEM&LEAF je soasti volitelného vystupu kterych

statistickych program(NCSS ap.). Prakticky vyznam ma vSak zejmémarp -
ni analyze dat malého rozsahui. ® nim zpracovani dat je vhodné vytitden-
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to zapis ve dvou krocich - nejprve zaznamerslice listu v poadi, ve kterém se
vyskytuji v datech a ve druhém kroku teprigice na kazdémadku setidit.

2.5.3 Krabicovy graf

asto uzivanou grafickou formou prezentace rterd hodnot v datech je tzv.
krabicovy (obdélnikovy) grafV tSinou se pro rj uziva p vodni anglicky nazev
box plot n kdy takébox & whiskers coz bychom mohli gloZit jako krabika
S vousy.
Krabicovy graf vypadé takto:

180.

: .« odlehlé hodnoty
140. / '

p ilehlé hodnoty . horni kvartil
100 // <—median

] S dolnf kvarti
60.0
20.;?

Vidime, Ze mezikvartilové rozpi je vyznaeno obdélnikem, uvnibbdélniku je
vyzna en median. Usdy (,vousy*, angl. whiskers) kor v nejvzdalenjsi pozo-
rované hodnotve vzdalenosti nejvySe 1,5 nasobku mezikvartilovédep ti od

p ilehlého kvartilu. Body vyznané mimo vousy jsou hodnoty mindan vzda-
lené od medianu, Winou je povaZzujeme za odlehlé hodnoty. Z definie
zikvartilového rozpti vime, Ze uvnitkrabi ky lezi 50 % pozorovanych hodnot.
Z polohy medianu uvnitkrabice okamzit vidime, zda tchto prostednich 50 %
hodnot je rozdeno symetricky i seSikmen.

Podobn na tvar rozdleni m Zeme usuzovat z délky vousPro v tSinu rozdle-
ni by m la byt naprosta \Sina pozorovanych hodnot uvnitous . Nap. u nor-
malniho rozdleni zde lezi 99,3 % nanenych hodnot.

Krabicové grafy Ize kreslit s pomoci zného statistického software (nap
NCSS, STATISTICA, SAS atd.). Tyto programyt$inou dovoluji alternativn
zadat jeSt dalSi volbu tvaru krabicovych graftzv. notched box, tedy krabice
s vrubem. Ska (vySka) vrubu vyznaije interval spolehlivosti medianu, takze
porovnanim dvou krabic s vrubem Beme rychle usuzovat, zda charakteristiky
polohy skupin se liSi vyznamn(seSikmeni se negkryvaji) i jen nepodstatn
(seSikmeni maji spolay usek). Fiklady takovych krabicovych grafjsou na
nasledujicich obrazcich.
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P iklad 2-15:

. ==
paEL | %=
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k1
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o
=
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Krabicové grafy — porovnanty skupin

P iklad 2-16:

Box Plots Box Plots

| —
T f

T
1

34‘0

30‘0
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50‘0
22‘0

o
=}

18.0

it
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Krabicové grafy s vruby — porovnani dvou skupin

Shrnuti:

* existuji uzitené techniky umozujici rychlé nalezeni tvaru rozeéni a za-
kladnich charakteristik dat bez nangch vypot .

» pro meén rozsahla data zapis lodyha-list uchova Uplnourméxi o datech,
ukaze jejich rozdeni a usnadni vypet medianu a kvartil

» krabicové grafy na malé ploSe poskytnou mnoho mémi o rozdleni dat a
charakteristikach polohy i variability.

Kontrolni otazky:

1. Porovnejte krabicové grafy v fladu 2-15. V em se liSi porovnavané sku-
piny ve veliin delka a vem ve velin k1?

2. Porovnejte krabicové grafy viladu 2-16. LiSi se porovnavané skupiny ve
veli in delka?

3. Porovnejte krabicové grafy viladu 2-16. LiSi se porovnavané skupiny ve
veli in k3?

Pojmy k zapamatovani:

- zaznamenavanetnosti

- zapis lodyha-list

- krabicovy graf (box-plot)
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2.6 Popis vztahu dvou veli in

Cil:

Po prostudovani této kapitoly bystelm

e um t n které techniky popisné statistiky pro charakteré&@uwztahu dvou
veli in,

* rozumt pojmu kovariance a korelace.

Privodce studiem:
Prostudovani tétoasti kapitoly budete musetmnovat asi 2 hodiny.

Dosud jsme se zabyvali charakteristikami a rtemim etnosti hodnot jen jedné
veli iny. V tSinou vSak na kazdém objektu ime vice veliin a zajim& néas
nejen kazda velina zvlas, ale také vzajemné vztahy véti. Hledame odpowdi
na otazky, zda hodnoty jedné vatly souvisi s hodnotami velny jiné, i zda

jsou hodnoty velin na sob nezavislé. V nasledujicich odstavcich si ukazeme

n které jednoduché techniky popisné statistiky, kteéd umoZzuji vztahy dvou
veli in postihnout. Uvidime, Ze moZnosti popisu vztakiawveli in jsou zavislé
na tom, zda sledované veliy jsou spojité (i aspo jako na spojité na nm -
Zeme pohlizet gsto, Ze jejich Skala spojita neni, jako u \elijejichz hodnoty
jsou vyjadovany jen celymi isly, ale interval jejich hodnot je dosti Sirokygm.
od 0 do 100), nebo zda obi jedna ze sledovanych veil je nominalni i ordi-
nalni, ale s Uzkou Skélou.

2.6.1 Kontingen ni tabulka

Kontingen ni tabulka, tj. dvourozmin&a tabulka rozdeni etnosti je zakladni
moznost, jak zachytit vztah dvou nominalnich vali Mame-li dv nominalni
veli iny X, Y, kdeX m Ze nabyvat hodnot, %, ..., % aveliinaY m Ze naby-
vat hodnotys , y», ..., &, pak rozdleni etnosti pozorovanych hodnot ieme
vyjad it nasleduijici tabulkou:

X
X1 Xo - X - X n;.
Y1 Ma Ni2 M nc Ny
y2 No1 No2 Nbc No.
Y : : : : :
Vi Ny N Nc ;.
YR NR1 NrR2 MR NRC NR.
Nna No n; Nc n.=n

Hodnotyn; jsou absolutnietnosti, tzn. pay sledovanych objekt kdy veli ina
Y ma hodnotwy; a souasn veli ina X ma hodnotw;. Krom toho do kontin-
gen ni tabulky m zeme zaznamenat tzmarginalni etnosti n;. a n;. Jsou defi-
novany jako adkové, resp. sloupcové soy

C R
ni.zzflj, n-j:ZnJ
j=1 i=1

Celkovy poet objekt nje samozejm sou et pes vSechna polka tabulky:
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R C R C

n=22n =20 =20,
i=1 j=1 i=1 j=1

Podobnou tabulku nkeme vytvait i z relativnich etnosti. Obvykle se relativni

etnosti vyjaduji v procentech. Vidime, Ze jsou inoznosti, jak poitat relativni

etnosti:

n
* tzv. celkova (tabulkova) procentd; = F"lOO
2 7 r]ij . . . .
+ adkova procentd; = n—lOO, u kterychadkovy souet je 100%.

ni' .
* sloupcova procentg; = n—'lOO, u kterych sloupcovy soet je 100%
"
etnosti z kontingemi tabulky mZeme zn&zornit trojrozmnym grafem.
Z grafu pak mZeme pomrn snadno usuzovat na souvisloshezavislost veli-
in.

P iklad 2-17:
Pro dv nominalni veliiny lokal aodr dabyla z dat spdena tato tabulkaet-
nosti.

lokal
odrud | D B 4 Tota
1 2( 13 1Y 14 64
2 1 1 14 9 21
Tota 2] 20 Y 23 9]

Tyto etnosti jsou znazormy v nasledujicim grafu.

Celkova procenta

lokal

Graf zavislosti dvou nominalnich vah ( etnosti z kontingemi tabulky)
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Je zejmé, Ze stejnym zgobem jako vztah dvou nominalnich velilze i popsat
vztah dvou ordinalnich vein. Dokonce i u spojitych velin m Zeme pouzit
dvojrozm rnou tabulku etnosti, pokud spojité velny p edtim uspcadame do
t id. Takovou tabulku pak nazyvarkerela ni tabulkou

V kap. 4 si ukazeme fteré dalSi moznosti posouzeni vztahu dvou nomiciain
veli in, které vSak vyZaduji porozumi pojm m p esahujicim popisnou statisti-
ku.

2.6.2 Nominalni a spaoijita veliina

Pro takovou dvoijici je vhodné charakterizovat palovariabilitu, pip. rozd leni
etnosti hodnot spojité veiny pro kazdou z pozorovanych hodnot nominalni

veli iny. DalSi velmi nazornou moznosti je zobrazeniisdésti spojité veliiny

na veliin nominalni je krabicovy graf pro jednotlivé kategonominalni veli-
iny, jak bylo ukadzano v odst. 2.5.3.

2.6.3 Dv spojité veli iny
Nejjednodussi zpsob, jak znazornit vztah dvou veh, je nakreslit jejichbodo-
vy graf (angl.xy-plot nebo scatter ploj. Z grafu vtSinou okamzit vidime, zda
hodnoty jedné veliny maji tendenci rst s hodnotami druhé veiiny nebo klesat
i spolu nesouvisi. Na obr. 2-14 mame graficky zndao/ nam ené hodnoty
dvou veliin a také vyznaeny dv p imky odpovidajici prm r m kazdé veliiny
a kvadranty, na které tytoimky d li rovinu, ve které jsou zobrazeny naené
body.

21.0 o
y o ©

] [l. kvadrant |. kvadrant
T O

20.5 @)
i Yprum OO ©
i D O
) ao)

20.0 -
] QOO
i o oS ©

192 ll| kvadrant IV. kvadrant
i O y
i prum

19q Cl> T T T T I T T T T T I / T T I T T T T T |
9.0 95 10.0 10.5 11.0

X

Obr. 2-14: Graf pozorované zavislosti dvou spoiityeli in
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Zavislost tchto dvou veliin m Zeme charakterizovatseln pomoci odchylek
odprmr :

Sy =Li(xi -x)dy, -Y) (2-12)

n-13

Charakteristices,, se ika kovariance Vidime, Ze bodyx , y) z I. a Ill. kvad-
rantu zvtSuji hodnotu souu ve vyrazu na praveé stramovnice (2-12), zatimco
body z Il. a IV. kvadrantu hodnotu sdu zmenSuji, nebopro n souin

(x, =X)(y, =¥) je zaporny. MZeme tedy usoudit, Ze pokud kovariance je klad-

n4, je mezi velinami kladn& souvislost (s rostoucimostey), pokud kovarian-
ce je zaporna, je vztah opg. Pokud je kovariance blizka nule, neni mezi-veli

inami linearni zavislost. Trochu obtiZze vSak ggbuje to, Ze Ize ko posoudit,
co znamena, ze kovariance je blizka nule. Kovadameni omezena zdola ani
shora, a proto £ko posoudit, jaké hodnoty jsou dostateblizké nule. Problém
Ize asten vy eSit zavedenim jiné charakteristikgprela niho koeficientu

Sy
My = (2' 13)
5:S,

kde s, a s, jsou smrodatné odchylky velin x a y.

Pro korelani koeficient plati —1<r, <1, pi emz hodnoty|r, | =1 znamenaji

r
Xy
p esnou linearni zavislost (body v grafu lezi ingce)- viz obr. 2-15.
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P iklad 2-18: Grafy zavislosti dvou velin a hodnoty korelaniho koeficientu
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Obr. 2-15: Rzné tvary zavislosti a hod-
noty korelaniho koeficientu

Vidime, Ze korelani koeficient je charakteristikou gnostilinearniho vztahu

dvou veli in. Hodnotyry, blizké nule nemusi nutrznamenat nezavislost veh,
Znamenaji pouze to, Ze mezi velami neni linearni zavislost.
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2.7 P iklad statistického zpracovani dat
Zadani:
ty i stochastické algoritmy pro globalni optimalizagiy ov ovany na 6 testo-
vacich funkcich. Vzhledem ke stochastické povazétd algoritm je nutno
testy provadt opakovan, proto u kazdé ulohy bylo provedeno 100 opakovani.
asova naraost hledani je vyjaéna potem vyhodnoceni funkce (velnane),
p esnost pblizeni spravnémuesSeni je vyjacena potem platnych islic naleze-
ného eSeni shodnych gSenim spravnym (velhalambdg. Vysledky numeric-
kych test algoritm jsou v souboru ALGO7_d10.xls, ktery je dostupny na
http://albert.osu.cz/tvrdik/down/vyuka.html.
Za pijatelné piblizeni spravnémuesSeni je povazovano takovéhizeni, kdy
lambda> 4. Zpracujte gehlednou tabulku zakladnich charakteristik algoritm
tloh (pr m rna asova naraost, spolehlivost hledani globalniho minima vyjad-
ena jako poet opakovani spljicich podminkuambda> 4. Pomoci krabico-
vych graf porovnejte asovou naraost algoritm.

eSeni:
Vzdycky je dobré na zatku nahlédnout do dat a zjistit obory jejich hatdno

V tloze jsou dv nominalni veliiny (algoritmus funkc@, jejich hodnoty jsou
znakové et zce. Nasledujici tabulka nam poskytne informacelkavém potu
pozorovanych hodnot a o rozeni etnosti.

Counts Section

algoritmus

funkce 8hcl BREST DER  debrl8 Total

ackley 100 100 100 100 400
dejongl 100 100 100 100 400
griewangk 100 100 100 100 400
rastrig 100 100 100 100 400
rosen 100 100 100 100 400
schwefel 100 100 100 100 400
Total 600 600 600 600 2400

Vidime, Ze etnost vyskytu jednotlivych hodnot odpovida zad§ni,00 opako-
vani algoritmu na kazdé uloze.

Zakladni charakteristiky dvouselnych veliin (ne lambd3g jsou v nasledujici
tabulce.

Variable Summary Section

Standard
Variables Count Mean Deviation Minimum Maximum
lambda 2400 6.69 1.04 0 8.5
ne 2400 30357.39 36564.99 6220 185900

Z po tu pozorovanych hodnot (2400) vidime, Ze v dateehi rzadna chyljici
hodnota, na vSecladcich datové tabulky jsou hodnoty jdé&mbda tak ne Vi-
dime, Ze minimum veliny lambdaje rovno 0, tedy nejmérjeden bh algoritmu
se nepblizil dostaten ke spravnémueseni.
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Tyto tabulky jsou pouze pracovni, slouzi nam jerk&atrole dat a ziskani za-
kladniho pehledu o jejich obsahu. Nejsou sésti prezentace vysledlstatistic-
ké analyzy.

Vysledky:

Spolehlivost algoritm je uvedena v tabulce liselné hodnoty jsou pty b h ,

v nichZ se hledani dostate p iblizilo spravnémueseni. Vzhledem k tomu, Ze
pro kazdou ulohu bylo provedeno 100 opakovani gouasn i spolehlivost

v procentech.

Tabulka 1: Spolehlivost v procentech

Algoritmus
funkce 8hcl BREST DER debrl8
ackley 100 100 99 100
dejongl 100 100 100 100
griewangk 94 100 78 99
rastrig 99 100 82 100
rosen 100 100 100 100
schwefel 100 100 96 99

Z tabulky 1 je zejmé, Ze jedinalgoritmus BREST dosahl 100% spolehlivosti na
vSech Sesti testovacich funkcich, algoritmus DERnayppak vyrazn nejmén
spolehlivy.

asové naroky vyjaéné jako prm rny po et vyhodnoceni (elové funkce po-
t ebny k dosazeni podminky ukami hledani jsou uvedeny v tabulce 2.

Tabulka 2: asova naraost (prm r veli iny ne)

Algoritmus
funkce 8hcl BREST DER debrl8
ackley 13554 47265 15431 13569
dejongl 7257 24511 7357 6973
griewangk 12145 47333 15503 13153
rastrig 28529 55082 21813 10711
rosen 19132 170179 108593 20524
schwefel 12936 36223 10838 9964

Porovnani asové naraosti algoritm na kazdé z testovanych funkci je na ob-
razku 1 na dalSi stranZ obrazku vidime, algoritmus BREST byl na vSetdt U
hach vyrazn nejpomalejSi sasovou naraosti nkolikrat vysSi nez ostatni al-
goritmy. Nejmén spolehlivy algoritmus DER nebyl na Zadné z ulojnyctlejsi.

Zav r z nasSi analyzy tedy je, Ze spolehlivy algoritnBREST je piliS asov
naro ny. Algoritmy 8hcl a debrl8jsou rychlejSi a spolehliy§i nez algoritmus
DER. Proto povazujeme algoritn®hcladebrl8za nejuspsn jSi v tomto testu
a je mozno je doporit pro dalSi zkoumani a vyuziti eSeni problém hledani
globalniho minima.
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Shrnuti

» Vztah dvou veliin Ize pehledn zobrazit prosedky popisné statistiky.

* D lezité je si uvdomit, v jakych Skalach byly sledované valy m eny a
podle toho volit vhodny zgsob vyjadeni jejich vztahu.

» Graf je nazornsi nez iselné charakteristiky.

 Pro korelani koeficient plati-1<r, < 1.

» Korela ni koeficient je charakteristikougnosti linearniho vztahu dvou veli-
in.
* Hodnoty korelaniho koeficientu blizké nule nemusi nuznamenat neza-
vislost veli in, znamenaji pouze, Ze mezi valiami neni linearni zavislost.

Kontrolni otazky:

1. Porovnejte krabicové grafy v fladu 2-16. LiSi se mediany vetiy k3
v porovnavanych skupinach?

2. Pro tiposledni zavislosti na obr. 2-15 maji vSechnyrfodd korelaniho
koeficientu nulovou, atvar zavislosti je odliSny?

Pojmy k zapamatovani:
- kontingenni tabulka
- kovariance

- korela ni koeficient

Koresponden ni tlohy budou zadavany vzdy na zaatku semestru.

Z popisné statistiky budoui i iklady.
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3 Zaklady po €tu pravd épodobnosti

Prozatim jsme se ve vykladu analyzy dat a deskrpstatistiky obeSli bez zna-
losti jakychkoli pojm z teorie (potu) pravd podobnosti. K porozummi zakla-
d m induktivni statistiky v kap. 4 vSak takové znéldsidou nezbytné. Takze
ndm nezbyva nez se pokusit nutné elementy tétonmadieké, tedy formalni a
abstraktni discipliny zvladnout. Povzbuzenim nanZenbyt, Ze mnoho impuls
k zavedeni z&kladnich pojnv po tu pravd podobnosti vychazi z kazdodenniho
Zivota. Jeden z prvnich podn ke vzniku potu pravdpodobnosti vySel
v 17. stoleti z hazardnich her. Navic slova praedobnost uziva kdekdo, atv
Sinou spravn, v hodnoceni kazdodennich jevaniz by znal formalni definici
tohoto pojmu, vystd s jeho intuitivnim pochopenim. BohuZel s intuieivysta-
ime, chceme-li uzivat metody induktivni statistikybez t chto metod se neo-
bejdeme v Z&dném @nim i technickém oboru zkoumajicim gy ve kterém
Zijeme, ale ani v mnoha praktickycimnostech, které zdanlivnemaji s vdou
nic spoleného.

Pr vodce studiem Kapitola o zakladech ptu pravd podobnosti je vzhledem
ke své obsahlosti a narwsti rozdlena do ty asti. Celkov jeji studium zabe-
re 15-25 hodin.

Prvni ast kapitoly vam zabere asly i az pt hodin. Pochopeni iva vam
usnadni etné ilustrani piklady. Vztahy, které seasto uzivaji pro vypaet
pravd podobnosti, jsou uvedeny v rancé&ch. Nezapomede, Ze kazdy z thto
vztah plati jen za uitych podminek, které musi spivat jevy, jichZz se vztah
tyka.

3.1 Nahodny pokus, ndhodny jev a pravd  podobnost

KazZdodenn se setkdvame sjd u kterych nevime s jistotou, jakym vysledkem
skoni. P ikladem je teba

o zkouska k ziskanidi ského prkazu (projdeme nebo neprojdeme?),
* zkouméani vzorkui ni vody (kolik v nm nalezneme mikroorganisip),
» t hotenstvi (narodi se kluk nebo holka nebo dokoroe dti ?).

Obecn se takovy d s nejistym vysledkem nazyv@&hodny pokusSpole nym
rysem nahodnych pokuge, ze

» vysledkem musi byt prajeden z mnoziny alespalvou moZznych vysledk
* uvazovany pokus je mozno nezavisle a za stejnydmpmek opakovat.

Druhou vlastnost vySe uvedenéktady beze zbytku nesplji, ale v této chuvili
se tim nebudeme trapit.iadem takového snadnoeglstavitelného ndhodného
pokusu je hod hraci kostkou, ktery se pravo tuto jednoduchost tradi uziva

k vykladu zéklad po tu pravd podobnosti.
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Vysledkem nahodného pokusu p@hodny jev U hodu kostkou je to na p
.padla jednika“ nebo ,padla suda“ nebo ,padlo vice nez 4 &dhodné jevy
oznaujeme velkymi pismeny ze zaku abecedy, gpadn velkymi pismeny
s indexem. Oznane tedy mozné vysledky hodu kostkou takto:

E: padla jednika
E> padla dvojka
Es padla trojka
E4 padla ty ka
Es padla ptka

Es padla Sestka

Jiny vysledek nastat nerbe, kostka spadnout musi. Zadny z jé&, i = 1,
2,...,6, neni slozen z jinych jevnelze jej dale rozlozit, ani nemohou nastat Zad-
né dva takové jevy soasn. ikame, Ze jev¥ jsouelementarni jevy

Ale jev B, ,padne suda“ je slozen z je\E,, E, aEs, ikame, Ze jesjednocenim
t chto jev, coz zapisujemeB = E, [0 E, O E,.

Sjednocenim vSech elementarnich jeostanemegev jisty- oznaime jej symbo-
lemU, tedy v naSem jkladu U =E, 0E, 0 [OE,.

Jev, ktery nastat nerbe (nap. na kostce nenze padnout sednka), nazyvame
jevem nemoznymznaime jej [ .

UvaZujme jevB - ,padne suda“. O jevA - ,nepadne suda‘ikame, Ze jopa -
nym (komplementarnim) jevetjevu B, oznaujeme jej B (nonB), takze m-
Zeme psah =B . Je zejmé, Ze sjednocenim jevu B a jevu apgho, tj. B, je
jeviisty, BOB =U.

JevB, ,padne sudd“ a jeC, ,padne licha“, nemaji Zzadny spotg jev. ikame,
Ze jevyB a C jsounesluitelné (disjunktn). Naopak, je\B a jevD, ,padne vice
nez 4“ nesluitelné nejsou, protoZze maji spahy jev Es. Pr nik nesluitelnych
jev je jev nemozny, coz zapiSeniBen C= [, zatimco prnikem jev BaD je
jevEs, Bn D= Eg, ajevyB, D tedy opravdu disjunktni nejsou.
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Vztahy jev podobn jako vztahy mnozin nZeme vyjadt nazorn pomoci
Vennovych diagram

Sjednoceni jev, AOB Pr nikjev, AnB

pd

Neslu itelné jevyA, B JevA a jev opany

UvaZujme nyni elementarni ndhodné jéwyE,, ,E,, pro které plati:

a)E, nE; =0 proi#j,i,j=12 ,k (kazda dvojice znych elementar-
nich jev jsou jevy neslutelné)

b) EOE,0 OE, =U (jeden z tchto elementarnich jevmusi nastat)

Mnozinu Q ={E,,E,, ,E,} pak nazyvameystémem elementarnich jev

Nahodnym jevem pak je libovolna podmnozina mnoZnyl ze vytvoit 2“r z-
nych podmnozin (vetn prdzdné mnoziny a celé mnozi®y). Prazdna mnoZzina
odpovida jevu nemoznému, cela mnoziapak jevu jistému. Podle toho, jak
jemn (podrobn) zvolime systém elementérnich jewak podrobn dokazeme
timto matematickym modelem n&hodného jevu popsdhyepokus. Zde jsme
uvedli systém konaého potu k elementarnich nahodnych jevJe vSak mozné
modelovat nahodné pokusy pomoci systému nekw@t® potu nahodnych jey,
ale pro vyklad zakladpravd podobnosti vystdme s konenym po tem elemen-
tarnich jev.

Jelikoz vysledky nahodného pokusu (tj. ndhodné)jevydelujeme jako systém

podmnozin, mzeme zavést které iselné funkce ndhodnych jea matematic-
ky odvodit (dokazat) pravidla, jak swmito funkcemi poitat. Jednou z takovych
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funkci je pravd podobnostPro kaZzdy nahodny je je pravd podobnostP( A)
funkce (mira) jevu s mito vlastnostmi:

(@) 0<sP(A) <1 (pravd podobnost je nezdporna a normovana funkce)
(b) P(U) =1 (pravdpodobnost jevu jistého je rovna jedné)

(c) Je-li An B=0O,pakP(ADB)= HA+ R B
(pravd podobnost sjednoceni disjunktnich jge rovna soutu pravd po-
dobnosti jev)

Tvrzeni (a), (b), (c) oznajeme jako axiomy teorie pravgodobnosti. Pravd
podobnostP(A) m i (ohodnocuje) moznost vyskytu jeyuv nahodném poku-
su.

Je v8ak otazkou, jak it iselnou hodnotuP( A) . Existuji dv vcelku jednodu-
ché moznosti. Prvni zgob je omezen na tzv. jednoduché ndhodné pokugy, kd
vSechny elementarni jevy jsou stejoravd podobné. Pak se tak zvakiasicka
pravd podobnostpo ita jako podil potu vysledk p iznivych n, (ve kterych

nastane jev A) ku pau v8ech moznych vysledin , tj. P (A) = nn—A

P iklad 3-1 UvaZzujme nahodny pokus hod hraci kostkou. égre, pokud ma
kostka tZiSt uprosted v prse iku t lesovych Uhlog ek (pesnji e eno, je-
homogenni a isotropni), #(E,)= P(E,)= =P(E,). Nech jevA je ,padne

3 . . e
suda“. PakP( A) = . 05, nebo je Sest moznych elementéarnich jev
E.E,, .E;, alejenti(E,, E,, E;)jsou piznive, kdy nastane jef.
U jinych nez klasickych nahodnych pokuse musi pravaodobnosti odhadovat
z pozorovani relativnietnosti vyskytu jeviA v n nezavislych opakovanich
n
nahodného pokusuf , =?A, n, je poet pokus, kdy nastal je\A. Pravd po-

dobnostP( A) je dana vztahem

P(A) = |im(”—rf) (3-1)

n- oo

Tomuto vztahu saké statisticka definice pravghodobnosti

Pokud bychom pravghodobnost jevu A v gdchozim pkladu nebyli schopni
ur it uvedenym klasickym postupem, nezbyvalo by nméliio nez n-krat hodit
kostkou ( je pokud mozno velké) a zaznamenatgtorysledk n,, kdy padla

suda. Vysledkem by pakipn=60C mohlo byt teba n, =303. Pak bychom

n, 303
P(A) mohli odhadnout jakeni = soc = 2505
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Podobn chceme-li zjistit, jaka je pravgodobnost jevu, Ze nahodwybrany
muz z dosplé populace mi alespo 2 metry, nezbyva nez vybrat nahodm
dosplych muz a zjistit, jaka je relativnietnost dvoumetrovych dlouhan

Z axiom definice pravdpodobnosti (a), (b), (c) bezprostin vyplyvaji dalSi
vztahy pro poitani pravdpodobnosti:

P(U)=P(A0O A= H A+ R A=1, atedy
P(A) =1- F(A)| (3-2)

Pro libovolné dva jevy A, B plati (viz Venr diagram sjednoceni dvou jév

AOB=(An B O(An BO( A B (3-3)

Na pravé stranrovnice (3) je sjednocenii tdisjunktnich jev, takZze podle axio-
mu (c) dostaneme

P(ADB=HA B+ R A B+ PA B (3-4)

zarove A=(An BO(An B a B=(An BO(An B. Na pravych stra-
néch jsou opt sjednoceni disjunktnich jewa tedy podle axiomu (c) plati

PA=FHAB+HKA B a P(B=FAn B+ R A B
a po dosazeni do rovnice (4) dostaneme

IP(ADB=HA+HKB- B A i (3-5)

asto nas zajimé pravabdobnost jeviA za podminky, Ze nastal jiny jev, &/
Nap . pravd podobnost, Ze padne Sestka za podminky, Ze padifarsbo prak-
ti t jSi piklad, jaka je pravdpodobnost onemocni za podminky, Ze pacient je
o kovan. Zkusme se na tuto situaci podivat rie@p es relativni etnosti.

V n pokusech nastal jeB n;-krat. Souasn s jevemB nastal jevA
N, g -Krat. Relativni etnost jevu A za podminky, Ze nastal jev B je

n
f = AnB' 3-6
o = (3-6)
tedy takéf,, = JA22 /N _ face (3-7)
Ng /N fe

Vime uz, Ze pravgodobnost je vlastnjakymsi abstraktrjSim pohledem na
relativni etnost, takzggodminna pravd podobnostP(A] B) jevu A za podmin-
ky B je definovana podobn
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P(An B)

P(A|B)= o(8)

(3-8)

S pomoci podmimé pravdpodobnosti mZzeme zavést pojemezavislosti jev.
JeVA je nezavisly na jevB a naopak, jeB je nezavisly na jevih, tedy jevyA,

B jsou nezavislé, kdyz podmima pravdpodobnostP(A] B) na jevuB nezavisi,
tedy P (A|B) =P(A), podobn i P(B|A)=P(B). Pak z definice podminé
pravd podobnosti prmezavislé jevyplati

P(AnB)=P(A) [P(B) (3-9)

Vztah (3-9) je nAvodem, jak pitat pravd podobnosti prniku nezavislychev .

P iklad 3-2 Jaka je pravgodobnost, Ze ve dvou hodech kostkou padne dvakréat
Sestka?

Nech A je jev, Zze Sestka padne v prvnim ho@uje jev, Ze Sestka padne
v druhém hodu. JelikoZ jdegim o nezavislé jevy (kostka nema pamtakze
druhy hod neni ovlivovan vysledkem prvniho hodu),

P(AnB)=P(A) EP(B):% %:3—16

DalSim uzitenym vztahem jev ta o Uplné pravdpodobnosti Mame-li jevy

ALA,, A (nemusi byt elementarni), pro které plati:

(@ AnA=0 proi#j, i,j=12, ,k (jevyv kazde dvojici rznych jev
jsou jevy nesluitelné)

by AOA DO OA =U
(Pokud jevyA,A,, A spl uji podminky (a), (b),ikame, Ze tyto jevy
tvo i rozkladjevu jistého nebo Ze tviosystém jev)

(c) P(A)>0 provSechnai =12, ,k,

pak pro libovolny je\C plati

P<C)=iP(C |A) IP(A) (3-10)

i=1

Tuto v tu o Uplné pravdpodobnosti mZzeme snadno dokazat:
C=CnU=Cn(ADOADO OA)=(CnA)OCnA)D O(CnA)

Podle pravidla o gtani pravdpodobnosti neslitelnych jev je

P(C) =Zk‘, Acn A
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a po dosazeni z definice podnme pravdpodobnosti (3-8) dostaneme vztah (3-
10).

Ke stejnému vztahu (10) dojdeme i zcela odliSnoahdu. Uvazujme michani
k vstupujicich mnozstvi obsahujici latkiia nech relativni mnozstvi i-tého

k
vstupu je P(A), z P( A) =1, koncentrace latkg v i-tém vstupu nechje
i=1

P(C| A), P(C) je pak koncentrace latky ve vysledné snsi - viz obrazek pro
k = 2. Vyjadime-li koncentracP(C) z latkové bilance (aplikujeme zakon za-
chovani hmoty), dostaneme vztah (3-10).

Koncentrace =P(C) P! C A )
P(A)
mnozstvi = 1
P(cA)
PAY

Bilance slozkyC je vyjadena rovnici
PC)O=P(C|A) P(A)+P(C|A) P(A), coz odpovida rovnici (10).

P iklad 3-3 Smichame 3 litry 50% slivovice s 2 litry 60% siiice. Jaka bude
vysledna koncentrace etanolu ve vyslednéssifza pedpokladu, Zze pmichani
nedochazi ke znm objemu)?

PC)=P(C|A) P (A)+P(C|A) P(A)=

:ﬂ D§+@ D%:ﬁ:o,f)gl
100 5 100 5 50

Takze vysledkem je 54% slivovice.

53



N
AN

Z podminné pravdpodobnosti dojdeme i k dalSimwasto uzivaného vztahu,
Bayesovu vzorci Bayesov vt ). Pokud jevyA,A,, ,A jsou rozkladem

jevu jisteho,P(A) >0 a P(C) >0, pak pro libovolnej = 1,2, ,k plati

PC |A) PA
P(A|C)=~ CIA)PH) : (3-11)

YP(CIA) P(A)

i=1

Bayesv vzorec mzeme snadno dokazat, Jelikoz jaR(A)>0, tak i
P(C) >0, z definice podmimé pravdpodobnosti dostaneme

P(A nC)=P(A|C) PC)=P(C|A) PA),

PCIA) @A)
PC)

tedy P (A |C)=

Kdyz za P(C) dosadime z \ty o Uplné pravdpodobnosti (3-10), dostaneme
Bayesv vzorec (3-11).

Pokusme se trochu vydlit, kK emu se Bayew vzorec pouziva. Ndy se ika,
Ze s jeho pomoci péame pravdpodobnost g in. Vra me se k naSemu iala-
du o michani slivovice. Jevem C je ,ndhodybrana molekula z vysledné ssn

je molekula etanolu®, paIP( Aj|C) je pravdpodobnost, Ze tato molekula pocha-
zi z nddobyj.

Uvazujme analogicky nasledujiciiklad (pozndmka pro biology - ilad je
smysleny, takZze Udaje zhmo neodkazujte jako pozorovana fakta).

P iklad 3-4 4&pi k nam pilétaji temi cestami, s Bospor (pleti tak 20%
vS8ech ap , z toho je 3% ernych), pes Sicilii (pileti tak 30% vSechap , z toho
je 4% ernych) a pes Gibraltar (gleti tak 50% vSechap , z toho je 5% er-
nych). Relativni etnost ernych 4p u nés je vlastnodhad pravdpoodobnosti
jevu C ,nahodn vybrany ap na Gzemi naSi republiky jerny“. Zpozorujeme-li
u nas erného apa (nastal jev C), sam@&m nem Zeme s jistotou uit, kterou
ze ti cest pilet | (pokud to neni jeden z kolika mélo &p , ktei jsou vybaveny
vysila kou a jsou sledovani v ramci projektu Africka Odyseale dosazenim do
Bayesova vzorce nieme spoitat podminné pravdpodobnosti pro kazdou

z t chto ti cest -P(A|C), P(AIC), P(AIC).
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oA [0y = PCIA)PA)

w

PCIA)B(A)
i=1
_ 0,03 [D,20 _ 0,006 00,14
0,03 10,20 + 0,04 [0, 30 + 0,05 0,50 0,043
PC (P(A
P(&‘c): - ( |A2) (2) —
P(CIA)P(A)
i=1
_ 0,04 [D,30 _ 0,012 00,28
0,03 [D,20 + 0,04 0,30 + 0,05 0,50 0,043
PC (P
p(a [C)= PCIAIPA)
PCCIA)P(A)
i=1
0,05 [0, 50 0,025 00,58

0,03 0,20 + 0,04 [D,30 +0,05 0,50 0,043

Vidime, Ze pravdpodobnost toho, Zeerny ap pilétl p es Gibraltar je zhruba
ty ikrat v tSi nez pravdpodobnost, Ze pet | p es Bospor a zhruba dvakrat
v tSi nez pravdpodobnost, Ze pet | p es Sicilii.

P iklad 3-5: (Komenda, Biometrie, str. 30-31): Jedno promibgydace trpi ur-
itou chorobou, kterou je mozné prokazat baktericlog Je Zadouci rozpoznat
nositele, aby se zabranilo infekmu Sieni a pehradily mechanismy pnosu.
Bakteriologicky test dava pozitivni vysledek u gskat nakaZenych
s pravdpodobnosti 0,98 (tzv. senzitivita testu), negativysledek u zdravych
jedinc s pravdpodobnosti 0,99 (tzv. specificita testu). Spolatdiva Ginnost
testu se hodnoti podle podilu nositelnfekce zjistnych mezi jedinci
s pozitivnim testem a podle podilu zdravych medinei, u nichZ je vysledek
testu negativni.

Nahodné jevy oznd@me nasledujicim zgobem:

C jedinec je infikovan (nositel nakazy, nemocny)

C jedinec je zdrav (komplementarni jev k je@u

+ jedinec reagoval v testu pozitivn

- jedinec reagoval v testu negatifxomplementarni jev k jevu +)
Ze zadani ulohy plati

P(C)=0,001, P(+|C)=0,98, P(-|C)=0,99

Pravd podobnostiP(C | +) aP(C | -) se pak spdtaji podle Bayesova vzorce
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P+[C)PC)

PC |+ = -
P(+ ‘C) EP(C) + P(+ ’C) [P(C)
_ 0,98 [D,001 - 0,00098 = 0,0893
0,98 [0,001 + 0,01 0.999 0,01097
P(G | _) - _ P(__|6) EP(E) -
P(-|C)IPC)+P(-|C)P(C)
0,99 0,999 _0,98901 _ 0,9998

0,99 00,999 + 0,02 [0.001  0,98903

Zatimco jedinec nahodn vybrany z populace je nosm choroby
s pravdpodobnosti 0,001, bude subjekt s pozitivnim nalenesi em choroby
s pravdpodobnosti 0,089, tedy s moznosti térdevadesatkrat vyssi. Test fun-
guje jako metoda ,zhuévani podezlych.

Shrneme-li naSe dosavadni poznatky, vidime, Ze€ayev tu m Zeme uzit pro
zp esnni apriornich pravdpodobnosti P(AL), P(Az), ,P(Ak), zname-li

podminné pravdpodobnosti P(C| A), P(C|A§), e P(C|A<). Zpesnni je
zaloZeno na tom, Ze uz vime, Ze nastal jev C #&gme podmimé pravdpo-
dobnosti P(AL|C), P(A2|C), s P(Aklc). T mto pravdpodobnostem seka
aposteriorni pravdpodobnosti

Obecn m Zeme ici, Ze pouZziti Bayesova vzorce je jeden z postygk eSit
diagnostickou ulohu, totiz uit pravd podobnou @ inu pozorovaného jevC.
Podle Bayesova vzorce eme spaitat pravd podobnost vSech moznychi pn
pozorovaného jeviC a pi inu nejpravdpodobnjsi pak povaZovat za pinu
skute nou.

Bayesovské metody se v sasné dob stdle asto uzivanymi postupy vznych
demografickych, epidemiologickych a environmen@ingrafickych informa-
nich systémech, zejména &sovému a prostorovému vyhlazovani empirickych
etnosti.

Souhrn:

* Vysledkem nahodného pokusu musi byt priggden z mnoziny alespalvou
moznych vysledk.

» Uvazovany ndhodny pokus je mozno nezavisle a paystepodminek
opakovat.

* Vysledkem nahodného pokusu je nahodny jev.

* Elementarni jev neni sloZen z jinych jefnelze jej napsat jako sjednoceni
dvou elementérnich jey.

» Vztahy mezi jevy Ize znazornit Vennovymi diagraraigg vztahy mnozin

* Nahodnému jevu p azujeme pravgpodobnost.

* Pravd podobnost musi spbvat vlastnosti dané axiomy teorie prapddob-
nosti.
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Pravd podobnost sjednoceni nestelnych jev se spoita jako souet prav-

d podobnosti jednotlivych jev

P(A)=1-P(A)

Pravd podobnost jeviA se poita jako podil potu vysledk p iznivych (ve

kterych nastane je&X) ku po tu vSech moznych vysledk

P(An B)
P(B)

Pravd podobnost pmiku nezavislych jev se spoita jako souin pravd po-

dobnosti jednotlivych jev

Podminnéa pravdpodobnost je definovana jak®(A| B) =

Kontrolni otazky:

1.
2.
3.

4.

Co je jev jisty? Jaka je jeho prayabdobnost?

Co je jev opany? Co vznikne sjednocenim jevu s jevem jemungpe?
Kdy se pravdpodobnost sjednoceni jegpo ita jako souet pravd podob-
nosti jednotlivych jev?

Jakou podminku musi splat jevy, abychom pravgodobnost jejich pmi-
ku mohli spoitat jako souin pravd podobnosti jednotlivych je@

Co musi platit o jevech, abychom mohli uzit vztahgplnou pravdpodob-
nost a Bayess vzorec?

Co jsou nezavislé jevy? Uve p iklady nezavislych jev

Pojmy k zapamatovani:

nahodny pokus, nahodny jev

elementarni jev

jev opany, nesluitelné jevy

pravd podobnost a jeji vlastnosti

podmin na pravdpodobnost

nezavislé jevy

po itani pravdpodobnosti jev, klasicka pravdoodobnost
statisticka definice pravgpodobnosti

uplné pravdpodobnost, Bayes vzorec a jeho uziti

Koresponden ni ulohy budou zadavany vzdy na zatku semestru.

Z Kklasické pravdpodobnosti budouty i p iklady.
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Druha ast kapitoly vam zabere také asj i az p t hodin. Obsahujeadu Kli o-
vych pojm , d lezitych pro spravné pochopeni zakladorie pravdpodobnosti

a jejich pozdjsi aplikaci ve statistice. Piiejte s tim, Ze k této kapitole se budete
vracet a nkteré vci pochopite dkladn ji az pi opakovaném studiu, zejména
kdyZ bude motivovano pochopenim aplikaaghto poznatk, se kterym se setka-
te v dalSich astich této kapitoly a v kapitolach o induktivratsdtice.

3.2 Nahodna veli inaarozd lenipravd podobnosti

Nahodna veliina je krom pravd podobnosti dalSi abstraktnigulstavou, ktera
dovoluje nahodnému jevu (tentokjah elementarnimjup i adit iselnou hodno-
tu. Formaln nahodna veliina je funkce (zobrazeniX v systému elementarnich
jev  Q, ktera kazdému elementarnimu jeku] Q pi adi prav jediné reélnée

islo.

Nahodné veliiny v tSinou oznaujeme velkymi pismeny z konce abeced; <,
Z, W apod., zatimco hodnoty, kterych ndhodné imgli nabyvaji, se oznaiji
odpovidajicimi malymi pismenyx, y, z, wap. ZapisX = x pak teme nahodna
veli ina X ma hodnotw, podobn Y <y teme hodnota ndhodné vétiy Y je
mensi nezy atd.

Pro pochopeni pojmu ndhodna viela povazujme nahodnou vehu za jakysi
abstraktni pohled na neni. M eni totiZ spluje p edstavu ndhodného pokusu -
v okamziku, kdy vstupujeme na vahu, nevimesp, jaka bude naSe hmotnost
(78 kg, 79 kg i jina?); nevime, jak& bude koncentrace oxidu is€ho ve vzorku
ovzdusi; jaky bude pet druh ptak odchycenych ke krouzkovani atp. Pozoro-
vana hodnota neni deterministicka, je owtivana shodou nahod, kieré hodno-

ty jsou pravdpodobnjsi, jiné mén pravd podobné.

Tim, Ze ndhodnou velnou umime zobrazit vysledky nahodného pokusuina
selnou osu, umime elementarni jevy ugpat. JelikoZ jevu je pazena pravd
podobnost, umime pak definovatazd leni pravd podobnosti Voln m Zeme
ici, ze pravdpodobnost jevu jistého, tedy 1, je rolaha (rozloZena) nad body
nebo intervaly iselné osy. Toto rozteni pravdpodobnosti I1ze jednozna
popsatdistribu ni funkci

F(x) = P(X <X) 1)
Distribu ni funkce je definovana pro vSechny bodiselné osy, tedy pro
X [(—0,+0) . JelikoZ distribuni funkce je pravdbodobnost, je jasné, Ze pro
jeji hodnoty musi platiD< F(x) < 1.

Distribu ni funkce jeneklesajicitj. pro x, < x, plati

F(x) < F(x,). (2)
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Toto tvrzeni snadno dokazeme. J&v< x, je sjednocenim disjunktnich jev
X<x ax < X<y ,takze
F(x) = P(X <) =

=P(X <x)+P(x <X <x)=F(x)+P(x <X <x) ©)

Jelikoz P(x, £ X< %) 20 (je to pravdpodobnost), plati tudiz=(x,) < F(X,),
tzn. Ze distribuni funkce je neklesajici.

Podobn jako v odstavci 1.3 jsme rozliSovali spojité akdétni Skaly (a mené
veli iny), je U elné podobnrozliSovat i nahodné veiny na spojité a diskrétni.

Diskrétni (nespojitd) nahodna velha m Ze nabyvat pouze diskrétnich (tj. od
sebe oddenych) hodnotx;,X,, ,X,. Pravdpodobnostni rozdeni (a tim i
distribu ni funkce) je jednozna ur ena dvojicemi hodno{&,P(X: x)],
i=12  k, tj. tabulkou o dvou sloupcich a&dcich. Této funkcP( X = x)
definované pro vSechny hodnogy,x,, ,X,, se ika pravd podobnostni funk-
ce

P iklad pravdpodobnostni funkce je uveden v tabulce a jeji gkéfiznazormi
vidime na nasledujicim obrazku.

X P(X=x) | F(X)
0 0.15 0.00
1 0.35 0.15
2 0.25 0.50
3 0.15 0.75
4 0.10 0.90
>4 1.00
P(X=Xi)
0.60 +
0.40 + °
0.20 ¢ o
[ ]
0.00 - | : | !
1 2 3 4
X

Pravd podobnostni funkce

59



AR

A4

F(X)
100 _ O—
080 O——
060 O——
040 o—
020
| | | |
0 1 2 3 4
X

Distribu ni funkce

Hodnoty distribuni funkce diskrétni nahodné vetiy pak jsou ureny vztahem
F(x) =2 P(X=x), (4)

ili distribu ni funkce je schodovita funkce s vyskou ,schodwn@u hodnot
P(X = x)vbod x.

Spojita nahodna velina m Ze nabyvat vSech realnych hodnot nebo alespo
vSech hodnot z fakého koneného intervalu. Hodnoty nahodné velly pokry-
vaji interval hust, tedy je jich nespe@tn mnoho.

Distribu ni funkce spojité ndhodné vehy (také ikame distribuni funkce spo-
jitého rozdleni) se vyjad ve tvaru

X

F(x) = [ f(t)dt . (5)

—00

kde f(t) je nezaporna funkce zvaméstota(nebo hustota pravgodobnosti).

Ze vztahu (5) mzeme odvodit i dalSi vlastnosti hustoty

dF(x)
dx

Vyznam vztahu (5) Ize ilustrovat nasledujicim okeim, hodnota distribuni
funkce v bod x je rovna obsahu vySrafované plochy vievo od sysiaky t = x.

j f(x)dx=1 a f(x)= , pokud derivace existuje.  (6)
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f(t) F(x)

X t
Hustota spojité nahodné vehy Distribu ni funkce spojité nahodné veli-
iny

Jak ukazuje vztah (3), prayabdobnost, Ze hodnota nahodné vel je
vintervalu(x;, x,), X, < X,, Ize urit jako rozdil hodnot distribuni funkce

P(x, < X<x)= Hx)- Rx) =] f(3dc | {( xde| € xdx (7)

Tuto pravd podobnost mZzeme znézornit jako velikost vySrafované plochy na
nasledujicim obrazku.

f(x)

X X2 X

PovSimnme si, ze bude-li se zmenSovat roz(ﬁL - xl), bude se zmenSovat
i pravd podobnostP(x, < X< x,), az prox, = X budeP(X = x) =0, takze
plati P(x, < X< %)= R x< X< %).

Porovnejme graf pravgoodobnostni funkce se sloupcovym grafem relativnich
etnosti v kap. 2, resp. graf hustoty prgwaddobnosti s histogramem relativnich
etnosti. Vidime, Ze obdvojice graf popisuji tém totéz - rozdleni etnosti
hodnot, rozdil je jen vtom, Ze grafy v kap. 2 i rozdleni pozorovanych
hodnot (tzv. empirické rozéeni), zatimco grafy v této kapitole popisuji taare

ké (modelové) rozdeni pravdpodobnosti spojené s abstraktnégstavou na-
hodné veliiny. Také vidime, Ze distribai funkce je obdobou kumulativni rela-
tivni etnosti.
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3.3 Charakteristiky nahodnych veli  in

V kapitole 2 jsme zavedli pro popis pozorovanych caarakteristiky polohy,
variability atd. Analogické charakteristiky exigtujpro nahodné veliny. Ana-
logii pr m ru je st edni hodnotanahodné veliny, E(X). Pokud je vyznam jas-
ny, zavorky mzeme vynechat a ps&iX. Pro diskrétni nahodnou vélhu X je
st edni hodnota definovana jako

E(X)=2 % R X=x) . (1)
Vidime, Ze vztah (1) je psnou obdobou vztahu pro vygb vaZzeného pm ru,
kdy vyuzivame relativnichetnosti hodnot; .

Pro spoijitou veliinu s hustototi(x) je stedni hodnota definovana vztahem
E(X) = jxf(x)dx. 2)

Jestlize mame fakou realnou funkog(x) - nap. logaritmus, druhd mocnina ap.
- pak tato funkce nahodné veliy X je opt ndhodné velina, Y = g(X) a jeji
st edni hodnota je

EM=HdX]=2d% R X 3 (3)

pro diskrétni veliinu X (pochopiteln i veli inaY je diskrétni).
Pro spojitou nahodnou veinhu Y = g(X) je pak sedni hodnota dana vztahem

EM=gdgX]=]dx {x dx 4)

f(X) je hustota pravgbodobnosti ndhodné veiiny X.

Charakteristikou variability jeozptyl var(X), definovany jako sedni hodnota
druhé mocniny (rkdy ikame tverce) odchylky od stdni hodnotye(X), tedy
var(X)= E[ X- E(X)|" (5)

Odmocnina z rozptylu,/var(X ), se nazyvd&m rodatna odchylka

Podobn jako jsme v kapitole 2 zavedli empirické kvantijgpu definovany i
kvantily pro ndhodnou velinu. Kvantil (ikame p-kvantil) je takovd hodnota
X(p), pro kterou plati

P[sz(Q]Zp a souasn P[sz(@]zl—p (6)

Kvantil x(0,5) se nazyva (teoretickynedian kvantily x(0,25)a x(0,75)jsou
dolni a hornkvartil. Kvantily, kdy p =0,1; 0,2; ... ; 0,9jsoudecilyatd.

Kvantil spojitého rozdeni s rostouci distribuni funkci je inverzni funkce

k funkci distribuni, coZz ukazuje néasledujici obrazek. Pro zvolenodnbtup
nalezneme na vodorovné ose hodnotu kvaxfi

62



0.8*‘/ P E

0.6 n

F(o

0.4r T

0.2r T

X(p)
0 1 1 / |

-3 -2 -1 0 1 2 3
X

Obrézek — kvantil jako inverzni funkce k distriloi funkci

DalSi charakteristikou polohy podobjako u empirického rozdeni je modus
coz je hodnota, ve které ma prapddobnostni funkce, resp. hustota maximum.

Dale se k charakterizovani roteni nahodné veliny uZivaji momentyObecny
k-ty momenije definovan jako
U =E(X"), k=1,2, .., (7)

k-ty centralni momenje
4, = E[(X = EX"]. (8)

Sikmostozd leni nahodné veliny se charakterizuje hodnotou
p o E[(X-EX?

1= o1, var(X )/ var(X) ©)

aspi atostrozd leni je charakterizovana jako

= ,L124 -3= E[(X_ E>?4] -3
ko [var(X)]

2 (10)

Pro charakteristiky nahodnych vehi m Zeme odvodit celouadu uZzitenych
vztah . N které z tchto vztah zde uvedeme bez Kazu, ktery je ponechan pro
samostatna cveni.

E(X +Y) = E(X)+E(Y). (12)
Stedni hodnota sotu nahodnych velin je rovna souu stednich hodnot. Je

Z ejme, Ze podobny vztah plati i pro vice nez dvtasce. Pro diskrétni velny
X,Ym Zeme vztah (11) snadno dokazat:

63



E(X+Y) =2 Y (x+y) B X= 9n( ¥ y|=
=Y x X A(X=x)n (Y= y|+X yY KX 3n( ¥ =
=2 XP(X=x)+2 Yy RY= y)= E X+ EY

Jsou-li a, b konstanty, pak

E(a+bX) =a+bE(X) (12)
nebo

E(a+bX) =" (a+bx)P(X =x) =

:az P(X =xi)+beiP(X =x)=a+bE(X)

a pro rozptyl plati

var@+bX) = I var(X) (13)
nebo

var(a+bX) = E[(a+bX) - E(a+bX)]* =

= Ela+bX -a-bE(X)]* =Ep (X -E(X)] =

= b?E[X - E(X)]* =b?var(X)

Je-li b=0, pak dostanemeE(a) =a a var(a) =0.

Pronormovanownahodn lin U—X_E(x) lati
onormovanownahodnou velinu —m plati
EU)=0 a varU)=1, (24)
nebo

_ | X-E(X) _
E(U)—E[m} W E[X -E(X)]= F[E(x) E(X)]=0

a pro rozptyhormovanéahodné veliny plati
X—-E(X van X — E(X X

varU )= va (X) = '{ ( )]:var( ):
Jvar(X) var(X) var(X)

Dale plati
var(X) = E(X*) - [E(X)]’,
(15)

nebo
var(X) = E[X ~E(X)]" =E[X* =2 X E(X)+ (E(X))*| =

= E(X?*) -2 E(X) E(X) +(E(X))* =E(X*) -[EX)|’
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Rozptyl ndhodné veliny m Zeme tedy vyjadit jako rozdil stedni hodnoty jeji-
ho tverce a tverce stedni hodnoty.

V odstavci 2.6 jsme se zabyvali vztahem dvou wel{dvou sloupc datové ma-
tice). Podobnm Zeme popsat vztah dvou nahodnych wel(X,Y) Této dvoijici
se ika dvourozmrny nahodny vektorRozd leni nahodného vektoru je popsano
sdruzenou distribuni funkci

Fo (X y) = P(X< X Y< y (17)

Oznaeni (X <x,Y <y) znamena nahodny jev, Ze nahodna wai X nabyva
hodnot mensSich neXx a souasn Y nabyva hodnot menSich ngz

Rozd leni diskrétnich nahodnych vektolze popsat sdruzenou pravgodob-
nostni funkciP(X = x, Y= y) definovanou pro vSechny mozné dvojice hodnot

(%, Y;), jichz nahodny vektor nze nabyvat. Sdruzena praywdobnostni funk-
ce je tedy dvourozmna tabulka obsahujici hodnoty prapddobnosti.

X
X1 X2 Xc marginaln
Y1 AX=xY=y RAX=xY=y ... AX=xY=y | PY=y).
Vs RX=x%Y=y) RX=x%Y=y) ... PX=x%Y=Y)| PY=y).
Y : : : : : :
VR RX=%Y¥=) RX=x%Y=y% .. RX=x%Y=¥%| P(Y=y).
marginalni] P(X=Xx) P(X=%) .. P(X=x) 1

Rozd leni spojitého vektoru popisugglruzenéustota f . (X, y), pro kterou
plati

Fu (X, y) = I f fy(U V) dudv (18)

—00—00
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P iklad grafického znazorni sdruzené hustoty dvourozmého nadhodného
vektoru je na nasledujicim obrazku.

08 0.1

f(xy)

0 002 004 006 0

Hodnota distribuni funkce v bod (x,y) v souladu s (18) je rovna objemuet
sa, které vznikne pravouhlym vykrojenim pravtomto bodu (x,y) . Celkovy
objem tlesa pod plochou sdruzené hustoty je saejoz roven jedné.

Podobn jako jsme v kapitole 2 zavedli marginalnétnosti, i zde dojdeme
k marginalnimu rozdeni.

Marginalni distribu ni funkcesou
Foo=tm[Fo(xy]  a  Fy)=lim[Ry(xy]. (19)

Marginalni pravd podobnostni funkcero diskrétni ndhodny vektor dostaneme
s itanim pravdpodobnosti s cely sloupec, resm@dek, tedy

P(X =x)=2 P(X =x.Y =y;) aP(X =y;) = 3 P(Y =x.Y =y,) (20)

a podobn pro spojity vektor jsomarginalni hustoty

B0 = [ By (oyy 8 K1) [ o (y0X. @)

Nyni m Zeme zaveést dezity pojem -nezavislost dvou ndhodnych veli Na-
hodné veliiny X, Y jsounezavislé kdyZ jsou nezavislé dva nahodné jevy, jev
X <x aY <y Jak vime z odst. 3.1, praygbdobnost sowasného nastani dvou

nezavislych jev se vypoita jako souin pravd podobnosti kazdého zdhto
jev . Tedy

P[X <x)n (Y <y)]|=P(X <x) P <y). (22)
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Pravd podobnost na levé stramovnice (22) definuje sdruzenou distrili
funkci, pravd podobnosti na pravé strapak marginalni distribuni funkce, tak-
Ze rovnici m Zzeme pepsat ve tvaru (23)

Fuy (%,Y) = F (X) IR (y). (23)
Pro nezdavislé nahodné veliy plati, Ze sdruzena distribni funkce je rovna
sou inu marginalnich distribunich funkci.

Také sdruzend pravgodobnostni funkce dvamezavislychveli in je rovna sou-
inu marginélnich pravghodobnostnich funkci:
P(X =x,Y :yj>:P(X:Xi)D:)(Y :yj') (24)

a podobny vztah plati vipad spojitych nezavislych velin i pro sdruzenou
hustotu
fuy GY) = F.(X) K, () - (25)

Nejsou-li dv nadhodné veliny nezavislé, existuje mezi nimi jaka zavislost.
Tato zavislost neni deterministicka, jde o nahodgleiny. ikame, Ze zavislost
je stochastickaVztah dvou nahodnych vein Ize iseln charakterizovakova-
rianci (teoretickou kovarianci, srovnej s odstavcem X@)a je definovana

cov(X,Y)= § (X- EX) (Y- EY (26)

Pro diskrétni nahodné veiiny se kovariance spia jako

CoV(X,Y)=2 D (X~ EX)(y- EY R X x ¥ (27)
i

a pro spojité veliny je kovariance

cov(X.Y)= [ [ (x- EX) (y- EY £ (x¥ dxdy (28)

Z definice kovariance (26) vidime, Ze
cov(X,Y) =cov(Y, X) .a cov(X, X) =var(X).

Kovariance mze nabyvat libovolnych realnych hodnot, nezapornydapor-
nych. Pomoci kovariance vSak peme definovat jinou charakteristiku zavislosti
dvou nadhodnych velin (jejichZ rozptyly jsou kladnékorela ni koeficient

cov(X,Y
Py =D 9)
Jvar(X) 4/ var(y)
pro ktery plati p,, $1, ili korela ni koeficient mze nabyvat hodnot jen

z intervalu [—1, 1]. Nahodné veliny X, Y se nazyvajinekorelovangjestlize

cov(X,Y) =0, a tedy i korelani koeficient je nulovy. Jsou-li velny nezavislé,
jsou i nekorelované. Opa to neplati, nulovy korelai koeficient nemusi nutn
znamenat nezavislost veh.

Pronezavisléhdhodné veliny X ,Yplati, ze
E(XY)=HX KY. (30)

Rozptyl soutu dvou ndhodnych vein je
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var(X +Y) =E[X +Y —E(XX +Y)]' =E[(X —EX) +(Y —-EY)|’
_E[x EX) +2(X —EX)(Y ~EY)+(Y —EY)’|=

= var(X) +2cov(X,Y ) +var(Y) =

= var(X) + 20, y[var(X)y/var(Y ) + var(Y)

Podobn pro rozdil nahodnych vein dostaneme
var(X =Y)=E[X -Y —E(X -Y)] =E[(X —EX)-(Y -EY)]

=E[(X —EX)’ =2(X ~EX)(Y ~EY)+(Y —EY)’]=
= var(X) —2cov(X,Y ) +var(Y) =
= var(X) =20,y yvar(X)/var(Y ) + var(Y )

Vidime, Ze rozptyl souu, resp. rozdilu dvou nahodnych veli zavisi i na tom,
zda jsou veliiny korelovany. Specielnpro nekorelovanéveli iny vidime, Ze
plati

var(X +Y) =var(X -Y) = var(X) + var(Y) (32)

Déle, pokud nahodna veina Y je linearni funkci nahodné velny X, tzn.
Y=aX+b, a#0, pakplati

1 je-li a>0
pX,YZpX,aX+b={_1 ie—li a<0
Platnost tohoto vztahu snadno dokazeme. Z defkowariance (26) dostaneme
cov(X ,aX+b)= B (X- EX[(ax b- E ax =

=E[(X-EX)(ax+ b- aEx = aff X EX * Bk= ar( X
a po dosazeni do definice koreiého koeficientu vidimear(X) >0), ze
avar(X) _a _{ 1 je-li a>0

Jvar(X) a® var(X) “Ja?z -1 je-li a<o

Vyjad ime-li tento vysledek slovip znamena to, Ze progsnou deterministickou
linearni zavislost dvou vein je jejich koeficient korelace v absolutni hodnot
roven jedné.

(32)

p anX+b

Souhrn:

» Nahodna veliina je zobrazenim elementarnich jena iselnou osu.

* Rozd leni pravdpodobnosti nahodné veiliny je jednoznan definovano
distribu ni funkci.

* Hodnota distribuni funkce v bodw je pravd podobnost jevu, Ze nahodna
veli ina je menSi nex, F(x) = P(X <Xx).

 Distribu ni funkce diskrétni nahodné vehy je definovana jako
F(x) =Y P(X =x), kde P(X = x ) je pravd podobnostni funkce.

X <x
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Distribu ni funkce spojité nahodné vehy je definovana jako

X

F(x) = j f(t)dt, kde f (t) je hustota.

—00

Pravd podobnost, Ze hodnota nahodné veii je v intervalu(x,, X, ),
X, < X,, Ize urit jako rozdil hodnot distribuni funkce

P(x < X <x,) =F (X)) —F(x).

St edni hodnota diskrétni ndhodné viely je E( X) = z x A X= X).

St edni hodnota spojité nahodné vili je E(X) = j x f (X)dx.

Rozptyl je definovan jakear(X )= E[ X - E(X)|".

p-kvantil je takova hodnota(p), pro kterou plati

P[Xs x(r)]z p asouasn P[Xz x(@]zl— p.

Pro spoijitou veliinu je kvantil inverzni funkce k distribai funkci.

St edni hodnota sotu nahodnych velin je rovna souu stednich hodnot,
E(X +Y) = E(X) + E(Y).

E(a+bX)=a+bE(X), var@+bX)= 0 var(X).

var(X) = E(X?*) - [E(X)]".

Pronezavisléhahodné veliny plati, Ze sdruzend distribwi funkce je rovna
sou inu marginalnich distribunich funkci..

Stochastickouavislost dvou ndhodnych veh Ize iseln charakterizovat
cov(X,Y)

Jvar(X)4/vary)’

kovarianci nebokorela nim koeficientemp, , =

oIl

Nahodné veliiny X, Yse nazyvajnekorelovangjestlize cov(X,Y) =0, tedy
i korela ni koeficient je nulovy.

Nezavisléveli iny jsounekorelovangnaopak to nemusi platit.

Kontrolni otazky:

1.

2.

© N OA

Co je to ndhodna velina a jak je definovano jeji pravdodobnostni rozd
leni?

Jaky je vztah distribuni a pravd podobnostni funkce, resp. distrilmil funk-
ce a hustoty?

Jak se spdta pravd podobnost, Ze hodnota nahodné \meii je v intervalu
(X1 %) s X4 <X, ?

M Ze byt hodnota distribui funkce zaporna?

M Ze byt hodnota distribui funkce vtSi nez jedna?

Co je to stedni hodnota nahodné vety?

Co je to rozptyl ndhodné veiiny?

Na grafu distribuni funkce spojité nahodné vefiy si ujasnte, jak se uri
p- kvantil.
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9. Jsou-li dv nahodné veliny nezavislé, co plati pro sdruzenou distribi
funkci, pro sdruzenou pravdodobnostni funkci, resp.pro sdruzenou husto-
tu?

10.Kdy o dvou velinach ikame, Ze jsou nekorelované?

Pojmy k zapamatovani:

* néhodna velina

+ diskrétni nahodné veina, spojitd ndhodna veina

* rozd leni pravd podobnosti

« distribu ni funkce, pravdoodobnostni funkce, hustota
» stedni hodnota

* rozptyl

» kvantil

» Sikmost a Spiatost rozdleni

* nahodny vektor, pravgpodobnostni rozdeni nahodného vektoru
» sdruzend distribuni funkce, marginalni distribai funkce
* nezavislé veliiny

» stochastick& zavislost

» kovariance, korelani koeficient

Nasledujici ast kapitoly o pravgodobnosti vam zabere asi &z ty i hodiny.
M Zete na tuto st kapitoly nahliZzet jako na aplikaci poznatk asti pedchéa-
zejici. Opt po itejte s tim, Ze k této kapitole se budete vraneio jeji d klad-
né pochopeni je pabné pi aplikacich induktivni statistiky.

3.4 P iklady diskrétnich rozd leni

3.4.1 Alternativni rozd leni

Toto rozdleni ma nahodna velna, ktera nabyva pouze hodnot 0 a 1
s pravdpodobnostmi P(X =1) =p a P(X=0=1-p. Hodnota
p, 0<p<1, se nazyvfparametrrozd leni.

P ikladem takové nahodrveli iny je poet Iv pi hodu jednou minci, kdy bu
padne jeden lev nebo Zadny.

St edni hodnotu alternativni nahodné viely snadno urime podle definice
E(X)=2 % RX=x=0.(1- p+1. = p

Podobn rlozptyl

var(X)= E(X?)-[E(X)|*=0% .- p+Z . p- = p B= pl- .
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3.4.2 Binomické rozdleni

Toto rozdleni m& ndhodné velna Y, ktera vznikne jako soet n nezavislych
alternativn rozd lenych ndhodnych velin se stejnym parametreim, tedy

Y=X, +X,+ +X,

P ikladem takové ndhodné vehy je poet Iv pi hodun mincemi, pi emz
pro kazdou minci je prav@odobnost, Ze padne lev, rovpa

St edni hodnota binomicky rozkné nahodné veliny je soutem stednich hod-
not jednotlivych sitanc

E()=E(X,+X, + +X,)= D E(X)=np @

a rozptyl je opt sou et rozptyl jednotlivych sitanc (veli iny jsou nezavislé)

varly) =var(X, + X, +  +X,) =Y var(x,) =np(L- p) )

i=1

Hodnotyn a p jsou parametry binomického rozeni. Skutenost, Ze nadhodna
veli inaY ma binomické rozdeni, budeme vyjadvat zkratkouY ~ Bi(n, p) .

K pravd podobnostni funkci binomicky rozné veliiny dosp jeme nasledujici
avahou. Ndhodné velnaY m Ze nabyvat hodnoty 0, 1, 2, .n.,P edstavme si,
Ze klv padne tak, Ze na prvnick mincich bude lev, na zbyvajicictn - k)

bude rub. A tomto vysledku ndhodného pokusu bide= k, pravd podobnost

tohoto jevu mzeme spaitat jako p*(1- p)™* - jde o nezavislé jevy, tedy néa-
sobime pravdobodobnosti. Stejnou hodnotu nahodné weyi, vSak m zeme do-
stat i tak, Ze lev padne na jinyck mincich nez pravna k prvnich. Tchtok

n
minci, na kterych musi byt lev, aby=k,m Zeme vybrat(kj Zp soby, a tak

pravd podobnostni funkci nahodné vetiy Y ~ Bi(n, p) Ize vyjadit jako

P(Y=K = ( j p“(1-p"*, k=0,1,2,..n

n
j teme n nad k“. Plati, ze

Poznamka Zépis(k

(nj n!
k)~ ki(n-K!’
kden!=12 30O .0On-1)0h (ti,nfaktorial®).

Prok=0 je definovén({g] =1

: (N n
Pak zjevn plati = .
k n-k
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n
Vyraz (k] udéava poet moznosti vylruk prvk zn r znych prvk, 0<k <n,
po et kombinaci bez opakovankonec poznamky.

Grafické znazormi pravd podobnostnich funkci binomického rosehi pro
r zné hodnoty parametje na nasledujicim obrazku.
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3.4.3 Poissonovo rozdeni

Toto rozdleni ma nahodné velna, ktera mzZe nabyvat hodnotk=0, 1, 2, ...
s pravdpodobnosti

A k
P(Y= K = &’ W (1)
A je jediny parametr tohoto roZéni. Stedni hodnota jeE(Y) = A , rozptyl je
var(Y)=A. Poissonovo rozdeni s parametremd=np se asto uzZiva
k aproximaci binomického rozténi Y ~ Bi(n, p), kdyZz n je velké ap je ma-
lé. Doporuuje se, aby bylln> 30 a p<01. Smysl této aproximace je zejména
v usnadnni vypo tu pravd podobnostni funkce v aplikacich, neb®oissonova
rozd leni se uziva k modelovani pozadavkromadné obsluhy, ptu poruch
technického zazeni atd.
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Nasledujici obrazek ukazuje, Ze i pro mensi hodnotje shoda obou rozteni
docela tsna.

0.4

O Binom

=
085k E ¢ +  Poiszon ||
034
025
X
ll
02
. ¥
o
015
01r
006 ®
6 ® &+ 5 o+ 5 =
o 2 4 1

Pravd podobnostni funkce binomického a Poissonova flend
X ~ Bi(1C, 01), parametr Poissonova roehi A =10[01=1

3.4.4 Rovnomrné diskrétni rozd leni

Toto rozdleni ma nadhodna veina X, kterd mze nabyvatk r znych hodnot
X, %, X, Pl emz kazda hodnota je stejpravd podobna, tj. pravgpodob-
nost jevu jistého je rozéena rovnomrn mezi vSechny elementarni jevy. Prav-

d podobnostni funkce ma tedy tvar

p(x=>§):%, i=1,2, ... k (1)

Toto rozdleni je modelem pokushazeni minc(k=2) nebo hazeni hraci kostkou
(k = 6).

St edni hodnota rovhomn rozd lené diskrétni ndhodné vehy je pak

k l k
E(X) =2 % AX=x) =1 2% @
a rozptyl je

var(X) = E[X - E(X)]* = E(X?) -[E(X)]" =
=i_zklxi2+k12(zklxij :1{2 (ZX] } 3)
Specieln pro hod kostkou stdni hodnota (2) je

E(X)== ZX = 6-35

a rozptyl (3) je

var(X) == {Zx ——(ZGZXH [91——(21)} f§

i=1
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3.5 P iklady spojitych rozd  leni

3.5.1 Rovnomrné spojité rozd leni

Spojita nahodna velina X ma rovnomrné rozdleni, jestlize hustota pravgo-
dobnosti je na intervalu hodnda, b) konstantni a mimo tento interval nulova,

g.

P pro a< x<b
fx) =122 1)
0 jinak

Graf takové hustoty je na nasledujicim obrazku.

f(x)

a b X

Distribu ni funkce rovhomrn rozd lené nahodné veliny X je

F(x)=0 pro x<a

F(X)=P(X< X :f f(9 dt:bfla(x—a) pro a< x< b (2)
F(x)=1 pro xzab

tedy pro zvolenou hodnoty, [I(a, b) je to plocha obdélniku pod grafem funkce
hustoty vlevo od hodnoty, - viz nasledujici obrazek.
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a Xo b X

Hodnota distribuni funkce v bodw, je obsah Sedé plochy pod hustotou

F(x)

F(Xo) /

T

a Xa b X
Graf distribu ni funkce rovnomrného rozdleni

Zakladni charakteristiky rovnorm rozd lené ndhodné veliny jsou

a+b @)

1 b
E(X)=——| xdx=
(X) b_a£

var(X)= EX? - (EX)? = ﬁf x* dx- (a+4b)2 = (blza)z (4)

a

Je zejmé, Ze rovnonrné rozdleni je symetrické vzhledem keedtini hodnot, a
tedy median je roven stni hodnot. Modus neni definovan. Jelikoz distrilmi
funkce na intervalJa,b] roste linearn, jsou i mezi po sobnasledujicimi per-

centily stejné vzdalenosti.
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U r znych programovych produkitabulkové procesory, programovaci jazyky,
statistické a simulani programy) je dostupny tzgenerator ndhodnychisel Je

to funkce, jejimz volanim lze ziskat hodnoty nak®deli iny s rovhomrnym
rozd lenim pravdpodobnosti. BZn se setkavame s tim, Ze tato funkce generuje
hodnoty veliiny U z intervalu[0,1), pokud potebujeme hodnoty z jiného in-

tervalu [a,b),a<b, snadno je ziskame linearni  transformaci

X =a+(b-3a U. N které programové produkty dovoluji i generovani rimd

diskrétni ndhodné velny s rovhomrnym rozdlenim, jinak tyto hodnoty m
Zeme ziskat vhodnou transformaci (zaokrouhlenipijité veli iny X. Je nutno
mit na pamti, Ze tzv. generatory ndhodnycisel jsou deterministické algoritmy,
tzn., Ze jednou vygenerovancadu hodnot jsme schopniigtejném poate nim
zadani pesn zopakovat. Vygenerované hodnoty tedy nejsoisnp vzato, na-
hodné. Proto se kdy takto vygenerovanym hodnotaimka pseudondhodnais-
la. Pi pouZiti t chto generator je proto namistjista opatrnost a oveni toho,
zda rozdleni pseudondhodnych hodnot Ize opravdu povaZzavet\mnomrné.

3.5.2 Normalni rozd leni

Spojita ndhodna velina manormalni(Gaussovojozd leni, jestlize jeji hustota
ma tvar

f(x)= U\/lﬁexp(— (XQ_UfI) ), 1)

kde —-oo<x<+co , y,0 jsou redlnaisla,c>0. ikame, Ze nahodnd veli

naX ma normalni rozdeni s parametryu a o?, coz ve zkratce zapisujeme
2

X ~N(u,0%) (2

Graf hustoty normalniho rozkkni je na nasledujicim obrazku.

fo)

0.000 : . ; : .
u-30 u-20 u-o u p+o p+2c  u+30
X
Vidime, Ze hustota normalniho roehi je symetricka kolem pmky x = 4, tak-

Zeplati f(u-y)=f(u+y.
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a median x(0,5 = u. Hustota je nejusi v bod g (modus je roveny) a od

tohoto bodu na obstrany hustota rychle klesa. Tvar hustoty ukazigehodnoty
blizké i jsou velmi pravdpodobné, zatimco hodnoty gdvzdalené jsou malo
pravd podobné. Tuto funkci uzil pd dv ma staletimi Gauss k popisu rofhi
chyb astronomickych meni. V pr b hu let se toto rozdeni ukazalo byt vhod-
nym popisem i v mnoha dalSich situacich a ziskakadni pozici v aplikacich
statistiky. Pro toto rozdeni se zaalo uzZivat oznaeninormalni rozdleni(n kdy
také Gaussova)Lze ukazat, Ze pro sdni hodnotu a rozptyl platEX =y a

var(X) = o?, tedy parametry tohoto rozéni znamenaji stdni hodnotu a roz-
ptyl.

Ma-li nahodna veliina X normalni rozdleni,X ~ N(u, 0*), potom nahodnéa
veliinaY =aX+h az0, (ikdme, Ze velinaY vznikne linearni transformaci
veliiny X) ma opt normalni rozdleni, avSak hodnoty parametrjsou
v d sledku linearni transformace odli3né, totiz N(gu+ b &0?).

1
Zvolime-li specieln a = P b= —g, pak nahodna velina

X_
U :T’u ma rozdleni U ~ N(O, 1).

Tomuto rozdleni ikdme normované normalni rozéeni, ndhodna velina U
vznikla normovanim veliny X, tj. takovou linearni transformaci, abiU =0
a var(U) = 1. Hustotunormovanéhamormalnihorozd leni m Zeme vyjadt po

dosazeni do (1) jako
2

f(u) = —==exp( ) —00 <U < +oo 3)

2
adistribu ni funkce normovaného normalniho roeai, pro kterou se vzhledem
k jejimu st Zzejnimu postaveni ve statistice uziva zvlastni o/ je pak

®u)=PU <u) = \/—J.exp —)dt , —00 < U < +00 . (4)

Graf hustoty a distribuni funkce normovaného normalniho roteshi vidime na
nasledujicich obrazcich.
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f(u) o

y 0.5
o(y)= | f%dL
\

Hustota normovaného norméalniho roz-Distribu ni funkce normovaného nor-
d leni malniho rozdleni

Distribu ni funkci normovaného normalniho rotehi nelze vyjadt aritmetic-
kym vyrazem, ktery by umobval jednoduché vyhodnoceni funkdgu) v bod

u a naopak z hodnoty funkc®(u) zjistit hodnotu argumentu, jako to bylo

mozné u distribuni funkce rovnomrného rozdleni. U normovaného normalni-
ho rozdleni je nutno tyto vypdy provadt docela komplikovanymi numericky-
mi metodami. Pro uSetni prace je viak funkc®(u) tabelovana a tyto tabulky

jsou soudsti v tSiny statistickych vebnic vetn t chto skript. Krom toho nu-
merické postupy k vyhodnoceni distrilmi funkce normovaného normalniho
rozd leni a také mnoha dalSich ro#ehi jsou soudsti bzZnych programovych
prostedk pro statistiku (Excel, NCSS atd.), a tim je jejiyuZivani usnadn
no. Statistické tabulky pak nejsou paiia.

Jak vidime z obrazk hustota normovaného normalniho rdedi je symetricka
vzhledem k oseu = 0, takZe plati také

P(-u) =1 - P(u) ®)

Pomoci distribuni funkce normovaného normaélniho rolehi ®(u) m Zeme
vyjad it hodnoty distribuni funkce normalniho rozéeni pro libovolné dovolené
hodnoty parametr Kdyz X ~ N(u, 0?), pak pro distribuni funkci nahodné
veli iny X plati

F0 = POx< 3= RXA ) <y SH) 2o 1) )

Tedy zname-li hodnoty parametps a o, pak pro znamou hodnotuumime
ur it hodnotu distribuni funkce v bod x.

P iklad: Z dlouholetych antropometrickych vyzkune znamo, Ze tesna vyska

dosplych muz i Zen ma normalni roztéeni. NaSim ukolem je zjistit, jaka je
v dosplé muzské populaci relativnietnost muz mensich nez 170 cm, jestlize
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zname parametry této populage= 175 cm a o =49 cnf. Podobné tlohy
jsou velmi uzitené nap. pro izeni vyroby konfekce, navrhovani nabytku atd.

eSenim nasSi ulohy je vlastrzjistit hodnotu distribuni funkce rozdleni
X N(175,49) v bod 170.

o -o{ )03 1-o( )

o 7
V tabulkach nalezneme (5/7) = 0,762 a tedyF(17() = 0,23€. V populaci je

zhruba 24% muzmensSich nez 170 cm.

Pokud bychom vyuzili funkci NORMSDIST v Excelu, kdevraci hodnotu dis-
tribu ni  funkce normovaného normalniho rolshi, tak zadanim
NORMSDIST(5/7) dostaneme hodnotu 0,762475. Dokancéeme uZzit funkci
NORMDIST, ktera maty i parametry. Prvni je hodnota argumentu, pro ktery
chceme urit hodnotu distribuni funkce, dalsi dva parametry jsouesini hodno-
ta a smrodatna odchylka (!!") normalniho roZdni. Posledni parametr je logic-
ka hodnota, pokud chceme ziskat hodnotu distribunkce, je potba zadat
hodnotu tohoto parametru PRAVDA nebo nenuloigo, jinak bychom dostali
hustotu. Zadanim NORMDIST(170;175;7;PRAVDA) dostaeehodnotu distri-
bu ni funkce v bod 170, F(170) = 0.237525.

asté jsou ulohy, kdy zname hodnotu distrifiufunkce F(x) normalniho roz-
d leni N(u, 0°) a hledame hodnotu argumentuZ odst. 3.3 vime, Ze hodnot

X(p), pro kterou pIatiF(x( p)) = p, se ikap-kvantil.
Z definice je zejmé, Zze platl’F(x( p)): p a take cD(u(p)): p, kde

u( ) :X(pi%. Odtud pak x(p) = o u(p) + 4, co¥ je navod, jak uit p-

kvantil ndhodné veliny X ~ N(u, 0?), zndme-li hodnoty parametr

Pokud bychom chti nalézt p-kvantil rozd leni z pedchoziho gkladu prop =
0.238, pak v tabulce 6.1 naleznem®,762) 0.72, ze symetrie rozdeni je

u(0.238) —0.72 a po dosazeni dg(p) = g u(p) + 4 dostaneme
x(0,238) = 7 [{-0,72) +175 = 169,96  170. V Excelu funkce NORMINV

s parametryp, Y, vrati hodnotu gslusného kvantilu, tedy
NORMINV(0,238; 175; 7) vrati hodnotu 170,01.

3.5.3 Rozdleni Chi-kvadrat

Toto rozdleni pati mezi rozdleni odvozena od normalmozd lenych nahod-
nych veli in. Takova rozdleni se velmi asto uzivaji v tlohach induktivni statis-
tiky. Rozd leni ¥* ( teme chi-kvadrat) ma nahodna viela, ktera vznikne sou
tem druhych mocnin nezavislych nahodnych welhormaln rozd lenych.
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P esnji, nech U,,U,, U, jsounezavisléhahodné veliny akazdama rozd-
n
leni N(O, 1). Potom nahodné velha X =Zui2 ma rozdleni ¥* s n stupni
i=1
volnosti, coZ zkracenzapisujemeX ~ x>. Hodnotan je jediny parametr toho-
to rozd leni.

St edni hodnota jeEX =n, rozptyl jevar(X) =2n.

Hustota je graficky znazorna na nasledujicim obrazku. Jejmé, Ze hustota
rozd leni x> pro hodnotyx <0 je nulova. Distribuni funkci podobn jako u
normalniho rozdeni nelze vyjadt jednoduchym vyrazem (ostatm hustota je
komplikovany vyraz), proto je tabelovana, podobrkvantily rozd leni ¥, viz
tab. 6.2. V Excelu pro ueni kvantil rozd leni ¥ m Zeme uZit funkci CHIINV,
jeji parametry jsoul-p a poet stup volnosti, takZze nap zadanim
CHIINV/(0,05; 1) dostaneme hodnotu 0,95-kvantiluddeni y*= 3,84145.

S rostoucimn se rozdleni x? blizi normalnimu rozdeni s parametryy =n a
o’=2n, x> -~ N(n,2n).

n=4

(%) /

0.15-

Hustota rozdleni 2 pro n=4an= 10

5.5.4 Studentovo t-rozdleni

| toto rozdleni pati mezi rozdleni odvozena od normalniho rokehi. Kdyz
nahodna velinaU ma normované normalni rodni, U ~ N(0, 1), nahodna
veli inaX ma rozdleni ¥* s n stupni volnosti,X ~ x> aU aX jsou nezéa-

vislé ndhodné veliny, potom nahodna velna
U

VX /n

T=
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ma t-rozd leni sn stupni volnosti, coz ve zkratce zapisujenie~t,. Hodnota

n je jediny parametr tohoto roZeni. Toto rozdleni se také rkdy nazyva Stu-
dentovo rozdleni podle pseudonymu Student, kterym natiau 20. stoleti pod-
pisoval své statistické prace chemik pivovaru Gssne Dublinu William Sea-
ly. Gosset, jeden ze zakladatelplikaci induktivni statistiky, a to v oblasti ne-
sporn vyznamné — v zabezpeni kvality piva.

n
Pron> 2 plati, Ze sedni hodnota jeET =0, rozptyl je var(T) = oo

S rostoucimn se t-rozdleni blizi normovanému normalnimu rolhi,
t, - N(O,1), pron> 30 je tvar obou rozdeni prakticky shodny. Tvar grafu

hustotyt rozd leni pro rzné poty stup volnosti vidime na nésledujicim ob-
razku.

0.4

0.35F

Hustota rozdleni t, pron=5an= 30

Kvantily t—-rozd leni jsou tabelovany nebo je @eme urit s pomoci software.
V Excelu funkce TINV s parametry Jp2& potem stup volnosti vraci hodnotu
p-kvantilu, nap. TINV(0,05; 25) vrati hodnotu 2,0595.

3.5.5 Fisherovo-Snedecorovo F-rozteni
Nech X, a X, jsou nezavislé nahodné vefy, které maji rozdeni
X, ~ X% a X, ~ x>. Potom ndhodna velna
X, Im
~ X, /n
maF-rozd leni s ma n stupni volnosti, ve zkratce to zapisujem¥& ~ F,_ .

Hodnotym a n jsou parametry rozéeni, m je po et stup volnosti pro itate-
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le,n je po et stup volnosti pro jmenovatele, na @ali parametrtvar rozdleni
pochopiteln zavisi.

Pro n > 4 plati EY-L a var(Y)= 2n*(m+ n=2)
P n-2 " m(n-2)% (n-4)

HustotaF-rozd leni je graficky zobrazena na nasledujicim obrazku.

)

HustotyF-rozd leni pro r zné hodnoty parametr

Vzhledem k tomu, Zze nahodna vatia Y je podilem veliin X,/ m a X, /n,
pro kvantily F - rozd leni plati

Fna(P) = F.on(-P)

adale také plati  F,,(p) =[t,(0- p/ 2] =[t,(p/ 2)]".
Vybrané kvantilyf=-rozd leni jsou v tabulce 6.4. V Excelu je pt& funkce

FINV, p-kvantil dostaneme pzadani parametrl-p, m, n nap. FINV(0,05; 10;
20) vrati hodnotu 2,347875, coz je 0,95-kvantil.

3.5.6 Dvourozmrné normalni rozd leni
Nahodny vektor (X,Y) ma dvourozmrné normalni rozdeni s parametry
wv,o?,t?,p, 0 >0,r° >0, |p|<1, jestlize ma sdruzenou hustotu

oy (X,Y) =

o R )

82



pro vSechna realné a y. P iklad takové sdruzené hustoty pro parametry
u=0,v=0, o>=1r1>=1 p= 0je nanasledujicim obrazku.

0.15

f(x.y)

Graf sdruzené hustoty dvourozmého normalniho rozéeni
u=0,v=0 0°=17r>=1 p=0

Potom i marginalni rozdeni jsou normalni X ~ N(u,0 %), Y ~ N(v,7?),
EX=u, EY=V,
var(X)=o?, varly)=r>.

Hodnota parametrw je rovna hodnotkorela niho koeficientu p,. . Pro dvou-
rozm rnénormalnirozd leni plati, Ze je-li p = 0 (tedy ndhodné veliny X aY
jsounekorelovang pak jsou hezavislé

Souhrn:

« alternativni rozdleni, vypo et stedni hodnoty a rozptylu

* binomickeé rozdleni, jeho pravdoodobnostni funkce, gdni hodnota, rozptyl

» Poissonovo rozdeni

» rovnom rné diskrétni rozdeni, jeho pravdpodobnostni funkce, sdni hod-
nota, rozptyl

* parametry rozdeni

* rovnom rneé spojité rozdeni, vztah mezi hustotou a distrilmi funkci

* normalni rozdleni, parametry, hustota, kvantily

* normované normalni rozteni

» dvourozmrné normalni rozdeni, jeho parametry
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Kontrolni otazky:

1.

2.
3.

Bylo poteba pro ureni stedni hodnoty a rozptylu binomicky rolghé
nadhodné veliny uzit jeji pravdpodobnostni funkci?

Jaky je vztah distribuni funkce a hustoty rovnommého spojitého rozdeni?
Jaka je pravdpodobnost, Ze hodnota nahodné vmeli, kterd ma normované
normalni rozdleni, je v intervali—10) ?

Ur ete 0,975 kvantil normovaného normalniho rdedi a stejny kvantil
t-rozd leni s 5 a pak i 100 stupni volnosti. Porovnejte tyodnoty a zdvod-
n te jejich rozdily.

Pojmy k zapamatovani:

binomické rozdleni

diskrétni rovnomrné rozdleni

spojité rovnomrné rozdleni

parametry rozdeni

normalni rozdleni, normované normalni rozéni
rozd leni ¥*', t-rozd leni, F-rozd leni

stupe volnosti
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Tato ast kapitoly o pravgodobnosti vam zabere asi daz ti hodiny. Sezna-
mite se v ni s centralni limitni tou a pomze vam pochopit, proje normalni
rozd leni asto ve statistice vyuzivano jako vhodny model®ladé reality.

3.6 O centralni limitni vt

Normalni rozdleni m& pro své vlastnosti ktivy vyznam v mnoha aplikacich
statistiky. Jak jsme jiz uvedli, ma-li ndhodna viela X ~ N(u, 0*), potom
ndhodna velina Y=aX+h a#0, ma& opt normalni rozdleni,
Y~ N(au+ b &0?). V p edchozich odstavcich jsme vig Ze k normalnimu
rozd leni se pro velkan blizi rozdleni x> a t-rozd leni. Dal3i dleZitou vlast-

nosti normalniho rozdeni je to, Ze sowet koneného potu nezavislych normal-
n rozd lenych nahodnych velin ma opt normalni rozdleni.

Specieln pro X, X,, , X, nezavislychnahodnych velin se stejnym rozd
lenimN(y, o?) plati

a)E|:l(X1+X2+ +Xn)i|=n1u=,u,
n

b) Var[%(xl FX,+ +xn)} -
o 1 g
c) je-li Y=E(X1+X2+ + X,,), pakY ~N(,u,7).

K normalnimu rozdeni se vSak fbliZzuje i sou et nezavislych nahodnych veli-
in z jakéhokoliv rozdeni. Je to dsledek tzv.centralni limitni vty. Jsou-li
X,, X,, , X, vzajemn nezavislé nahodné veiiy tehoz (ale jinak libovolného

rozd leni) se siedni hodnotoy: a rozptylemo?, pak pro kazdé realng plati

lim P {%Z(Xi - U) < x} = d(X).

Tzn., Ze pro dostata velké n se distribuni funkce nahodné velny

. in —E(inj _ in -nu _ g‘(xi )

n

Jno? on

jen nepatrn lisi od distribuni funkce normovaného normalniho roteshi. Vol-
n e eno, souet (a tedy i prm r) v tSiho potu nezavislych stejnrozd lenych
nadhodnych veliin ma piblizn normalni rozdleni.

Tuto skutenost ilustruje nasledujici iklad na obr. 3.6-1, ve kterém jsou zna-
zorn na empirick& rozdeni hodnot ziskanych z 1000 nezavislych realirgei
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hodné veliiny Y:E(X1+X2+ +X,), kdy nahodné veliny
n

X;,1=12 ,n mly rovnom rné spojité rozdeni na intervalu< 0,1), a n

bylo postupn rovno 3, 6, 12 a 24. Z histogranna obrazku vidime, Ze
s rostoucimn se empirické rozdeni stéle tsn ji blizi k normalnimu rozdeni
a také se zmensSuje rozptyl.

30.04 30.04
Percent Percent

20.0+ 20.0.

10.0 10.0]

0.0 ; } } } ) 0.0

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

X3 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

n=3 n==6
30.04 30.04
Percent Percent
20.0- 20.0 x
10.04 10.0-
0.0 . ‘ : : ‘ 0.0 ; ‘ : ; ‘
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
x12 x24
n=12 n=24

Obr. 3.6-1: Rozdeni vyb rovych prm r z rovnomrného rozdleni
pro r zné rozsahy vylyu

Centralni limitni vta ma také dalSiasto prakticky vyuzivanou formulacapro-
ximaci binomického rozteni normalnim rozdenim Kdyz nadhodna velina
Y, ~ Bi(n,p), pak pro vSechna realma

lim P Yo —0P

== (ynp(l -p)

<X | = P(X).

Oznaime-li relativni etnost Uspchu f, =—", pak po kraceni zlomku v zavorce
n

islemn dostaneme
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limP(fn—_p <x} =®P(x),

e | e -p)hn
takze pro dostate velké n distribu ni funkce nahodné velny
f,—-p
p(L=p)/n

se jen nepatrliSi od distribuni funkce normovaného normalniho rolshi.

P iklad: V pr zkumu volebnich preferenci dotazem na 900 ndheglbhranych
potencialni voli bylo zjiSt no, Ze politickou stranu ABC by volilo 25 % dota-
zovanych voli . Jak4 je pravgpodobnost, Ze stranu ABC v celé populaci prefe-
ruje alespo 27 % voli ?

Jde tedy o to, jaka je prayabdobnost, Zze nahodna vétia f, =027 za ped-
pokladu, zep = 0,25.

Tuto pravdpodobnost Ize zapsat jako

S e I B f, —p
P{U_WJ 1 q{m} kdeU N(0,1).

Spo itdme hodnotu argumentu distrilmi funkce
f.-p _ 0,27 - 0,25 _ 0,02 _

Jpa=p)hn B 0,25 1 = 0,25)/900 - 0,25 11 = 0,25)/900 -

9

a v tabulkach nalezneme hodnotu distrittufunkce normovaného normalniho
rozd leni v tomto bod - ®(139) 0 092. Hledana pravchodobnost, e strana

ABC ziska ve volbach alesp@7% hlas, je 0,08.
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Souhrn:
» Jsou-li X;, X,, , X, nezavislénahodné veliny se stejnym rozdenim,
st edni hodnotoy a rozptylemo?, pak plati

el Lo ex o +x)|=" =y a
n

Var[l(xl +X, + +Xn)} =
n

e Jsou-li X, X,, , X, nezavislénahodné veliny se stejnynmormalnim

rozd lenim se sedni hodnotoy: a rozptylemo?, pak i jejich prm r

0.2

1
Y =E(X1 + X,+ +X.), manormalni rozdeniY N (u,—).
n

* Rozdlenisoutuaprmru X;,X,, ,X, nezavislychnahodnych velin se

stejnym rozdlenim se blizi normalnimu rozéni.
* Pro velké hodnoty parametnu Ize binomické rozdeni aproximovat nor-
malnim rozdlenim.

Kontrolni otazky:

1. KdyzZ z populace opakovamybereme n objektjaké bude rozdeni pr m -
r tchtovybr ?

2. Jaké budou parametry normalniho rolahi, ktery aproximujeme binomické

rozd leni s parametry n a p?

Pojmy k zapamatovani:

* rozd leni soutu a pr m ru nezavislych veliin stejného rozdeni
» centralni limitni vta
» aproximace binomického rozeni normalni rozdenim

Koresponden ni tlohy budou zadavany vzdy na zaatku semestru.

Nahodnych veliin se budou tykatty i p iklady.
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4 Induktivni statistika

Prvni &st této kapitoly je wovana zékladnim pojmm induktivni statistiky,
p edevsim ndhodnému vyl a dalSim souvisejicim pojmm a vysvtlime si, co
je to statisticky odhad. Studium tétasti vam zabere asi hodiny.

4.1 Zakladni pojmy

Metody induktivni statistiky (matematickd statistjkstatisticka indukce) se uzi-
vaji tam, kde chceme dojit kjakym tvrzenim opopulaci (vyslovit n jakou
_obecnou pravdu®), ale k dispozici mame data jeragti jedinc této populace,
tzv.vyb r. Intuitivn je zejmé (a matematicky dokazatelné, viz Havranek, 1,993
Ze mame-li data pouze asti populace, je vyjadni ,obecné pravdy” o celé po-
pulaci zatizeno rizikem nespravného Usudku. Kdykinlduktivnim uvazovanim
zobec ujeme (generalizujeme) zjisti z dil iho pozorovani na tvrzeni o celku,
vzdy je toto tvrzeni zatiZzeno nejistotou, Zezm byt nepravdivé. Ale na druhou
stranu induktivni uvaZzovani je nepostradatelnyntypmesm v poznévani sia, ve
kterém Zijeme.

M Zeme uvést bezpet piklad takovych nespravnych nebamejmensim zpo-

chybnitelnych zaw ziskanych induktivnimi tsudky:

» Po zkuSenostech z kolika kontakt s n meckymi turisty uzaveme: ,(VSich-
ni) N mci jsou hluni a pehnan sebevdomi*.

» Zletmého porovnani kolika eskych a moravskych vesnic, kterymi projiz-
dime na dovolené, usoudime: ,Moravané jsou pragéviez eSi“.

Podobn povrchnim induktivnim Gsudkem rbeme dojit k zav m typu:

» ,Slovaci se radi perou*,

» ,Absolventi Ostravské university jsou horsi nesaenti University Karlo-
vy,

* .,V Ma arsku nejsou blondynky*,

e , eSijsou rasisté",

e ,Polaci umiji jen kSeftovat”,

» ,RakuSané jsou fis opatrni®,

« ,Déanové jsou opilci”,

 ,Zeny jsou slabsi nez muzi“,

» ,Chlapi nic nevydrzi“.

Rad ji skon ime s ukadzkami povrchniho a problematického indultio usuzo-

vani, mozna rkolika uvedenymi gklady jsme se nefjemn dotkli kdekoho

v Sirokém okoli. Snad vSak tyto iklady dostaten zeteln ukazuji, Ze

s povrchnosti v induktivnim uvazovani je nutno tvizbjovat a hledat takové
postupy, které riziko nespravného usudku minimglizebo alespo sniZuiji.

Jednou z takovych cest snizeni rizika chybnéhoraanduktivniho Gsudku jsou

metody induktivni statistiky. Tyto metody se opimjvysledky teorie pravgbo-
dobnosti. V mnoha situacich deckého zkoumanigSeni technickych a ekono-
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mickych problém i v mnoha dalSich Ulohach jsou tyto metody stanuiand
postupy, neboprav ony minimalizuji pravdpodobnost nespravného usudku.

K tomu, abychom metody induktivni statistiky mopbuzit a dojit tak k co nej-
spolehliv j§im ,obecnym pravdam“ o populaci, je nutné, abyohan li

k dispozici pozorovani an jedincich (objektech) z této populace, ggmz t ch-
to n jedinc musi byt z populace vybram@hodn. Pak ikame, Ze naSe pozo-
rovani jsou realizacinahodného vybu (angl. random sample Jelikoz

v matematické statistice setSinou o jiném nez nahodném vyb neuvazuje,
asto se uziva jewyb r (angl.sampl@.

Realizace nahodného vyh vznikne tak, ze

« 0 zaazeni jedince do vylou rozhodujenahoda(nikoliv naSe i cizi v le, roz-
mar nebo zan),

« kazdy jedinec z populace rstejnou pravdpodobnostzaazeni do vybru.

Mame-li data, ktera jsou realizaci takového nahbdneyb ru, pak mzeme
v induktivnim uvazovani vyuzit vysledky teorie pdapodobnosti, tzn. kvantifi-
kovat riziko omylu, pipadn vybrat metodu, ktera riziko omylu minimalizuje.

Nahodny vybr jedinc z populace Ize pait postupem, ktery zname négad

Z losovani Sportky. Do osudi vloZzime reprezent&atalého jedince z populace
(v pipad Sportky je to 49 stejnych nk oznaenych isly 1 az 49, ty tva tzv.
oporu vybru), zamichame a vybereme jedinc (v pipad Sportky 6 + 1 mi-

k ), a ty tvoi ndhodny vybr. Mechanismus vylsu nemusi byt realizovan fyzic-
kym zaizenim, které mzeme nkolikrat m si n vid t na televizni obrazovce,
ale m Ze byt simulovan pata em nebo vytveen myslenkov - po idime seznam
vSech jedinc populace @¢pora vybru) a jedince do nahodného vyh zaazu-
jeme pomoci tabulky nahodnycfsel - viz nap. Laga, Likes, 1978.

Uvedeny zpsob konstrukce ndhodného vy je mozny jen u kon@é popula-
ce, kdy oporu vylru jsme schopni vytva@. To neni mozné vzdy, napnejsme

s to utvoit oporu vybru populace mravencv eské republice ani molekul
v ovzdusSi Ostravského regionu. Ale i pyb rech z takovych populaci je nutné
respektovat uvedené pozadavky, tj. cazani jedince do vylbu musi rozhodo-
vat nahoda a kazdy jedinec z populace musi st&jnou pravdpodobnostza a-
zeni do vybru.

V mnoha vyzkumech byvaji tyto podminky opomijenyra jsou pak znehodno-
ceny vysledky statistické analyzy. Tak napacienti jednoho zdravotniho zze-
ni nejsou nahodnym vykem z populace v dané lokalithnebo o zaazeni do
vyb ru nerozhoduje ndhoda, ale pacientova volba é&alalsi nenahodné vlivy,
navic dlouhodob zdravi lidé vbec nemaji Sanci se do vyh dostat. Podobn
,nahodn odchyceni* lidé na ulici sti spl uji podminky nahodného vyhu

z m stské populace. Do takového vl se nemohou dostat lidé, kteevycha-
zeji ven a volba mista a doby ,,odchytu“ oviije sloZzeni vybru, nebo zastou-
peni lidi v ulicich je asov a mistn zavislé. Nap z ,nahodného” vylru poi-
zeného u vchodu do menzy v dadib da bychom dosli k zavu, Ze tém vsSich-
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ni obyvatelé Ostravy maji maturitu a Ze naprostdima jsou studenti. Rova
st Zi Ize povazovat za nahodny vytz populace uitého druhu brouk ty, které
se podalo chytit - mozna ty zdatijSi se chytit nepoddo. Vzorek z vagénu uhli
odebrany z povrchu neni ndhodny wylnebo uvnit m Ze byt kameni a tomu
jsme nedali Sanci k zazeni do vybru.

Postup vybru analogicky losovani Sportky je vhodny pro sitiakdy poet je-
dinc v populaci je znan v tSi nez poet jedinc ve vybru (tzv.rozsah vyb-
ru). Pokud poet jedinc v populaci neni vyraznv tSi nez rozsah vylbu, m | by
byt vylosovany jedinec vzdy vracen do osudi. O tombstupu konstrukce na-
hodného vybru ikame, Ze je tayb r s vracenim

Existuje jesSt jeden zpsob vybru jedinc z populace, kterym Ize ziskat nahodny
vyb r. Je to tzvstratifikovany vybr. Ten m Zeme pouzit tehdy, kdy zname rela-
tivni etnosti jednotlivych vrstev v populaci, napetnosti vkovych kategorii,
socialnich urovni apod. Pak ieme poaidit tolik opor vybru, kolik je vrstev
v populaci a z kazdé vrstvy pdime nahodny vyly takového rozsahu, aby rela-
tivni etnost jedinc z kazdé vrstvy stratifikovaného vyl odpovidala relativni
etnosti vrstvy v populaci. Stratifikovany vybje tedy sjednocenim nahodnych
vyb r ze vSech vrstev populace a rozsatghto vybr jsou ureny relativni
etnosti jednotlivych vrstev v populaci.

Nech tedy mame nahodrvybrano n jedinc z populace a na kazdém jedinci
ZjiS ujeme hodnotu jedné veiny (znaku). Nam ené hodnoty tohoto znaku (od-
povidaji jednomu sloupci v datové matici, viz kdp.jsourealizacinahodného

vyb ru.

Z pohledu matematické statistijeynahodny vylr abstraktni pojem, ktery dovo-
luje zobecnit tvrzeni o vS8ech moznych jeho real@adNahodny vylr je vektor
on sIoZkéch(Xl,Xz, ,Xn), kde slozky tohoto vektoru jsmezavislénahod-
né veli iny sidentickym(tj. naprosto stejnymiozd lenim V anglické literatue
se uziva oznanii.i.d. sample kde zkratka.i.d znamenandependent identical-
ly distributed Nahodny vybr v matematické statistice je tedy abstrakce uyb
jedinc z fyzicky existujici populace a zneni hodnot jedné veliny na t chto
jedincich.

P iklad: Z dosplé muzské populace obyvatel Ostravy vybereme nahodn
muZ a zm ime jejich vysSku. Ziskdme hodnoty 176, 168, 191,17. Na tyto
hodnoty pohlizime tak, Ze jsou to hodnoty nezaefslgahodnych velin téhoz
rozd leni. Nech toto rozdleni ma stedni hodnotuy a rozptyld®. Pozorované
hodnoty jsou vysledkem nahody, ale tato ndhodadselanym rozdenim prav-
d podobnosti, pozorované hodnoty jsou rozhazeny ogiodalni hodnoty. Pozo-
rovanou hodnotu ndhodné vétiy X; (vysledek m eni na i-tém jedinci) m-
zeme vyjadt jako X, = u+ ¢, kde uje stedni hodnota & je nahodna sloz-
ka, jejiz rozdleni je totozné pro vSechny jedince viip, tj. pro i =12, ,n.
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Z pozorovanych hodnot vylu (sloupec datové matice, realizace abstraktniho
nahodného vylru) m Zeme poitat r zné vybrové charakteristiky podle formu-
li, se kterymi jsme se seznamili uz v kapitole skalptivni statistice.

Vyb rovym charakteristikam, které rheme takto spadtat, se ika statistiky
Obecn m Zeme statistikuT vyjadit jako funkci nadhodného vybu, tedy
T :T(Xl,Xz, ,Xn). Tim mame statistiku vyjadnou obecrji a m zeme se

pak i obecnji vyslovit o jejich vlastnostech.

P iklady statistik jsou

>%,.

S sy

— 1=

s vyb rovyprmr X =

S|~

» vyb rovy rozptyl s®

=)

Jelikoz statistiky jsou funkcemi nahodnych veli X, X,, ,X,, jsou i statis-

tiky nahodnymi veliinami, které maji njaké pravdpodobnostni rozdeni,
stedni hodnotu, rozptyl atd. Praygbdobnostni rozdeni statistik se nazyvaji
vyb rova rozdleni.

P edpokladejme, Ze vSechny nahodné wayji ve vyb ru maji stedni hodnoty
a rozptyld®. Pak pro sedni hodnotu vylrového prm ru plati

- 13 1 n
E<x>-E(;;xi]—;;axn—;u-u, @

tedy vidime, Ze seédni hodnota vylrového prm ru je rovna sedni hodnot
rozd leni populace.

Podobn pro rozptyl vybrového prm ru snadno ukdzeme
2

X)=val 23 x |= 13 y=lpg2=9"
var(X)—va{nZ:l:Xij nziZ:l:var(xl) ot = (4)

Vidime, Ze rozptyl vybrového prm ru se zmenSuje s rostoucim rozsahem vyb
ru.

Mnoho metod matematické statistiky bylo navrZzenpoaZziva se pro analyzu
vyb r z normaln rozd lené populaceN(u,o?). Proto uvedeme roztkni n -
kterych vybrovych charakteristik vyly z normalniho rozdeni. Vyb rovy
pr m r z normalniho rozdeni N(u, o) méa opt normalni rozdleni

X ~ N (4, JQ/n). Pak standardizovana nahodna vieti U = >~ ma nor-
o/Jn
mované normalni rozéeni N(0O,1).
Daéle Ize ukazat (viz napAnd |, 1978), Ze
n —\2
(n -1)s’ Z(Xi_x) ,
- — =l - - Xn—l’ (5)

g g
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Vidime, ze veliiny U a T jsou definovany podobnpouze na rozdil od velt

ny U, kterd ma ve jmenovateli poputd sm rodatnou odchylkw (v aplikacich

jeji hodnotu zpravidla nezname), ma viela T ve jmenovateli vylrovou sm-

rodatnou odchylk. To je sice ndhodna velina, ale jeji hodnotu umime spe

tat z vybru.

DalSimi ve statistice asto uzivanymi vylrovymi rozd lenimi jsou rozdleni
nahodnych veliin, ve kterych vystupuje rozdil dvou vyievych prm r . P ed-
pokladejme, Ze mame dva nezavislé vyb(nemaji Zzadné jedince, kigsou
v obou vybrech) o rozsahuwn; , resp.n,, ze dvou normalnrozd lenych popu-
laci, prvni populace ma roZeni N(y,,07), druha N(u,,0- ) Pak vybrové
pr m ry maji rozdleni

— o’ — o’

X ~N(u,=L), X, ~N(,~2).
NG RN ()
Potom i rozdil tchto prm r ma opt normalni rozdleni
- o o o
Xl_x2~N(lul_/’127_l+_2>' (7)
nl n2

Po standardizaci standardizovana nahodnaimalld ma normované normalni
rozd leni:

szl_i2_(ﬂ1_y2)~N(0,1). (8)

2 2
g,

n, n,

V aplikacich v8ak \3inou nezname hodnoty parametry, g7 . Pak Ize vyuZzit
toho, Ze plati (viz napAnd |, 1978)
(n-09s (n-9s
: 2 + 2 ~X§1+n2—2 9
Ul 02
Pokud nezndmé parametrg?,o? m Zeme povazovat za shodné, tedy

o} =0 =o’(rozptyl v obou populacich je shodny), pak nahodeléina

- >Z1 _>Z2 _(ﬂl _ﬂQ) ~t (10)
n,+ny -2
(n,-1)sf +(n,-1)s;( 1 L
n,+n, —2 n n,

tedy ma Studentovb- rozd leni s n, + n, —2 stupni volnosti. Tato statistika
ma kli ovy vyznam v mnoha aplikacich.

Po tomto seznameni se zakladnimi pojmyzeme ici, Ze zakladnimi ukoly in-
duktivni statistiky jsou:

» odhady parametrrozd leni populace,

» testy hypotén parametrech rozténi populace.

Oba tyto typy zakladnich dloh matematické statystilysv tlime podrobnji
v nasledujicich odstavcich.
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4.2 Statisticky odhad

Cilem statistického odhadu je zjistit z vy charakteristiky rozdeni, pipadn
parametry rozdeni populace. Je to jedna z uloh statistické icdukkdy

z informaci o asti populace chceme dosix tvrzeni, které se tyka celé popula-
ce. Vime, Ze zde existuje riziko nespravného Uswdikkolem matematické sta-
tistiky je toto riziko minimalizovat nebo alespgoskytnout informace o jeho
velikosti.

Podivejme se nejire na zdanliv odtazity piklad - tere s vysledky f stelc :

a) velky rozptyl kolem b) maly rozptyl, c) dobry stelec
st edu ale vychylena muska

D
R/

VSichni ti se snaZili trefit sed tere, z r znych dvod (vitr, tes ruky, Spatny
nastroj) se jim to nepodi. P esto snadno usoudime, Ze nejlepSiho vysledku
doséahl stelec (c), ktery ma maly rozptyl a nevychylenou musk

P i statistickém odhadu jsme v situaci velmi podolstélc m. Radi bychom
z vyb rovych dat ,trefili“ nezndmou hodnotu poputd charakteristiky. Je jasné,
Ze se budeme snazit uzit takovy nastroj a postepy bude davat vysledky po-
dobné stlci (c), totiz uzivat metody odhadu, které ,hria sted" a maji co nej-
mensi rozptyl. Nyni se pokusime tyto pojmy vyjéd esnji.

4.2.1 Bodové odhady

Nech nahodna velina X ma hustotuf(x,6, ,6,)=1f(x ). ikame, ze
=6, ,0, je vektor parametr(bod v p-rozm rném prostoru). 0JQ, pak

Q je parametricky prostar

Funkci f(x, ) je specifikovan systém rozigni, teba systém vSech normalnich

rozd leni N(u,0?)sr znymi hodnotami parametr i,0°. Kazdému 0OQ

odpovida jedno rozdeni z tohoto systému. Ukolem bodového odhadu [ézha
co nejlépe hodnotu vektoru parametr, tzn. nalézt hodnoty jednotlivych slozek
6,, .6,.0 sloZce tohoto vektoru budeme v dalSim textwinjeko o parame-

tru a budeme ji oznavat 6, tj. bez indexu.
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Hodnotu & budeme odhadovat jakou statistikouT =T(X,,X,, ,X,), spoi-
tanou z vybrovych hodnot.

ikame, Ze statistikad je nestrannyodhad parametrd, kdyz platiE(T) = 4,
tj. stedni hodnota odhadu je rovna odhadovanému parametru

P iklad 1 P edpokladejme, Ze vSechny nahodné wyive vyb ru maji stedni
hodnotuy. Pak pro sedni hodnotu vylrového prm ru plati

va JL 1< n
E(X) = E(—zxi] = LS e =D p=p
n = n = n
Vyb rovy pr m r je nestrannym odhademestini hodnoty populace.

P iklad 2 V tomto pikladu ukaZzeme, Ze vylovy rozptyl
1 < =
P =— ) (X, - X)
— Z‘( i ~X)
je nestrannym odhadem popuiéo rozptylu &°. Tim bude vyswtleno, pro ve
jmenovateli vyrazu pro vypet s* je n-1 - viz odst. 2.3. Redpokladejme, Ze

vSechny nahodné veiiy ve vyb ru maji stedni hodnoty a rozptyld®.

) = B 30X = Sk X7 =
- e Bk -k - | =
= LB B0 - =200 - 0K -+ (K - ) =
L PXCEIVEEIEEI YRR Ye SR
= LB B0 2K - (- (X | =

1

_ 1 2 o’ _0’2(n—1)_ 2
=——|noc -n—|=———==0
n-1 n n-1

Jestlize T,, je statistika z vylru s rozsahemn , pak odhad jasymptotickyne-
stranny kdyz platilimE(T,) = &, tzn. s rostoucim vylvlem se sedni hodnota

odhadu pblizuje odhadovanému parametru.

Ukazali jsme, 7& je nestranny odhad. Pokud populfrozptyl o odhadujeme
druhym vyb rovym centralnim momentem (ve jmenovate)i

13 — n-1
M, == (X; - X) =——s7,
2 n ( i ) n

i=1
pak tento odhad neni nestrannyWyehyleny, nebo jeho stedni hodnota
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n-1 n-1
EM,) =T —E(s") == 0"

se nerovna hodnobdhadovaného parametar’ . Je viakasymptoticky nestran-
ny, nebo

limE(M,) = lim {—1 Es )} = hm(”—'l o ) o

n-oo n- n n-oo n

Odhad jekonzistentnikdyZ pro nj plati

limP ([T, -6/ <e)=1, &£>0,

tzn., Ze s rostoucim rozsahem wujibroste pravdpodobnost, Zze hodnota statisti-
ky T, se naléza v blizkosti hodnoty parametru.

Vydatny(eficientnj nejleps) odhadje ten odhad, ktery ma nejmensi rozpiyej-
lepSi nestranny odhgeé takovy odhadT , ktery ma nejmensi rozptyl, tj. pro kte-
ry plati: Nech T,T' jsou nestranné odhady a pro kazdE plati,

var(T) < var(T "), pak T jenejlepSi nestranny odhad

V matematické statistice se metody odhadli do dvou skupin - momentova
metoda anetoda maximalni vohodnosti S principy tchto metod se Ize sezna-
mit nap. v knize Cyhelsky et al. (1996), kde jsou tyto ougt vysvtleny pi-
stupnou formou. Odhady ziskané metodou maximalnbhodnosti, tzv.ML-
odhady maji adu dobrych vlastnosti, nagsou konzistentni, asymptoticky ne-
strannéa asymptoticky vydatnéVletoda maximalni wohodnosti je vyuZivana
v mnoha statistickych programech v odhadu paranstatistickych model

4.2.2 Intervalové odhady

Ukolem intervalového odhadu je itrinterval [81, 82] v n mz lezi odhadovany
parametrd se zadanou pravgodobnosti (1- ). Dvojici hodnot 8,68, nazy-
vame intervalovym odhadem (mezemi spolehlivosti)intarval [91, HZ] pak

10d 1- a) -procentnim intervalem spolehlivagestlize plati

P(g<6<8)=1-a (1)
Hodnota(1- a) se nazyva stupespolehlivosti, hodnota hladina vyznamnos-
ti.

Ukazeme si nyni postupipntervalovém odhadu parametnormalniho rozde-

ni. Z kapitoly 4.1 vime, Ze vybovy pr m r z normaln rozd lené populace
N(u,0%) ma rozdleni X - N(4, Jz/n). Po standardizaci dostaneme nahod-

nou veliinu s normovanym normalnim rodnim: X - ’U N (0,1). Jak uka-
o/

u(l- a/2j

zuje obrazek, platP (u(a/Q) ;(/\/_
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u(ar2) y (1-a2)

Pravd podobnost(1-a) je pesn ta hodnota, kterou pozaduije rov. (1) definuji-
ci intervalovy odhad. Proto postupnymi Upravamiazyr v zavorce jej pvede-
me na tvar odpovidajici rov. (1).

Plu@/2) /<X -u<u(l-a/2)o/vn)=1-a,
P(-X +u(@/2)/vA < -u<-X +ul-a/2)o/¥A)=1-a.
JelikoZz normované normalni rozeni je symetrické kolem nulové stini hod-
noty, platiu(a /2) = -u(l - a/2), takZze po dosazeni a vynasobeni nerovnosti
hodnotou -1 dostaneme
P(>Z —u(l-a/2)/vA<spusX +u(1—a/2)Dc7/Jﬁ) =l-a. (2
Tvar rov. (2) odpovida tvaru definice (1), takZzeemal
= o o o
X-ul-a/2)0—,X+u(l-a/2)F— 3
X -ui-a/2)B% X rui-a/2 6% @
je dvoustrannym10d 1- a) -procentnim intervalem spolehlivostiro parametr
M, 1j. stedni hodnotu normalniho roZdni. Pokud bychom znali hodnotu dru-
hého parametrug® , mohli bychom meze spolehlivosti pro zvolenéspo itat
z vyb rovych dat. V praktickych tlohach vSakt§inou hodnotu tohoto paramet-
ru ¢ nezndme a musime ji odhadovat wylyym rozptylem. Pak zcela analo-
gickym postupem dojdeme kevoustrannémul0d 1- a) -procentnimu interva-
lu spolehlivostipro parametru

_ S — S
[x - a/2) B X+ 0=/ Gﬁ} (4)

kde s je vyb rova smrodatna odchylka &,_,(1-a/ 2) je kvantil t - rozd leni
S n-1stupni volnosti.
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Podobn jako jsme zavedli dvoustranny interval spolehltyasohli bychom i
zavest jednostranné intervaly spolehlivosti:

Levym jednstrannym 10( 1- a) -procentnim intervalem spolehlivostro pa-
rametr u :
= S
—oo, X +t _(1-a)3—|. 5
( -au] ©
Pravym jednstrannym 100 1- a) -procentnim intervalem spolehlivogtiro

parametr i :

— S
[x —t(1-a) Dﬁwj (6)

P i odvozeni dvoustranného intervalu spolehlivosti parametra® normalniho
rozd leni vyjdeme z toho, ze

(n -1)s? . _

—— = Xa-» viz kapitola 4.1, rov.(5).
o

Pak plati, Ze

(n -1)s’ }
P| Xoa(@/2) S <X, 0-a/2)|=1-a

Po uprav pak dostaneme

(n -1)s? (n —1)s?
Pl—4/————=< o’ < —— |=1-a
Xou(1=-a/2) Xoa(a@/2)
a interval

—1)s2 —1)s2
(n-1s (n-1)s } @)

Xr?—l(l - 0'/2), )(r?—l(a/2)
je dvoustrannym10d 1- a) -procentnim intervalem spolehlivogtro parametr
&, tj. pro rozptyl normalniho rozéent.

P iklad 1: P edpokladejme, Ze populace ma normalni rterd s neznamymi
parametryu a ¢, zkracen zapsanoN(u,0?). Z vyb ru o rozsahu 26 jsme spo-
etli pr m r 105 a vybrovy rozptyl 25. NaSim Ukolem je ur oboustranné

95 %-ni intervaly spolehlivosti pro parametrya .

eSeni:
Interval spolehlivosti pro parametrur ime dosazenim do (4),iplusnou hodno-
tu kvantilu t,.(0.979 = 2 06 nalezneme v tabulce 6.3, takZze oboustranny 95%-
ni interval spolehlivosti pro parameir je
)

5} . . N
105 -2,06—:; 105 + 2,06 — |, po vy isleni pak pblizn |103,0;107,0 |.
[ = 76} po vy fslent pak piblizn | ]

Oboustranny 95%-ni interval spolehlivosti pro paeamo® ur ime dosazenim do
(7), potebné hodnoty kvantilnalezneme v tabulce 6.%2(0,029 = 1312

X%(0975 = 4065. Tedy oboustranny interval spolehlivosti je
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{25,25 125,25

; , po vyisleni je tento interval blizn |15,4; 47,6 |.
40,65 13,12} POy : o [ }

Vztah (2) Ize vyuZit pro vyhy velkého rozsahu i v situaci, kdy parametme-

zname. Z kapitoly 3.6 o centralni limitnitv vime, Ze prm r v tSiho potu ne-

zavislych stejn rozd lenych nahodnych velin ma piblizn normalni rozdleni

a ze veliina __hop ma piblizn normované normalni rozkkniN(0,1) ,
VP (@-p)/n

statistika f, znamena relativni etnost hodnot 1 ve vybu o rozsahu n

z populace, ktera ma alternativni rolmhi s parametremp . Pro velké vybry
tedy z rov. (2) pblizn plati, Zze

P[fn—u(l—a/2) p(ln_p)Spsfn+u(1—a/2) p(ln—p)le_a. (8)

. (i-p . f,Q-f) .
Nestrannym odhadem rozptyl o je 1 a tedy dvoustranny

10d 1- a) -procentni interval spolehlivostpro parametip je

o u(l- Fa@= 1) _ Ta@=fn)
s—ul-al?2) 1 , f.+rul-al?2) — . (9

P iklad 2 V pr zkumu volebnich preferenci dotazem na 900 nahaghbra-
nych potenciélni voli bylo zjist no, Ze politickou stranu ABC by volilo 25 %
dotazovanych voli . Ur ete oboustranny 95%-ni interval spolehlivosti pes p
rametrp, tj. voli skou preferenci této strany v populaci.

Kvantil normovaného normalniho rozdni u(0,975)= 1,96. Dosazenim do (9)
ziskame

<0,25_ 196\/0.25- (1- Q25 . 025+ 196\/0,25. (1- o,25>’

899 899

coZ po vyisleni dé<0,222 Q 27$. V tomto intervalu lezi paramefr
s pravdpodobnosti 0,95.
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Souhrn:

Nahodny vyhr jedinc y populace se realizuje tak, Ze oazgeni jedince do
vyb ru rozhodujendhodaa kazdy jedinec z populace msi&jnou pravdpo-
dobnostzaazeni do vybru.

V matematické statistice je nahodny whahodny vektor cn slozkach
(Xl, X, Xn), kde slozky tohoto vektoru jsawezavislenahodné veliny
sidentickyrmrozd lenim

Statistiku Tm Zeme vyjadt jako funkci nahodného vybu, tedy
T=T(X,X,, ,X,).
Statistika je nahodna veina.

Rozd leni statistik nazyvame vybovymi rozd lenimi.

Ukolem bodového odhadu je nalézt co nejlépe hodpatametrud, tuto
hodnotu odhadujeme jakou statistikouT =T(X,,X,, ,X,), spo itanou
z vyb rovych hodnot.

Ukolem intervalového odhadu je itrinterval <6§,6’2>, v n mz lezi odhado-

vany parametd se zadanou pravpgodobnosti(1- a), hodnota(l- a) se
nazyva stupespolehlivosti.

Kontrolni otazky:

1.
2.
3.

B

© N O

Co je nahodny vyl v matematické statistice?

Co je to statistika? Je to deterministicka neboothta veliina?

Jakeé je rozdeni vybrovych prm r z normalniho rozdeni? Jaké ma pa-
rametry?

Co znamena, Ze bodovy odhad je nestranny? pPiosypo tu vyb rového
rozptylu se ve jmenovateli uziva vyraz (n-1)?

Kdy je odhad asymptoticky nestranny?

Co plati o konsistentnim odhadu?

Co je to nejlepsi nestranny odhad?

Co nam iké intervalovy odhad?

Pojmy k zapamatovani:

nahodny vybr

statisticky odhad

bodové odhady parametr

nestranny odhad, konsistentni odhad, nejlepSiarestrodhad
intervalovy odhad, interval spolehlivosti
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Nasledujici ast této kapitoly je vnovana zakladn testovani statistickych hypo-
téz. Studium tétoasti vam zabere asi tiz ty i hodiny.

4.3 Testovani hypotéz

V mnoha aplikacich statistiky se uziva postup, é&tar se ika statistické testo-
vani hypotéz. Zakladni myslenku se pokusime wiswvwa pomrn jednodu-
chém pikladu. Nejastji testovanymi hypotézami jsou hypotézy o parametru
rozd leni populace. Uvazujme tedyiklad, jehoZ realizaci si dovedeme snadno
p edstavit. NaSim ukolem je posoudit (ve statisteelsa testovat) hypotézu, ze
st edni hodnota tesné vysky studentmuz z Ostravské university je 175 cm.
Asi vas napada, Ze nejjednodussi by bylo vSechnystudenty zmiit, vypo itat
pr m r a porovnat vypdeny prm r s hypotetickou hodnotou 175 cm a jsme
s ulohou hotovi. Vystali bychom s jednoduchymi postupy popisné statistk
Zadnym testovanim hypotéz se nemusimezpatt. BohuZzel ne vzdy je takové
jednoduchéeseni pjatelné. | ve vySe uvedené situaci bychom se a@siot roz-
hodovali, kdyby populani pr m r vySel velmi blizko hodnot175 cm, ekn me
175,01 cm. Tato hodnota je sicema od 175 cm, ale je tento rozdil podstatny?
V jinych dlohach zkoumana populace e byt poetn jSi nez tch zhruba 3000
student-muz na OU, takze zmit vSechny jedince je nemozné. Zkratkaeno,
asto jsou k dispozici data jen o vyb jedinc z populace, nikoliv o celé popu-
laci. Pak pouziti metod statistické indukce je iaé a testovani hypotéz se
nevyhneme.

Vra me se k uvedenémuigladu. Tlesna vySka dospe muzské populace je
spojitd ndhodna velina. Ze zkuSenosti kolika generaci badatelivime, Ze t-
lesna vySka ma normalni rozeni, N(u,0%). Pokud bychom tuto zku3enost
p edchozich generaci neliy museli bychom tvar rozdeni zji$ ovat sami studi-
em empirickych rozdeni mnoha vylr nebo na tvar rozdeni usoudit ze zako-
nitosti procesu vytvé&jiciho data.

P edpokladejme, Ze jsme pdili nahodny vybr n jedinc ze sledované popula-
ce a zm ili jejich vysku. Jak vime, na ndhodny vytpohlizime ve statistice jako
na vektor (Xl,Xz, ,Xn) nezavislych nahodnych veiln stejného rozdeni,

vnasem dpad X, ~N(x,0°), i=12 ,n. Problém oviem je vtom, Ze
hodnoty parametr 17, & nezname. Kdybychom je znali, neiiujeme zadna

vyb rova data, protoze pravgodobnostni rozdeni populace wetn parametr
(charakteristik populace) by bylo znamo a zadna dgthom nepotbovali.

My vSak m zeme spaitat jen hodnoty charakterlstlk vytovych, nap.vyb rovy
prmrX = ZX a vyb rovy rozptyls? ——z (X, =X)?
n

i=1 i=1

Z kapitol 4.1 a 4.2 uz vime, Ze vybvy prmr m& normalni rozdeni,

= . L X = U
X ~N(u, o°/n a normovana nahodna véta ~N(0,1). Kdyby-
(1, o°Jn) NG (0,1). Kdyby

chom hodnotu parametra? znali, umli bychom hodnotu této ndhodné vty
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vy islit. JelikoZ & nezndme, musime jej odhadnout wgyym rozptylem s>.
Pak nahodné velina T ma t-rozd leni

XA g 1)
s/n

Tato nahodna velina je vyjadena jen pomoci vylovych statistik K, s), roz-

sahu vybrun a parametryu, o jehoz hodnotmame testovat fake tvrzeni,
tzv. nulovou hypotézuH,, v naSem ppad hypotézu

Ho: wu=175cm

proti tzv.alternativni hypotézaebo kratcalternativ H; , v naSem ppad
Hi: wuz175cm.

Pokud tvrzeni formulované nulovou hypotézdyi je pravdive, v naSem iladu
M =175 cm, pak pro rozéeni nahodné veliny, kterou ziskame dosazenim této
hodnoty do (1), plati
X175
s/vm "

Této nahodné velin ikAmetestova statistikgtestové kriterium)nebo ji m -
Zeme uzit k testu hypotéHp.

Testem hypotézy rozhodujeme mezijgiim i odmitnutim tvrzeni formulova-
ného nulovou hypotézowH,. Je to situace podobna rozhodovani soudu, ktery
rozhoduje o nevin i vin obZalovaného. Rozhodovani je zatiZzeno rizikem ne-
spravného rozhodnuti, soud &@ odsoudit nevinného (justi omyl) nebo pro-
pustit vinika bez potrestani, pokud se jeho vinpodailo prokazat. Na rozdil od
soudu lze vSak pravgodobnost neopravného zamitnuti nulové hypotéty,

p edem stanovit, neba@name rozdeni testové statistiky. Tato praygbdobnost

se nazyvéhladina vyznamnostiestu a vtSinou se oznaije symbolema .

Za platnosti nulové hypotézy ma testova statisttkazd leni sn-1 stupni vol-
nosti a mZe teoreticky nabyvat jakoukoliv realnou hodnofu(-teo, + ).
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Yar2) i t(1-a/2)

Otazkou je, kdy nulovou hypotézu zamitnout. Intuitije z ejmé, Ze zamitnout
Ho m Zeme tehdy, kdyzX se bude podstatriisit od hodnoty pedpokladané
v nulové hypotéze, v naSemikdadu od 175. Rtom chceme, aby pravdodob-
nost chybného, nespravného zamitnuti byla rovndirhlaryznamnosti testua .

Z obrazku je vidt, Ze zamitnoutH, m Zeme, kdyz absolutni hodnota rozdilu

‘)? - 175‘ je velka, pesnji vyjad eno, kdyz pro hodnotu testového kritéria plati

X =175
s/n
Tzn., ZzeHy, zamitneme, kdyZ hodnota testového kritéria jenpzmy W,

W = (e, (a/2)] Oft, (1= a/2).+0)

>t (1-a/2).

MnozZin W se ika kriticky obor. Voln e eno, ,padne-li“ hodnota testového
kriteria pi hodnoceni vybrovych dat do kritického oboru, zamitame nulovou
hypotézu.

Vratime se k naSemuigladu:

1. Médme zformulovanou nulovou hypotézu i alternativu:
Ho : H=175cm,
H : HUZ175 cm.

2. Zvolime hladinu vyznamnosti testwr = 0,05.

3. Vime, Ze vhodnym testovym kritériem pro test tétpdiézy je statistika

X —-175 1
S/-\/ﬁ n-1°
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4. Ur ime kriticky obor, potbny kvantil t,.(0,979 = 2 13nalezneme v tab. 6.3
W = (-0, -2,13] 0 [2,13,+00) .

5. Z vyb ru o rozsahun = 16 jsme zjistiliX =177,2 cm a s* = 39,5 cn?.

6. Vypo teme hodnotu testoveho kritéria

X =175 _ 177,2-175 _

= = 1,40.
s/Vn 39,5/316

7. P ijmeme rozhodnuti: JelikoZz hodnota testového ketéeni v kritickém obo-
ru, nemzeme zamitnout nulovou hypotézu,/Ze 175 cm.

Data z naSeho vybu tedy neoprawiji k zamitnuti nulové hypotézy. Tim jsme
v8ak nedokazali, Ze tvrzeni touto hypotézou forwahe je pravdive. Bmeme-

li analogii s rozhodovanim soudu, pouze nemameatnty ,d kaz“ o vin
obzZalovaného a nezbyva, nez jej propustit at w jeho nevinu. Je Bjmé, Ze
pravd podobnost nespravného odsouzeni nevinného zalepiisraosti soudu.
Pokud je soud jsny, tj. stai malo a obZalovany jde do zeni, pak je \Si
pravd podobnost justniho omylu, ale snizi se praygbdobnost, Ze na svobod
z stanou nepotrestani vinici. Podobné je to i séstitdym testovanim hypotéz.
Zvolime-li hladinu vyznamnostia velkou (,pisny soud"), je uSi riziko neo-
pravn ného zamitnuti nulové hypotézy (,odsouzeni neviof)etZvolime-li hla-
dinu vyznamnosti a nizkou (,benevolentni soud”, prasek musi byt velky,
aby odsoudil), je uSi riziko neoprdvmého nezamitnuti nulové hypotézy (,ne-
potrestany vinik“). R testovani hypotéz se tedy #eme dopustit nespravného
rozhodnuti dvojiho druhu. Situaci ukazuje nasledugbulka.

NASE ROZHODNUTI:

SK,UTE NO,ST, Ho : nezamitame| Hp : zamitame
(n@m neznama)
TvrzeniHg je pravdivé SPRAVNE CHYBA . druhu
TvrzeniHg je nepravdivé| CHYBA II. druhu SPRAVNE

P i testovani hypotéz pravdodobnost chyby I. druhu stanovujemegem, je
rovna hladin vyznamnosti a . Obvykle se volia = 0,05 neboa = 0,01 |

a = 0,001 podle z&vaznosti chyby I. druhu. Praadlobnost chyby druhého
druhu oznaujeme obyejn symbolem 8 a veliina (L- () se nazyvasila tes-

tu.

Jiz jsme vyswtlili, Ze pravd podobnosti chyb 1. a Il. druhu spolu souvisejii-Sn
Zujeme-li pi daném rozsahu vybu pravd podobnost chyby I. druhur, roste
pravd podobnost chyby II. druhy3. Situaci ilustruje obrazek. Kka A je hus-
tota, ktera odpovida hustotestové statistiky za platnosti nulové hypotéxyea
rou uzivdme p testu. Kivka B je hustota odpovidajici skutesti (nulova hy-
potéza neplati). Vidime, Ze snizovanim hladiny @&mnosti testu se zi8uje
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pravd podobnost chyby Il. druhy? . Pokud pi pevném a chceme zvysit silu
testu, tj. snizit pravgpoodobnost chyby II. druhy3, je nutné zusit rozsah vyb-
ru.

Zakladni myslenky statistického testovani hyposézg si ukazali na testu, kte-
rému seikajednovybrovy dvoustranny t-tesfednovybrovy proto, Ze vyuziva
data z jednoho vybu, dvoustranny (rkdy se uziva pvlastekoboustranny pro-
to, Ze kriticky obor je na obou koncich rohi testové statistiky.

V tomto jednovybrovém dvoustranném testu testujeme hypotézu, Zeesini
hodnota normaln rozd lené populace, ze které mame uybje rovna njaké
dané hodnot 4, , proti alternativ, ze tomu tak neni:

Ho : H=H,
Hi: u#u,.

PovSimnme si, Ze g tomto testu zamitame nulovou hypotézu tehdy, kbiygu-
stranny 100 1- a) -procentni interval spolehlivostpro parametry neobsahuje
hodnotu 4, p edpokladanou nulovou hypotézou, srovnej se vztaf@gm kap.

4.2.2. DalSi moznosti vyuziti t-test ukazeme v nasledujicim semestru
v p edm tu Analyza dat.
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Souhrn:

Statisticky test hypotézy se uziva k rozhodovamejstoty. Rozhodujeme
mezi nulovou hypotézou a alternativou.

Jsou dva druhy chybného rozhodnuti.

Pravd podobnost chyby I. druhuigestu volime pedem (hladina
vyznamnosti).

Test hypotézy je analogicky rozhodovani soudur@dil je v tom, Ze prav-
d podobnost chyby prvniho druhu je u statistickyat tenama, dokonce ji
zvolime.

Kriticky obor testu zavisi na tom, jak je zformuéma alternativa.

Kontrolni otazky:

1.
2.
3.

Pro testy o parametrech jsou rozhodovani v nejistot

Vysv tlete rozdil mezi chybou prvniho a druhého druhu.

Pro je zamitnuti nulové hypotézy pro praktické rozhadouziten jSi vy-
sledek nez nezamitnuti nulové hypotézy?

Pojmy k zapamatovani:

statistické testovani hypotéz,
nulova hypotéza, alternativa,

chyby prvniho a druhého druhu,
hladina vyznamnosti,

sila testu,

testova statistika (testové kriterium),
kriticky obor,

jednovyb rovy t-test.

Koresponden ni ulohy budou zadavany vzdy na zatku semestru.
K této kapitole bude koresponde Uloha obsahovat jedeniidad.
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5 Literatura - komentovany seznam

|!!| Seznam je pouze zlomkem rozsahlé statistické fiteradostupné v soasné
dob . Zaazeny jsou mpdevSim knihy a skriptaeskych autor nebo eské pe-

klady z posledniho obdobi.iRyb ru byl bran zetel na dostupnost pro studenty
Ostravské university a také ndgtupnost textu zate nik m ve statistice.

And |, J.: Matematicka statistika, SNTL Praha, 1978
Klasicka uebnice matematické statistiky. UpIné sledovani dyjea
hlubSi znalosti matematické analyzy a lineérnilatgeale kniha obsahuje
adu piklad , které jsou srozumitelné i bexhto matematickych znalos-
ti @ pomohoutenai orientovat se v aplikaci statistickych metod.

And |, J.: Statistické metody, Matfyzpress Praha, 1993
P iru ka, kterd pomze prohloubit porozummi v mnoha oblastech aplika-
ci statistickych metod, nepdpoklada hlubsi znalosti matematiky. Pokry
véa Sirokou paletu lZn uzivanych metod, fstupnym zpsobem vyswt-
luje jejich zaklady a gdpoklady pro aplikaci.

Cyhelsky, L., Kahounova, J. , Hindls, R.: Elementéstatistickd analyza,
Management Press, Praha, 1996
Kniha pistupnym zpsobem vyswtluje zaklady deskriptivni statistiky a
po tu pravd podobnosti nutné pro aplikace statistiky. Zabyvaadady
teorie odhadu a testovani hypotéz. Neobsahuje anabzptylu a regresi.
Knihu je moZno doporut tendi se stedoSkolskymi znalostmi matema-
tiky jako prvni uebnici pro seznameni s problémy statistické anadgay
Dostupna v knihovnOU.

Havranek, T. a kol.: Matematika pro biologické kaéké v dy, Academia, 1981
Obsahuje rozsahlou kapitolu o po pravd podobnosti.

Havranek, T.: Statistika pro biologické a |&i{e v dy, Academia, 1993
Kniha vynikajiciho, bohuZel pd asn zesnuléhoeského statistika, ktera
vySla aZz dva roky po jeho smrti. Kniha pam p istupnym zpsobem
vyklada i obtizné partie matematické statistikylikgce statistickych
metod je ilustrovana nad p iklad z autorovy praxe v analyze biome-
dicinskych dat.

Hebdk, P., Kahounova, J.: R pravdpodobnosti v gkladech, SNTL, 1988
Kniha obsahuje Gvod do pi pravd podobnosti a ukazuje pouziti jeho
vysledk na ad eSenych gklad . Vhodna pro cvieni a upevovani
znalosti tohoto oboru.

Hebak, P., Hustopecky, J.: Rodce modernimi statistickymi metodami, SNTL
Praha, 1990
Na vice nez tceti p ikladech inspirovanych praktickymi tlohami je-d
kladn ilustrovana aplikace znych metod induktivni statistiky, gtn
formulace Ulohy, zdvodn ni r znych alternativeSeni a interpretace vy-
sledk
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Hradecky, P., Madryova, A., Tuan, M.: Pravdpodobnost, skriptum VSB-TU
Ostrava, 1998
U ebni text k jednosemestralnimu Gvodnimu kurzu pravdobnosti.
M Ze poslouzit jako vhodna dojiova literatura.

Komenda, S.: Biometrie, skriptumAPUP Olomouc, 1994
Autor do uebniho textu promita dlouholetou zkuSenost z obdgdikaci
statistiky v biomedicinském vyzkumu.itupnou formou jsou vystieny
zaklady pravdpodobnosti, statistiky i mnohé metodologické otazke-
na skou zajimavost textu zvysSujada p vodnich aforism. Vhodny
avodni text. Skriptum je dostupné ve vice vytiscidtmihovn OU.

Komenda, S.: Politometrie, Vydavatelstvi UP, Olomdl895
Podtitulek ,Zaklady statistické gramotnosti v poldgii s tvodem do me-
todologie vdy* vystihuje pesn obsah uebniho textu. Jak je u prof.
Komendy obvyklé, jeho text pdti i tivosti a vtipem. Skriptum je do-
stupné ve vice vytiscich v knihovoU.

K ivy, I.: Uvod do teorie pravghodobnosti, skriptum PF Ostrava, 1983
U ebni text byl uren p vodn pro studenty utelstvi matematiky, takze
v n kterych jeho astech se pdpoklada pm ena matematicka znalost.
Skriptum je dostupné ve vice vytiscich v knihow@U.

K ivy, I.: Zaklady matematické statistiky, skripturf Pstrava, 1985
U ebni text pro studenty itelstvi matematiky. Pokryva zakladni apli-
ka ni oblasti matematickeé statistiky. K Uplnému sletluvje poteba vys-
Si nez sedoskolska urovematematiky. Skriptum je dostupné ve vice
vytiscich v knihovn OU.

K ivy, |.. Zaklady teorie pravgodobnosti, skriptum F OU Ostrava, 2004.

Laga, J., LikeS, J.: Zakladni statistické tabulMTL, 1978
Obsahlé ,klasické* statistické tabulkgskych autor, obsahuji i dklad-
né vysvtleni pojm d lezitych pro spravné uziti tabulek v aplikacich me-
tod matematickeé statistiky.

Leps, J.: Biostatistika, skriptum, Jiteska universita, es. Budjovice, 1996
Netradi n napsany uebni text (autor je biolog), ve kterém fena na
p ikladech veden od zékladnich poj@z k mnohoroznrnym metodam
analyzy dat.

Likes, J., Machek, J.: Matematicka statistika, SNFtaha, 1983
P istupn napsana ebnice statistiky pro vysoké Skoly technickéed?
poklada znalost zakladnatematické analyzy v rozsahu vguaném na
technickych Skolach.

Meloun, M.,Militky, J.: Statistické zpracovani expeentalnich dat, PLUS, 1994
Rozsahla kniha aplika orientovana, zejména na metody regresni ana-
lyzy.

NCSS Statistical System for Windows — User ‘s Guide
Popisuje nejen ovladani programoveho systémuakéezaklady imple-
mentovanych metod a dopoani pro interpretaci vysledkK dispozici
je on-line jako solast instalace NCSS.
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Potocky R., Kalas J., Komornik J, Lamos F.: Zbiailah z pravdpodobnosti a
matematickej Statistiky, 2. vydani, Alfa, Bratiste\1 991
Rozsahla shirka fklad , ur ena pedevsim studenin matematicko-
fyzikalnich a pirodov deckych fakult. Kazdaast knihy obsahuje i zave-
deni pojm a nezbytny vyklad teorie, které jsou dné proeseni pi-
klad .

Swoboda, H.: Moderni statistika, Svoboda, PraB@y1
Autorem této vyjimené knihy je rakousky Zurnalista, snad pravoto
dokaze vyswvtlovat slozité statistické pojmy srozumitelnym aifavym
zp sobem. | eské vydani této knihy je vybaveno spoustou vygtinlu-
straci a na dobu vydani azfgvapiv dob e typograficky zpracovano.
Dostupna v nasi univerzitni knihovn

ezankova H.: Analyza kategorialnich dat, VSE, Pranas
U ebni text zam eny na metody analyzy nominalnich a ordinalnicit vel
in a jejich vztah.

ToSenovsky, J., Noskievava D: Statistické metody pro zlepSovani jakosio-M
nanex, Ostrava, 2000
Uvodni kapitoly obsahuiji vystleni zaklad pravd podobnosti a zavede-
ni pojm nutnych pro aplikaci statistickych metod. Dal§pikaly jsou
Vv novany statistickym metodam uzivanym v hodnocealigvvyrobnich
proces.

Tvrdik J.: Zaklady statistické analyzy datijrBdov decka fakulta Ostravské uni-
versity, Ostrava 1998
P istupn napsany webni text zam eny na pochopeni teZitych pojm
nutnych pro aplikaci statistickych metod.

Zvara, K.: Biostatistika, Karolinum, Praha, 1998
Velmi zdaila u ebnice statistiky uena pedevsim studenm biologie.

D raz je kladen na aplikaci statistickych metod, &ferilustrovanaadou
eSenych gklad z biologického vyzkumu.

Zvéra K., Stpan J.,: Pravgpodobnost a matematicka statistika, Matfyzpress,
Praha, 2001

Vynikajici u ebnice pvodn napsana pro studenty matematiky na peda-
gogickych fakultach. Vhodna dopljici literatura, prohlubujici znalosti
matematické statistiky.

Interaktivni u  ebnice pro zakladni kurs statistiky:

Hardle W. et al., MM*Stat - Zaklady statistiky,
http://www.quantlet.com/mdstat/scripts/mmcze/jatatshtml, 2005

ezankova, H., Marek, L., Vrabec, M., Kalensky, Lezanka, P.,
IASTAT - Interaktivni u ebnice statistiky, http://badame.vse.cz/iastatd520

Dear, K. et al., Surf-Stat,
http://www.anu.edu.au/nceph/surfstat/surfstat-heomégtat.ntml, 2005
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6 Statistické tabulky

Statistické tabulky byly pdzeny s vyuZitim statistickych funkci NORMSDIST,
CHIINV, TINV, FINV programu Microsoft Excel pro Waows 95, verse 7.0.
Pokud jste u pdta e, na kterém je nainstalovan Excel nebktery ze statistic-
kych program (NCSS atd.) statistické tabulky nepdiujete, nebo potebné
hodnoty distribunich funkci i kvantil snadno zjistite pomociahto programo-
vych prostedk .

6.1 Distribu ni funkce normovaného normalniho rozd leni
X ~N(0,1), ®(x)=P(X< ¥

()

X +0 +0,02 +0,04 +0,06 +0,08
0,0 0,5000 0,5080 0,5160 0,5239 0,531p
0,1 0,5398 0,5478 0,5557 0,5636 0,5714
0,2 0,5793 0,5871 0,5948 0,6026 0,6108
0,3 0,6179 0,6255 0,6331 0,6406 0,648
0,4 0,6554 0,6628 0,6700 0,6772 0,6844
0,5 0,6915 0,6985 0,7054 0,7123 0,7190
0,6 0,7257 0,7324 0,7389 0,7454 0,751
0,7 0,7580 0,7642 0,7704 0,7764 0,782
0,8 0,7881 0,7939 0,7995 0,8051 0,810p
0,9 0,8159 0,8212 0,8264 0,8315 0,836p
1,0 0,8413 0,8461 0,8508 0,8554 0,859p
11 0,8643 0,8686 0,8729 0,8770 0,881p
1,2 0,8849 0,8888 0,8925 0,8962 0,899y
1,3 0,9032 0,9066 0,9099 0,9131 0,916p
1,4 0,9192 0,9222 0,9251 0,9279 0,930p
15 0,9332 0,9357 0,9382 0,9406 0,942p
1,6 0,9452 0,9474 0,9495 0,9515 0,953p
1,7 0,9554 0,9573 0,9591 0,9608 0,962p
1,8 0,9641 0,9656 0,9671 0,9686 0,969p
1,9 0,9713 0,9726 0,9738 0,9750 0,976
2,0 0,9772 0,9783 0,9793 0,9803 0,981p
2,1 0,9821 0,9830 0,9838 0,9846 0,985¢
2,2 0,9861 0,9868 0,9875 0,9881 0,988
2,3 0,9893 0,9898 0,9904 0,9909 0,9918
2,4 0,9918 0,9922 0,9927 0,9931 0,9934
2,5 0,9938 0,9941 0,9945 0,9948 0,9951L
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6.2 Vybrané kvantily rozd leni Chi-kvadréat

X~x2, A X<xp|=p

x(p)
n p=0,025 p=0,95 p=0,975 p=0,99
1 0,00 3,84 5,02 6,63
2 0,05 5,99 7,38 9,21
3 0,22 7,81 9,35 11,34
4 0,48 9,49 11,14 13,28
5 0,83 11,07 12,83 15,09
6 1,24 12,59 14,45 16,81
7 1,69 14,07 16,01 18,48
8 2,18 15,51 17,53 20,09
9 2,70 16,92 19,02 21,67
10 3,25 18,31 20,48 23,21
11 3,82 19,68 21,92 24,73
12 4,40 21,03 23,34 26,22
13 5,01 22,36 24,74 27,69
14 5,63 23,68 26,12 29,14
15 6,26 25,00 27,49 30,58
16 6,91 26,30 28,85 32,00
17 7,56 27,59 30,19 33,41
18 8,23 28,87 31,53 34,81
19 8,91 30,14 32,85 36,19
20 9,59 31,41 34,17 37,57
25 13,12 37,65 40,65 44,31
30 16,79 43,77 46,98 50,89
40 24,43 55,76 59,34 63,69
50 32,36 67,50 71,42 76,15
100 74,22 124,34 129,56 135,81
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6.3 Vybrané kvantily Studentova t-rozd  leni

X~t, AX<xp|=p

X(p)
n p=0,9  p=0,95 p=0,975  p=0,99 p=0,995
1 3,08 6,31 12,71 31,82 63,66
2 1,89 2,92 4,30 6,96 9,92
3 1,64 2,35 3,18 4,54 5,84
4 1,53 2,13 2,78 3,75 4,60
5 1,48 2,02 2,57 3,36 4,03
6 1,44 1,94 2,45 3,14 3,71
7 1,41 1,89 2,36 3,00 3,50
8 1,40 1,86 2,31 2,90 3,36
9 1,38 1,83 2,26 2,82 3,25
10 1,37 1,81 2,23 2,76 3,17
11 1,36 1,80 2,20 2,72 3,11
12 1,36 1,78 2,18 2,68 3,05
13 1,35 1,77 2,16 2,65 3,01
14 1,35 1,76 2,14 2,62 2,98
15 1,34 1,75 2,13 2,60 2,95
16 1,34 1,75 2,12 2,58 2,92
17 1,33 1,74 2,11 2,57 2,90
18 1,33 1,73 2,10 2,55 2,88
19 1,33 1,73 2,09 2,54 2,86
20 1,33 1,72 2,09 2,53 2,85
25 1,32 1,71 2,06 2,49 2,79
30 1,31 1,70 2,04 2,46 2,75
40 1,30 1,68 2,02 2,42 2,70
50 1,30 1,68 2,01 2,40 2,68
70 1,29 1,67 1,99 2,38 2,65
100 1,29 1,66 1,98 2,36 2,63
500 1,28 1,65 1,96 2,33 2,59
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6.4 Vybrané kvantily Fisherova-Snedecorova F-rozd leni
X~F,., HX<x095| =095

x(0,95)

m

n 1 2 3 4 5 10 20 40

1 161,45 199,50 215,71 224,58 230,16 241,88 248221,14
2 18,51 19,00 19,16 19,25 19,30 19,40 1945 1947
3 10,13 9,55 9,28 9,12 9,01 8,79 8,66 8,59
4 7,71 6,94 6,59 6,39 6,26 5,96 5,80 5,12
5 6,61 5,79 5,41 5,19 5,05 4,74 4,56 4,46
6 5,99 5,14 4,76 4,53 4,39 4,06 3,87 3,17
7 5,59 4,74 4,35 4,12 3,97 3,64 3,44 3,34
8 5,32 4,46 4,07 3,84 3,69 3,35 3,15 3,04
9 5,12 4,26 3,86 3,63 3,48 3,14 2,94 2,83
10 4,96 4,10 3,71 3,48 3,33 2,98 2,77 2,66
11 4,84 3,98 3,59 3,36 3,20 2,85 2,65 2,53
12 4,75 3,89 3,49 3,26 3,11 2,75 2,54 2,43
13 4,67 3,81 3,41 3,18 3,03 2,67 2,46 2,34
14 4,60 3,74 3,34 3,11 2,96 2,60 2,39 2,27
15 4,54 3,68 3,29 3,06 2,90 2,54 2,33 2,20
20 4,35 3,49 3,10 2,87 2,71 2,35 2,12 1,99
30 4,17 3,32 2,92 2,69 2,53 2,16 1,93 1,79
40 4,08 3,23 2,84 2,61 2,45 2,08 1,84 1,69
60 4,00 3,15 2,76 2,53 2,37 1,99 1,75 1,%9
120 3,92 3,07 2,68 2,45 2,29 191 1,66 1,50

500| 3,86 3,01 2,62 2,39 2,23 1,85 1,59 1,42
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